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PROLOGO 


Esta obra que prcscnto cn su segunda edicion esta orientada basicamente para todo 
estudinntc de cicneias matcmaticas. fisicas, Ingenieria, Economia y para toda persona interesada 
en fundamental - sdlidamente sus conocimientos matematicos. Teniendo en cucnta que el estudio de 
las 1'cuaetones Diferenciales Ordinarias asi como la Transfonnada de Laplace y la Serie de 
Fo.nicr es muy importante en la formation de los estudiantes de ciencias e ingenieria, debido a 
que eon frecuencia aparecen en el estudio de los fenomenos naturales. 

Por este motivo en esta obra titulada “Anaiisis Matematico IV, para Estudiante de 
Ciencias e Ingenieria'’ he usado la experiencia adquirida en la doceneia universitaria, dictando en 
ias faeultades de Ingenieria de las diversas universidadcs donde presto mis servicios. La obra esta 
cuidadosamente eorregida y comentada tanto en sus ejercicios y problemas resueltos y propuestos 
con sus respectivas respuestas. La teoria expuesta es precisa y necesaria para la solucion de los 
dhersos problemas abordados. 

La lectura del presente libro requiere de un conocimiento del Calculo Diferencial e 
Integral asi como las Series de Potencia. 

El libro empicza en su Capitulo I con los Conceptos Basicos de Ecuaciones Difcrenciales. 
en el Capitulo II se estudia las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden y Primer 
Grade, dando metodos analiticos para su solucion. en el Capitulo III se presenta algunas 
aplicaciones importantes, en el Capitulo IV esta relacionado con las Ecuaciones Diferenciales de 
Orden Superior, en el Capitulo V se realiza la Teoria de las Ecuaciones Diferenciales Lineales de 
orden n, en el Capitulo VI se aborda los Operadores Diferenciales usando los metodos abreviados. 
en el Capitulo VII se estudia las Ecuaciones Diferenciales de Coeficientes Variables, tratando el 
estudio de las aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales de Segundo Orden, en el Capitulo VIII 
se estudia los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales de Coeficientes Constantes, en el Capitulo IX 







estudiaremos las Ecuaciones Diferenciales mediante Series de Potencias aplicando el \ku * 
FROBENIUS. asi como las Ecuaciones de Bessel y Legendre, en el Capitulo \ se d . 
conceptos basico* de la Transformada de Laplace, en el Capitulo XI se estudian las \ un* i i 
Espetiales: Periodicas, Escalon Unidad, Impulso Unitario, Gama, Beta, Bessel \ su Iran 
de Laplace^ en el Capitulo XII se estudia la Transformada Inversa de Laplace, asi co x 
Teorema de Convolucion, en el Capitulo XIII se trata de las Aplicaciones de la Transform, *i.i de 
Laplace en la solucion de Ecuaciones Diferenciales, en el Capitulo XIV se estudia Sos Cmio nos 
Basicos de la Serie de Fourier, en el Capitulo XV se estudia la Scrie de Fourier, de I am ncs 
pares, imparcs, simetria de media onda, cuarto de onda par y cuarto de onda impar. en el * apuuio 
XVI se estudia la forma compleja de la Serie de Fourier y la Transformada de Fourier. 

En esta 2 da. edicion se ha mejorado los conceptos y algunas correcciones sugendas no: 
los senores catedraticos asi mismo se ha incluido ejercicios y problemas tornados en los ex. 11 -u * 
en las diversas facuhades de ingenieria. 
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CAPITULO I 


1. CONCEPTOS BASICOS Y TERMINOLOGIA.- 


1.1. INTRODUCTION.- 


En los cursos basicos el lector aprendio que, dada una funcion y = f(x) su derivada 



apropiada. El problema que enfrentamos en este curso, no es, dada una funcion y = f(x) 
encontrar su derivada, mas bien el problema es, si se da una ecuacion como 
dy 

— = / \x) , encontrar de alguna manera una funcion y = f(x) que satisfaga a la 
dx 

ecuacion, en una palabra se desea resolver ecuaciones diferenciales. 


1.2. DEFINICION.- 


Una ecuacion diferencial es la que contiene derivadas o diferenciales de una funcion 
incognita. 

Ejemplos de Ecuaciones diferenciales: 



dx 




m —— = mg - A — 
dt‘ dx 






r = 0 % donde co = f(x,y,z) 

dx 2 cy r dz~ 
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^2 ->2 -2 

2 C (0 2 ^ (0 2 <o:> 

jc —— + y —— + z —— = 0 , donde co = f(x,y,z) 
ox 2 dy 2 5z 


1.3. CLASIFICACION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES.- 


Las ecuaciones diferenciales se clasifican en dos tipos: 

ler. Si la funcion incognita depende de una sola variable independiente, en la cual 
solo aparecen derivadas ordinarias, la ecuacion diferencial se llama “Ecuacion 
diferencial ordinaria”. 


Ejemplos: Son ecuaciones diferenciales ordinarias las siguientes ecuaciones: 

,2 

ax 2 

a) m - = -kx , donde k - wco es una magnitud positiva, m la masa (Ecuacion 

dr 

diferencial del movimiento armonico simple) 

2 d~y dy 

b) (1 -x )—— 2x — + p(p + \)y = 0 (Ecuacion diferencial de Legendre) 

dx~ dx 

2 d y dy 2 2 

c) jc — r + jc— + (jc -p )y - 0 (Ecuacion diferencial de Bessel) 

dx dx 

2 ^ y p t dy 

d) (jc-jT) —- + [y-(a + p + l)xj - apy = 0 (Ecuacion diferencial de Gauss) 

dx 2 dx 

d“q da 1 

e) L —- + R -J- + — q - 0 (Ecuacion diferencial de la corriente electrica ,donde q es 

dt 2 dt C 

la carga electrica, R la resistencia, L la inductancia, C la capacitancia). 

NOTACION.- 

A las ecuaciones diferenciales ordinarias se representa mediante el simbolo: 


dy d y d n y 

F(x,y, ff) = 0 

dx dx * ^JC" 
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Donde F indica la relation que existe entre las variables x, y , asi como tambien sus 
derivadas 

dy d 2 y d n y 

dx dx 2 dx 11 


2do. Si la funcion incognita depende de varias variables independientes y las derivadas 
son derivadas parciales, la ecuacion diferencial se llama “Ecuacion Diferencial 
Partial”. 


Ejemplos: Las siguientes ecuaciones son ecuaciones diferenciales parciales. 


r’co r'co c‘co 

a) —— + —- + —— = 0 , donde to = f(x,y,z) (Ecuacion diferencial de Laplace) 

dx' dy “ dz" 


c'y 2 °‘y 

b) — — = a" —— (Ecuacion diferencial de la onda unidimensional) 

6C dx * 


ou 2 & 11 

c) - h — ^ (Ecuacion diferencial termica unidimensional) 

dt dx 

* 1 

o c (o d co d co 0co 

d) cC { — i- + -1 -— ) = (Ecuacion diferencial del calor) 

dx dy * dz dl 

2 2 2 o 

2 d co d co d co d ~ co 

e) a ( — =- h- y- + —, ) — —— (Ecuacion diferencial de la onda) 

dx dy" dz“ dt 


c u c u 

f) — r + —— = /(.v,^) (Ecuacion diferencial bidimensional de Poisson) 

dx' dy 


1.4. ORDEN DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA.- 


E1 orden de una ecuacion diferencial ordinaria, esta dado por el orden mayor de su 
derivada. 
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1.5. GRADO DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA.- 


© 

© 

© 


El grado de una ecuacion diferencial ordinaria, esta dado por el exponente del mayor 
orden de su derivada. 

Ejemplos: 

Determinar el orden y grado de las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias: 


x d~y dx 

e —— + sen x. — = x , 
dx' dx 


d 2, x d 2 y 3 dx 

— + 2 (—-) +— = tgx, 
dx dx “ dx 


dx 

— + p{*)y = Q(x ), 

dx 


d 3 v ? */y 4 

(—V) -2(—) + .vy = 0. 


es de 2 do. orden y de ler. grado. 

es de 3er. orden y de 1 er. grado. 

es de ler. orden y de ler. grado. 

es de 3er. orden y de 2do. grado. 


EJERCICIOS PROPEESTOS.- 

Determinar el orden y grado de las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias. 

y v s A 

r-) + V = 0 


© 

d‘Q 

-4 + r 

dr 

dQ 0 

— +— = 0 

dr C 

© 

,3 

</r 3 

© 

d~y dv 

dx" dx 

dv •> 

+(—)+>• = o 

dx 

© 

^ v V v - 

© 

it 

dx 2 

y + (- ) 

dx 

© 

<0 v r)' = 

VZ / 

A dy 

x - ; 

dx 

2 d l y 4 </\v 

</jc 3 

© 

dx 

© 

vO ’") 3 + 

■(/) 4 ~y = o 

@ 

cosx.( y" 


dx" 


, ^ *4 7 

.( — ) - X V = COS X 


dx dx 


• \ 4 
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1.6. SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA - 


Si y = F(x) es una funcion y f es la denvada de F. es decir: 
donde: 



dy 

dx 


F'{x) = f(xl de 


... (a) 


La ecuacion (a) es una ecuacion diferencial ordinaria. 


La solucion de la ecuacion (a) consiste en buscar una fimcion y = G(x) de tal manera que 
verifique a la ecuacion (a). 


Como F es la antiderivada de f, entonces G(x) = F(x) + C. donde C es una constante, es 
decir: d(G(x)) = d(F(x) + c) = F\x) dx = f(x)dx 


Luego: 


y = G(x) = F(x) + C 


... (p) 


Se llama solucion completa o solucion general de la ecuacion diferencial (a). 


La solucion general (p) nos representa una familia de curvas que dependen de una 
constante arbitraria que se llama familia de un parametro. 


En los problemas que incluyen ecuaciones diferenciales, se trata de obtener soluciones 
particulars, luego de la solucion general 7 e la ecuacion diferencial, mediante ciertas 
restricciones, llamadas condiciones inic es o de la frontera, se obtiene la solucion 
particular. 

Nota.- En la Solucion General de la ecuacion diferencial que llamamos no se 
considera las soluciones escondidas es decir que no estan todas las soluciones. 


Ejemplos: 

Q Verificar que las funciones y x = e* ,y 2 =cosh.Y son soluciones de la 
ecuacion diferencial = 0. 


Solucion 
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v ] =e x => y\ = e* => v", = e' 

y 2 = cosh x => y f 2 - senh x =t> y ", = cosh x 

Como v y = 0 => e x - e x = 0 , y M - v = 0 => cosh x - cosh jc = 0 

Verificar que la funcion y = <p(.t) = e x J e~ r dt + e x , es solucion de la 

ecuacion diferencial y' = 2 xy = 1 

Solucion 


y - <p(*) = e x | e' { dt + e x => v’ = (p'(*) = 2 x? T J e~ l dt + 1 + 2x? A 
y‘ 2 tv = 2aV v | e - ' <fr + l + 2xe' -2x(e x J e ' dt + e' ) 

= 2xe x e~ r di + \ + 2xe x - 2xe x J dt - 2xe' =1 , y'-2xy = \ 

71 

^3) Verificar si la funcion J 0 (/) = — J 2 cos(rsen0)c/0 , satisface a la ecuacion diferencial 


^ m o(/)h — * J 0 U ) - 0 


Solucion 


if 


= - |' cos(r sen0)J0 J 




sen(/sen 0)sen 0 d$ 


r "o( / ) = ~- [ 2 

71 JO 


cos(/sen 0)sen^ 0 d0 


j” 0 (t)+ -— +j Q (t)=-~ [ 2 
t 71 Jb 


cos(rseq0)sen 0^0 
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2 Ci sen(fsen0)sen0 2 


- 2 f 

^ n 

= — T 2 cos(/sen9)(l-cos 2 0)c/0-— f 
n Jb 7t Jb 


</0 + — pcos(/sen 0)<70 
7i Jn 

2 a\ ja 2 f 2 sen(/sen0)sen0 </0 


= — pcos(/sen0)cos 2 0J0- — p 
7 T Jb 71 Jb 

Jl 

Integrando por partes j^ 2 cos(£sen0)cos 2 0d0 . 


2 a , a 2 f^sen(/sen0)sen0J0 


f a = cos 0 


J 


{^v = cos(/sen0)cos0 J0 


du = -sen0 </0 
sen(^sen 0) 


- 

(% , cos0.sen(7sen0) / sen(fsen 0)sen0 , 

I" cos(r sen 0) cos“ 0 <70 =--- - j 2 + 1“----- 


/ 


f 2 sen(/sen0)sen0 


= (0-0)+ v— (/e 


2 

. r-.' ; A n sen(/sen0)sen0 

Luego | cos(fsen0)cos 0c/0 = j - — d 6 


-d) 


... ( 2 ) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 

I j | 

* w , 2 H sen(/sen0)sen0 2 p> sen(/sen 0)sen 0 ^0 

J in* - •MO = — I -rfo — I"-= u 

l 7 C Jb ( 71 Jo / 


^oW)+^ + ^o<0*0 


( 4 ) Dada la funcion F(x) = J e ' JCOshe c/0, x > 0, verificar que F satisface a la ecuacion 


diferencial. a'F m (-v)+ F'(x)-xF(x) = 0 . 
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Solucion 


F(x) = | <T vcoshe de => F 


\ cosh 0 


cosh0 dQ 


F "( v) = | e _TCOShe cosh 2 0 dQ 
xF"(x) + F ’(.v) - xF(x) = x I e ~ rcosh 6 cosh 2 0 </0 - | 


e -^cosh 0 cosh0 dQ 


-[ 


g-xcoOiOjQ 


= x | e - vcosh9 (cosh 2 0-lV0- £e Whe cosh0 dQ 


L 

= X J e~ xcmi)9 senh 2 0 dQ- £ e ~* 
Integrando por partes Jj e ' cos 


rcosh 0 


cosh 0 dQ 


coshe senh 2 0 dQ 


u = senh 0 

dv * ^-* coshe senh 0 dQ 


du - cosh Q dQ 

, -.\cosh0 




JC 

vcosh 0 


Jb 


/Mr.- 

/ o x J() 


k cosh 0 


cosh0 dQ 


!r 


= -(0-0) + -! e “- rcoshe cosh 6 dQ 


Luego I e rcoshe senh 2 0 <r/0 = - 


x *b 


e' xcoshe cosh0 dQ 


Reemplazando (2) en (1) se tiene: 

1 f* -vcoshO 


xF\x) + F\x)-xF(x) 


-^r 


-r 


(i) 


( 2 ) 


e .cosh0 dQ)- I <r rcosh9 cosh0 dQ 
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© 


® 


© 


= I' g-vcoshe cos h 0 d Q_ J" e - 'cosh9 cosh0 dQ = 0 


xF"(x) +F'(x)-xF(x) = 0 

EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


© f' sen / 

Verificar que la funcion y = v a t , satisface a la ecuacion diferencial 


dv 

x — - v + xsenx 
dx 


(T) Comprobar que la funcion y = e x dt+ce\ satisface a la ecuacion diferencial 


dx 


(T) Dada la funcion H{a)= f C - - S , a * 0, probar que H(a) satisface a la ecuacion 

J-'Vi -/ 2 


diferencial — H\u) * //(a) = 0. 


© Verificar que la funcion y = arcsen (x y), satisface a la ecuacion diferencial 


xy ? + y = y' >/1 - x 2 y 2 

Comprobar que la funcion x = yj sen dt , satisface a la ecuacion diferencial 

• : 2 

y = xy + y sen x 


Comprobar que la funcion y = C,.v + C^jc Jf ~-- ^-dl, 
x sen x.y 1 — x cos x.y *+y cos jc = 0 . 


satisface a la ecuacion diferencial 


Sea h(x)= J — dz , x > 0, hallar los valores de “a” tal que la funcion f definida por 

ahi.x) 

/(*)-—— satisface a la ecuacion diferencial r/+(3x-f )y'+ (l — x — 3e £x )dy = 0 


Rpta. a - ±\fa 
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(jT) Verificar que la funcion x = y + In y, satisface a la ecuacion diferencial 


vv M +.v ,3 -y 2 =o. 


(5) Dada U fiiociin H{u)- f scn at( ^ ^ a * o probar que H(a) satisface a la ecuacion 

Jl Vl-r 


diferencial H "(a) + — H '(a) + H(a) = 0 
a 


@ Si x(t)~ u s) e s ds , calcular el valor de: jc"(/) + 2x’(/)-Kt(f) 


© 


Probar que la funcion v = -^ fi(0senh k(x-t)dt, satisface a la ecuacion diferencial 
v"-k 2 y = R{x) 

12} Probar que la funcion y = C 1 x + C 2 x — dt , x > 0, satisface a la ecuacion diferencial 

J.Y / 

A' 2 y"-(-Y 2 + x)y'+(x + l)y = 0. 

r 

Dada la funcion y = C i Ln r-rC\x I - . x > 1, 

“ l Lnit) 


x 2 In 2 x . v' -a* In x.y'+(ln a* + l)y = 0 . 


f* 1 u 

I u e 

M) 


satisface a la ecuacion diferencial 


tin 


14) Demostrar que la funcion <|>(a) = .t para x > 0, satisface a la ecuacion 

diferencial a 2 (f)"(x) + ( 3a - a* 2 )(j )'(a ) + ( 1 -x-e 2y )4>(.v) = 0 . 



Dada la funcion ylny-x + J e dt , satisface a la ecuacion diferencial y 
(1 + In y)y' '+y' 2 = 2xy.e ' . 



Demostrar que la funcion y - (x + yjx 2 + 1) A , satisface a la ecuacion diferencial 
(1 + x 2 )y"+ xy % -k 2 y = 0 . 
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t dx 

Probar que la funcion x(t) definida por: x(t) = I —-- r - T , satisface a la 

i) (jc“ + r y 

ecuacion diferencial tx'+ 3x(r) + - -r-r = 0 

d + r ) 2 


18) Demostrar que la funcion f(a,b) = JT e ax dx, satisface a la ecuacion diferencial 


db bb da 




19; Probar que — = “ cos(/m.y” sen0)cos' 7 0J0, satisface a la ecuacion diferencial 


y "+ m 2 n 2 x 2n 2 y = 0 


20} Probar que 


f a sen z + 6 cos z 
— 

x + z 


dz, satisface a la ecuacion diferencial 


d~y a b 

—— + y - — + — 

dx“ x x~ 


Verificar que las funciones y^ = yfx , y 2 - x 1 /2 , x > 0, satisfacen a la 


ecuacion 


diferencial 2x“y " + 3.yj; 1 - y = 0 . 


22) Verificar que las funciones = .y 2 , v : x 2 lnx, x > 0, satisfacen a la ecuacion 
diferencial x 2 y" + 5xy' + 4y = 0 . 


71 

© Demostrar que la funcion y - j 2 log(sen 2 0 + jc 2 cos 2 0)d0 , satisface a la ecuacion 


9 x -f1 

diferencial (l +x)~ y"+(l +x)y' + y = n log( - ■ ■). 


(24) Dada la funcion u = JT e ,xcos0 (A + B log(.rsen 2 8 ))dd satisface a la ecuacion diferencial 
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2S) Demuestre que la funcion y = f —-—^, satisface 

(U: 2 r‘ 

xy" -2ny' + xy = 1 . 


a la ecuacion diferencia! 


26) Si H(t)= e cos (tx)dx, para todo t e R, probarque H'(t) + ^H(t) = 0 


27) Si G(t)= | tf x dx , t > 0, probarque: G' (t) + 2G(t) = 0 


28) Verificar si la funcion y = C [ e l ‘ drcscnx + C 2 <? /,arc * enA es la solucion de la ecuacion 
diferencial (1 -x z ) y"-xy'-b 2 y = 0 . 

( 29 ) Verificar que (y') 2 =[1 + (y) 2 ] 3 es la solucion direrencial de las circunferencias de 
radio r = I 

( 30 ) Demostrar que: y = e** (C, +C 2 JtT v dx) es la solucion de la ecuacion diferencial 
v 1 ' - 2xy' -2y = 0. 

© Probar que la funcion y(t) = |sen(/ — s)f{s)ds es una solucion en 1 de 

y" (0 + y(t) = /(/), que satisface y(0) = /(0) = 0 , donde f es una funcion continua 
sobre el intervaio I, el cual contiene al cero. 

Demostrar que v(f)=| - 1 - f(s)ds es solucion de y {n] (t)~j\t) con 

Jb (n- 1)! 

y(0) = y (0) =... = y {n l) (0) = 0 donde f es continua sobre un intervaio 1 que contiene 
al cero. 

_ 2 dv e r 

Comprobarque v = 2 t ‘ ds + c es solucion de 

«li ax \ x 
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1.7. ORIGEN DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 
ORDINARIAS.- 


Las ecuaciones diferenciales aparecen no solo a partir de las familias de curvas 
geometricas, sino tambien del intento de describir en terminos matematicos, problemas 
fisicos en ciencias e ingenieria. 

Se puede afirmar que las ecuaciones diferenciales son la piedra angular de disciplinas 
como la fisica y la ingenieria electrica, e incluso proporcionan un importante instrumento 
de trabajo en areas tan diversas como la biologia y la economi'a. 

Veremos la obtencion de ecuaciones diferenciales que se origina de diversos problemas 
los cuales pueden ser geometricos, fisicos o por primitivas. 

1.7.1. ECUACION D1FERENCIAL DE UNA FAMILIA DE CURVAS,- 

Si se tiene la ecuacion de una familia de curvas, se puede obtener su ecuacion diferencial 
mediante la eliminacion de las constantes (o parametros) y esto se obtiene aislando la 
constante en un miembro de la ecuacion y derivando. Tambien se puede eliminar la 
constante derivando la ecuacion dada, tantas veces como constantes arbitrarias tenga, y se 
resuelve el sistema formado con la ecuacion original. 


Ejemplos.- 



Encontrar la ecuacion diferencial cuya solucibn general es y - C t cos(* + C 2 ). 


Solucion 


y = C, cos(.r + C 2 ) => y'= -C } sen(.v + C 2 ) 


y"=-Ci cos(x + C 2 ) 


donde 


y'* = -C, c«)s(,t tCi) 
y = r, cos(.t+C 2 ) 


y m +y = 0 



Encontrar la ecuacion diferencial cuya solucion general es y = A sen x + B cos x 


Solueion 
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y = A sen x + B cos x => A cos x-Bsen x 

y"=-A sen x-B cos x 


de donde 


f y" = -,4senx-Z?cosx 
' => y”+ v = 0 

( v = A sen x + B cos x 


Otra manera de eliminar las constantes es, considerando el sistema siguiente: 


y = —A sen x + B cos x 
y ' = A cos x-B sen x 
y” = -A sen x-B cos x 


-y + A sen x + B cos x = 0 
-y' + A cos x-B sen x = 0 
—y ” — A sen x — B cos x = 0 


Este sistema de ecuaciones en dos incognitas A y B tienen la solucion si y solo si: 


-y 

sen* 

cosx 

-y' 

cosx 

-senx 

-y" 

-sen* 

-cosx 



Encontrar la ecuacion diferencial cuya solucion general es y = C X e~ x 

Solucion 


+ C 2 e 


-3 a 


y = Cje *+C 2 e => e x y = C { + C 2 e 2 ' derivando e x y'+e x y = -2C 2 e 2x 
e 3x y'+e 3x y = -2C 2 => 3e 3x y’+e 3x y”+3e 3x v + e 3x y' = 0 


3y' + y" + 3y+y'= 0 => y” + 4y' + 3y = 0 


Otra manera es: 


3a 


v' = -Qe~ x -3C-,e~ ix 


y = C l e x +C 2 e 

i 


y m = C ] e~ x +9C 2 e 
el sistema tiene solucion si y solo si: 


-3v 


-y + C t e~ x +C 2 e- }X = 0 
-y'-Qe- x -3C 2 e~ 3x = 0 
- y "+C ] e~ x + 9C 2 e~ ix =0 


-y 

-y' 

e~ x 

-e~ x 

e~ 3x 

-3e- 3x 

= 0 

II 

V 

L 

, i i 

1 

-1 

1 

-3 

-y” 

e~ x 

9e~ 3x 



~y" 

1 

9 


de donde y" + 4y + 3y = 0 
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© 




Encontrar la ecuacion diferencial cuya solucion general es (.v-a) 2 + y 2 = r 2 , 
eircunferencias de radio fijo r, con centro en el eje x, siendo ik a” arbitrario. 


Solucion 


(x - a) 2 + y 2 = r 2 => a ;-a = yjr~ - y 2 derivando se tiene: 

-yy' 


I -0 = - 


•Jr- - v- 




yy 


de donde r 2 -= y~y'~ 


(l + y 2 )y 2 = r 2 


Encontrar la ecuacion diferencial de la familia de parabolas las que tienen sus vertices 
en el origen y sus focos sobre el eje y. 

Solucion 

De acuerdo a los datos del problema, la grafica de estas parabolas es: 

La ecuacion de esta familia de parabolas es: 

y\=4 pv ...(I) 

donde el vertice es v(0,0) y el foco F((Lp). 

Com el parametro es P entonces lo eliminamos 

1 t 2 . 

2 V.Y — A* V 



— = 4 p, derivando se tiene 


= 0 


v 


simplificando 
\y' = 2 v ecuacion diferencial pedida 

Hallar la ecuacion diferencial de la familia de circunferencia en el primer cuadi mte. 
tangentes a las rectas x = 0 e y = 2x 


Solucion 


De los datos del problema. el grafico es: 
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Si c (h,k) el centro r = h por ser tangente 
el eje Y. 

r 2 = d 2 (c,p) = d 2 (c,p) = (a-h) 2 +(b-k) 2 
r 2 =(a-h) 2 +(b-k) 2 
pero p(a,b) e L: y = 2x => b = 2a 
Luego r 2 =(a-h) 2 +(2a-k) 2 ...(1) 

Ademas la ecuacion de la circunferencia de radio r, centro c (h 7 k) es: 

(x-h) 2 +(y-k) 2 =r 2 ...(2) 

Ahora derivamos la ecuacion (2) se tiene; (x-h) + {y-k)y'= 0 
Como en el punto p (a,b) es tangente a la recta y = 2x 
=> y'\ x = a = 2 entonces (a - h) 4- 2 (2a - k) = 0 => 5a = h + 2k 



h + 2k 2 

a~ - y b = — (h + 2k) 

5 5 


• (3) 


/ 


Reemplazando (3) en (1) h 2 = ( 1 ^ - h ) 2 + + 2k)-k) 2 


l2 .2k-Ah 2 ,2h-k 2 r r- A 

h = (---) +(—-—) , simplificando 


5h 2 + 20kh-5k 2 =0 => h 2 + 4kh-k 2 = 0 => h = (>/?- 2)k 6 => k = 


41-2 


(x-h) 2 +(y—^—) 2 =h 2 

V5-2 


... (4) 


La expresion (4) es la ecuacion de la familia de circunferencias, para hallar la ecuacion 
diferencial, eliminamos el parametro h de la ecuacion (4) para esto derivamos: 
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2(jc-/j) + 2( v- 



0 despejando h tenemos: 


(V5-2)(.v + ;y') 

75-2+v' 


reemplazando en (4) 


(75-2)(.v+ _>?') , (75-2 )(.y+ >■>'') ( (75-2)(a- + >t') ) 

75-2 + .V' ' (75-2)(75—2+ y') 75-2 + >•' 


Simplificando se tiene: (x-(yfs -2)v) 2 (l + >'' 2 ) = [(75 -2)(x + yy')] 2 

1.7.2. ECUACIONES DIFERENCIALES DE PROBLEMAS FISICOS.- 

Las ecuaciones diferenciales de problemas fisicos provienen de diferentes fuentes, tales 
como la mecanica, electrica, quimica, etc. 



Ejemplos: 


Se sabe que los objetos en caida libre cercanos a la superficie de la tierra tiene una 
aceleracion constante g. Ahora bien, la aceleracion es la derivada de la velocidad y esta a 
su vez, es la derivada de la distancia S. Luego, si se toma como direccion positiva la 


d 2 s 


direccion vertical hacia arriba, tenemos que la formula. —r = -g 

dt 


es la ecuacion 


diferencial de la distancia vertical recorrida • >r el cuerpo que cae* Se usa el signo menos 
puesto que el peso del cuerpo es una ffuerzu .ie direccion opuesta a la direccion positiva. 



Una masa m de peso w se suspende del extremo de una varilla de longitud constante L. 
Suponiendo que el movimiento se realiza en un piano vertical, se trata de determinar el 
angulo de desplazamiento 0, medido con respecto a la vertical, en funcion del tiempo t, 
(se considera 0 > 0° a la derecha de op y 0 < 0° a la izquierda de op). Recuerdese que 
el arco s de un circulo de radio L se relaciona con el angulo del centra 0 por la formula 
s = L 0. 


Por lo tanto, la aceleracion angular es: a = 


d 2 s d 2 Q 
dt 1 ~ dr 
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por la segunda ley de Newton: 


F = 


£ o 

ma = mL —— 
dt 2 




En la figura vemos que la componente 
tangencial de la fuerza debida al peso w es mg 
sen 0, si no se tiene en cuenta la masa de la 
varilla y se igualan las dos expresiones de la 
fuerza tangencial se obtiene: 

, d 2 e 

mL —— = -mg sen 0 
dr 

+ — sen 6 = 0 
dt 2 L 


Una lancha que pesa 500kg. se desliza por un piano inclinado a 5°. Si la fuerza 
de rozamiento que se opone al movimiento es 20kg. y la resistencia de aire expresado en 
kilogramos equivale a 0.05 veces la velocidad en centimetros por segundo, hallar la 
ecuacion del movimiento. 

Solucion 



En la figura mostramos a la lancha sobre un 
piano inclinado; tomemos los siguientes 
datos: 

F = Componente de peso en la direccion del 
movimiento. 

F r = Fuerza de rozamiento 
F a = Resistencia del aire 


De acuerdo a la segunda ley de Newton se tiene: 

Suma de fuerzas en la direccion del movimiento = (masa) x (aceleracion) 

Luego se tiene: F-F R -F a =m.a ... (1) 


donde F = 500 sen 5° = 43.6, F R = 20 
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500 

Fa = 0.05v, m - - siendo v = la velocidad, a = aceleracion, m = la masa. 

981 

ahora reemplazamos en la ecuacion (1) 


43.6-20-0.05v = entonces 23.6-0.05v = 

981 981 


( 2 ) 


dv 

como a = — que al reemplazar en (2) 
dt 


© 


se tiene: . — + 0.05v - 23.6 que es la ecuacion diferencial del movimiento. 

981 dt 

Considere el circuito simple conectado en serie que se muestra en la Figura y que consta 
de un inductor, un resistor y un capacitor. La segunda Ley de Kirchoff dice que la suma 
de las caidas de voltaje a traves de cada uno de los componentes del circuito es igual a la 
tension E(t) aplicada. Si llamamos q(t) a la carga del capacitor en un instante cualquiera, 

entonces la corriente i(t) esta dada por i = — , ahora bien, se sabe que las caidas del 

dt 


voltaje son: 




6 


_ . , _ di d~q 

En un inductor = L — = L- 


dt 


dr 


n r 


a\ un capacitor 


En un resistor 


dt 


en donde L, C y R son constantes llamadas inductancia, capacitancia y resistencia 
respectivamente. 

Para determinar q(t) debemos por lo tanto, resolver la ecuacion diferencial de segundo 
orden que se obtiene mediante la Ley de Kirchoff, es decir: 


, d~q n dq 1 . 

L — ~ - + = /T(r) 

dr dt c 













20 


Eduardo Espinoza Ramos 


V Segun la Ley de enfriamiento de Newton, la velocidad a la que se enfria una sustancia al 
aire libre es proporcional a la diferencia entre la temperatura de la sustancia y la del aire. 
Obtener la ecuacion diferencial respectiva. 

Solucion 

Consideremos los siguientes datos: 

T = Temperatura de la sustancia en el instante t 
Ta = Temperatura del aire 


ciT 

— = La velocidad a la que se enfria una sustancia 
dt 


de la condicion del problema se tiene: — = -k(T — T a )\ k > 0 

dt 

que es la ecuacion diferencial pedida donde k es la constante de proporcionalidad. 

El signo negativo se debe a que la temperatura de la sustancia disminuye al transcurrir el 
tiempo. 

EJERCICIOS PROPUESTOS.- 

© 


Encontrar la ecuacion diferencial cuya solucion general es la familia de circunferencias: 
(x - a) + 0 7 - by = r en el piano xy, siendo a, b y r constantes arbitranas. 

Rpta. (1+/ 2 )>’"= 3>-Y' 2 


( 'l ) Hallar la ecuacion diferencial correspondiente a la cisoides, v 2 = — 


a- x 


Rpta. 2a* * v r = y( v“ + 3.r ) 



Hallar la ecuacion diferencial correspondiente a las rectas con pendientes y la 
intercepcion con el eje x iguales. Rpta. v' = xy'—y' 



Hallar la ecuacion diferencial de la familia de rectas cuyas pendientes y sus 
intercepciones con el eje Y son iguales. Rpta. ydx - (x + 1) dy = 6 









Conceptos Basicos 


21 
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© 


Hallar la ecuacion diferencial de la familia de rectas cuya suma algebraica de las 
intercepciones con los ejes coordenados es igual a k. Rpta. (.vy'-yXy-l) + ky'= 0 


Hallar la ecuacion diferencial correspondiente a las estrofoides y 2 


x 7 (a + x) 
a- x 




Rpta. (jc 4 -4x 2 y 2 - y 4 )dx + 4x } ydy = 0 

Encontrar la ecuacion diferencial cuya solucion general es la familia de circunferencias 
(x-a) 2 +(y-b)~ = r 2 , de radio fijo r en el piano xy siendo a y b constantes 
arbitrarias. 




Rpta. 

(l+y 2 ) 3 = r 2 y" 2 

Encontrar la ecuacion diferencial cuya 

solucion general es dada. 

a) 

y = x 2 +C i e x + C 2 e~ 2x 

Rpta. 

y"+y'-2y = 2(1 + jc - x~ ) 

b) 

y = C\X + C 2 e~ x 

Rpta. 

(x + \)y"+xy'-y = 0 

c) 

y = x + C t e A + C 2 e 2x 

Rpta. 

v' '+4y'+3y = 4 + 3.x 

d) 

y = C^ 2 * cos3x + C 2 e 2 ' sen 3.v 

Rpta. 

r"-4y+13y = 0 

e) 

v = Ae 2x + Bxe 2x 

Rpta. 

y"-4y'+4y = 0 

f) 

y = e' 1 (C, + C 2 je~* 2 dx). 

Rpta. 

y 1 '-2xy'-2y = 0 

g) 

1 1 

V = Ae^ x + Be 

Rpta. 

o 

- II 

1 

sO 

+ 

H 

h) 

2 

y = C { x. f — r dx + C 2 x 

J X 

Rpta. 

y"-x 2 y'+xy = 0 


2 

i) (ax + b)(ay + b) = c, a, b, c constantes arbitrarias. Rpta. (x - y)y' *+2 y'+2 y'“ = 0 
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j) y - C x e ax costa* C 2 e ax senbx , a, b parametro. Rpta. y"-2ay'+(a 1 +b )y = 0 

k) y = A (cos x + x sen x) + B (sen x - x cos x), A, B constantes 

Rpta. xy"-2y'+xy = 0 

d“x 

l) x = A sen ( cot + P), co un parametro, no debe ser eliminado, Rpta. —— + gt.y = 0 

dr 

m) y = Ae x+y + Be~ A+v , A y B constantes arbitrarias Rpta. (v - 1 )y"+y = ( y - 2)y*“ 



n) y - A\/\ -ky 2 4- Bx Rpta. ( 1 4- x )y"+xy'-y = 0 

Encontrar la ecuacion diferencial que describa la familia de circunferencias que pasan por 
el origen. Rpta. (x 2 + y 2 )y"+2[y'~ +l](y - xy') = 0 



Encontrar la ecuacion diferencial de la familia de rectas que pasan por el origen. 

Rpta. -Yv'-y = 0 

Determinar la ecuacion diferencial de la familia de circunferencias que pasan por el 

o 2 

origen y cuyos centros estan en el eje X. Rpta. 2xy y' = y* - x m 



Halle la ecuacion diferencial de la familia de circunferencias cuyos centros estan en el eje 
Y. 



Encontrar la ecuacion diferencial de la familia de parabolas con vertice en el origen y 
cuyos focos estan en el eje X. Rpta. 2xy'= v 



Halle la ecuacion diferencial de la familia de tangentes a la parabola y 2 = 2x 

Hallar la ecuacion diferencial de la familia de circunferencias que tienen su centro sobre 
el eje X. Rpta. y ,2 +yy"+l = 0 



Hallar la ecuacion diferencial de la familia de parabolas con el eje focal paralelo al eje X. 

Rpta. y' 2 y'"=3y'y"’ 






© © 
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(n) Obtenga la ecuacion diferencial de la familia de parabolas cuyos vertices y focos estan en 


el eje X. 


Rpta. yy"+y' = 0 


(^8) Obtenga la ecuacion diferencial de la familia de circunferencias que pasan por (0,-3) 
y (0,3), y cuyos centros estan en el eje X. 


Hallar la ecuacion diferencial de todas las circunferencias que pasan por los puntos 

(2,2) y (-2,2). Rpta. (x 2 -y 2 -2xy-8)^--(x 2 -y 2 -2xy+ 8) = 0 

dx 


Hallar la ecuacion diferencial de todas las lineas tangentes a la curva y 2 = —jc . 


Hallar la ecuacion diferencial de todas las circunferencias tangentes a la recta y = -x 

Rpta. (x - y)y ''[2 - (x - y)y '' ] = 2/ [1 + / 2 ] 2 

2^2) Por un punto p(x,y) de una curva que pasa por el origen, se trazan dos rectas para lei as a 
los ejes coordenados, las que determinan un rectangulo con dichos ejes. Hallar la 
ecuacion diferencial de la curva, de modo que esta divida al rectangulo formado en dos 
regiones, donde el area de la parte derecha sea el triple del area de la parte izquierda. 

Rpta. 3x/= y i 


© 

@ 


2 

Hallar la ecuacion diferencial de todas las tangentes a la parabolas x =2y + l. 

Rpta. 2xy'-y' 2 -2^-1 = 0 

Hallar la ecuacion diferencial de todas las normales de la parabola y 2 ~ x 

Rpta. y'(4x-y' 2 ) = 4y + 2y' 



Determinar la ecuacion diferencial de todas las curvas planas y = f(x) tal que la ley que 
incide en ellas, partiendo de una fuente puntual fija, es reflejada hacia un segundo punto 

fijo. Suponer que los puntos fijos son (a,0) y (-a, 0),Rpta. xyy' 2 t(x 2 - y 2 -a 2 )y'= xy 
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26) Hallar la ecuacion diferencial de la familia de curvas que satisfacen la siguiente propiedad: 
“El area de la region encerrada por la curva, los ejes coordenados x e y, y la coordenada 
del punto p(x,y) de la curva es igual a (x 2 -f y 2 )" Rpta. 2yy' + 2x-y = 0 


Hallar la ecuacion diferencial de la familia de curvas que cumple con la siguiente 
propiedad: “Si por un punto cualquiera de una curva de la familia se trazan las rectas 
tangente y normal a ella, el area del triangulo formado por dichas rectas con el eje y es 


igual a 


* 2 y e 


, donde v 0 es la coordenada del punto en que la tangente corta el eje y. 


Rpta. / 2 (l+.v)-jy + l = 0 


Hallar la ecuacion diferencial de la familia de curvas que satisface la condicion siguiente: 
“Si por el punto p(x,y) de una curva, en el primer cuadrante, se trazan las rectas tangente 
y normal a ella, siendo T el punto de interseccion de la tangente con el eje OX y N el 
punto de interseccion de la normal con el eje OY, entonces el area del triangulo TON es 

igual al — , donde 0 es el origen de coordenadas. Rpta. (x 2 -y 2 )y'=xy 


Hallar la ecuacion diferencial de la familia de curvas que satisfacen la siguiente 
condicion: “Si por un punto cualquiera p(x,y) de una curva de la familia se trazan las 
rectas tangente y normal a la curva, y si ademas A es el punto de interseccion de la recta 
normal con la recta y = x y B es la interseccion de la recta tangente con la recta y = x 

entonces el segmento AB tiene longitud V~2 . Rpta. (y ,2 -l) 2 = (*-v) 2 (y' 2 +1) 2 

Hallar la ecuacion diferencial perteneciente a las cardioides r = a( 1 - sen 0) 

Rpta. (1 - sen 0) dr + r cos 0 d0 = 0 


Hallar la ecuacion diferencial perteneciente a la estrofoides, r = a (sec 0 + tg 0). 
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32) Encontrar la ecuacion diferencial de las siguientes soluciones generales: 


v , senh x n cosh jc ^ 

a) y-A - + B -, A, B constantes. 

x x 


b) tgh(— + — ) = >/3tg(— x + C), C constante. 

12 4 


c) ±(x + c) = yjk 2 - y 2 -karc. cosh(—), k fijo y c arbitrario 


d). y - a cosh(——-); a, b constantes arbitrarios. 

a 


e) y-C x e +C^xe lx ^ , C 2 , C 3 constantes. 

^3) Encontrar la ecuacion diferencial de la familia de circunferencias de radio I, 
con centros en la bisectriz del primer y tercer cuadrante. 

Rpta. (x-y) 2 (l + y') 2 =(l + y') 2 

( 34 ) Hallar la ecuacion diferencial de todas las parabolas con eje paralelo al eje y, y 
tangente a la recta y - x . Rpta. y’ 2 = 2 yy '' - 2xv’' + 2 v* -1 



Hallar la ecuacion diferencial de las curvas tales que la tangente en un punto cualquiera M 

7t 

forme un angulo 0 con el eje OX y que verifique 0 -([> = — siendo <j> el angulo que OM 

4 

forme con el eje OX. 



En la practica, un cuerpo B de masa m que va cayendo (tal como un hombre que 
desciende en paracaidas) encuentra una resistencia del aire proporcional a su velocidad 
instantanea v(t). Usar la segunda ley de Newton para encontrar la ecuacion diferencial de 

dv k 

la velocidad del cuerpo en un instante cualquiera. Rpta. — + — v = g 

dt m 
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37) Un circuito en serie contiene un resistor y un 
inductor, tal como se muestra en la figura. 
Determine la ecuacion diferencial de la 
corriente i(t) si la resistencia es R, la 
inductancia es L y la tension aplicada es E(t). 

Rpta. L — + Ri- E(t) 
dt 


38) Un circuito en serie contiene un resistor y un 
capacitor, tal como se muestra en la figura, 
encuentre la ecuacion diferencial para la carga 
q(t) del capacitor si la resistencia es R, la 
capacitancia es C y el voltaje aplicado es E(t). 





^Cual es la ecuacion diferencial de la velocidad v de un cuerpo de masa m que cae 

verticalmente a traves de un medio que opone una resistencia proporcional al cuadrado de 

_ dv k 2 
Rpta. — +—v = g 
dt m 


la velocidad instantanea? 


















Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden 


27 


CAPITULO II 




i * 


2. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE 
PRIMER ORDEN Y DE PRIMER GRADO 


A las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden y de primer grado. 


representaremos en la forma: 


F(x,'A = 0 
dx 


...( 1 ) 


En la ecuacion (1), F nos indica la relacion entre la variable independiente x, la variable 

dependiente y, y su derivada — 

dx 




De la ecuacion diferencial 


dy dy 

F(x,y ,—) = 0, despejamos la derivada —; es decir en la 
dx dx 


forma siguiente: 



2.1. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE VARIABLE 
SEPARABLE.- 


Si de la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y primer grado que es: 

— = g(x,y ), podemos expresar en la forma: 
dx 


M(x) dx + N (y) dy = 0 


... ( 2 ) 


donde M es una funcion solo de x y N es una funcion solo de y, entonces a la ecuacion 
(2) se le denomina "ecuacion diferencial ordinaria de variable separable" y la 
solucion general se obtiene por integracion directa, es decir: 
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© 


Ja/(*)<&•+ J N(y)dy - C 


donde C es la constante de integracion. 

Ejemplos: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales: 

( y 1 +xy 2 )— + x 2 -x 2 y - 0 
dx 

Solueion 

A la ecuacion diferencial dada expresaremos en la forma: 
v 2 (x+ \)dy + jc 2 (1 -y)dx = 0, separando la^ variables 


-—dy + X = 0, integrando se tiene: f ——dy + [ x - ^ x - = C, de donde tenemos: 

1 -y 14-jr J1 — v J 1 + x 


(x + >>)(*-.y-2) + 21n 


1 + xl 


i^i 


= k 


(2) xyj\ + y 2 + >*Vl +x 2 v' = 0 


Solueion 


A la ecuacion diferencial expresaremos asi: 


Xyj 1 + y 2 dx + y Vl + x 2 dy = 0, separando las variables 

X ^ x + ■_ V . — dy = 0, integrando se tiene: =r + f — 

yj\ + X* yj\ + y* + 


= C, 


donde tenemos 


4 1 + x 2 +yy]l + y 2 -C 


e x sec v dx + (1 + e x ) sec y tg y dy = 0, y = 60° si x = 3 

Solueion 
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e x sec y dx + (1 + e x ) sec ytgydy = 0\ separando la variable. 


e x dx 

\+e x 


+ tg vdv = 0, integrando. f e ^ x + [tgydy = C, de donde se tiene: 

Jl+e x J 


\+e x 

ln(-) = ln& => \ + e x = kcos y 

cos v 


Cuando x = 3, y = 60° => \ +e~ = ~ => k = 2(\+e 2 ) 


1 +e x = 2(1 +e J )cos,y 


(7) y In y dx + x dy = 0, y\ x { = 1 


Solucion 


y In y dx + x dy = 0, separando las variables se tiene: 


— + ——-— = 0, integrando ambos miembros. 

x y In y 


f— . — = c, de donde tenemos: 

J x J v In y 


In x + ln(ln y) = C => ln(x.ln y) = C, Levantando el logaritmo: x In y = k 
Cuando x = 1, y = 1 => In 1 = k => k = 0 

x In y = 0 => In y = 0 => y = 1 

( 5 ) (xy 2 - y 2 + x -1 )dx + (x 2 y - 2xy + x 2 +2y-2x + 2)dy = 0 

Solucion 


(xy 2 -y 2 + x — \)dx + (x 2 y- 2xy + x 2 + 2y- 2x + 2)dy = 0, agrupando 
[y 2 (x -1) + (x - l)]rfv + [x 2 (y +1) - 2 x(y +1) + 2 (y + l)]dy = 0 
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(y 2 + l)(jc-l)dx + (jc 2 - 2 a+ 2)(>>+ !)</>> = 0, separando las variables 


(x-\)dx (v + \)dy . 

—-+ —r-* o, integrando ambos miembros 

x” - 2jc + 2 v +1 


f (jr-l)rfx f>’+l _ 

I—-- I ——-dv = C, de donde tenemos: 

Ja'-2a+ 2 Jy 2 +1 


— In lx 2 - 2x + 2| + — In I y 2 + ll + arc. tg v = C. 

2 ! I 2 I 


ln((x 2 -2a + 2)(y 2 +1)) + 2arctgy = C . 


ln((A 2 -2a + 2)(.v 2 + 1)) = C-arctg j, levantando el logaritmo 

(x 2 -2x+2)(y 2 +\) = ke 2arclg de donde se tiene: /. (x 2 -2x+ 2)(y 2 +\)e 2xgy =• k 


EJERCICIOS PROPEESTOS.- 


Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 


tg x. sen 2 v.dx + cos 2 x.c tg v.dy = 0 

Rpta. ctg 2 v = tg 2 a + C 

xy'-y = y i 

Rpta. -V = -- 


yj\ + V* 

Vl + .r , ^ = x 2 v + x 2 

Rpta. 2 \ l \ + x 3 = 31n(v + l) + C 

dx 

e lx ~ v dx + e y ~ 2x dy - 0 

Rpta. «? 4 ' r +2<? 2 ' = C 

( a- 2 >• - x 2 + v -1 )dx + (xy + 2 a - 3 y - 6)dy = 0 


Rpta. 

— + 3a + v + ln( a — 3) 10 ( v- l) 3 = C 

2 

e x+} sen A<iA + (2 v + 1 )e ' dy « 0 

2 

Rpta. e ,x (sen x - cos a) - 2<? 1 =C 
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3e x tg y dx + (l-e' r )sec‘ v dy = 0 


e v &+\) = \ 
dx 


/= 1 + jc + >? 2 +xy 2 


y-xy'=a(\ + x : y) 


(l + y 2 )dx=(y-yj\+y 2 )(1 + x 2 ) 2 2 dy 


(i - yWy '+-7— = 0 
x\nx 


«“ r (i + y) = l 


Rpta. tg y = C(1 -e*) 3 
Rpta. ln(e v -l) = C-x 


Rpta. arc. tg - x — 



*> 


= C 


Rpta. 


a +cx 
1 + ax 


Rpta. In 


>Ji+y 2 

y + yji+y 2 


Vi + jc 2 


+ C 


Rpta. C + —= ln(lnx) 

Rpta. e Jt =C(l-e _v ) 
Rpta. e 2x +e 2 ' = C 


(I + v + _y 2 )^ + jc(jc 2 = 0, 


_ 1 . / :c -4. 2 ,2j>+ L - 

Rpta. -ln(-——) + —= arc.tg(— 7 =—) = C 

8 jt 2 V3 y/3 


/■10 w , a >0, a* l 

4y _ x 2 
rft v(l + x 3 ) 


dy _ x-e 
dx y + ^ 


4? 

tic 


at+ 6 
cx + c/ ’ 


a,b,c,d e R 


Rpta. 10 x +10 _> = C 
Rpta. 3y 2 -2 ln(l + jc 3 ) = C 

Rpta. y 2 -x 2 + 2(e y —e r ) = C 

_ ax be -ad. . . 

Rpta. ^ = — h-:— ln|cx + a| + £ 

c c m 
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- — - , a,u,v,u cr iv 

dx cy + d 

y(x 3 dy + y 3 dx) = x 3 dy 
{xy J rx)dx = (x 2 y 2 + x 2 + y 2 +1 )dy 

x e dx - y e dy - 0, 

xdy + yj 1 + y 2 dx = 0 

<»_ (y-l)(x-2)Q; + 3) 
c/x (x - l)(y- 2)(x*-i- 3) 


^ cy ad -be > ,, , 

Rpta. x = — +--—In |ay + 6| + £ 

a a 1 

Rpta. 3x 2 y-2x 2 +3y 2 = kx 2 y 3 
Rpta. ln(x 2 +1) = y 2 - 2y + 4 In | k(y +1) | 

Rpta. 25(3x 2 -l)e 3 * + 9(5v 2 + l)e 5> ‘ = C 
Rpta. x(y + *J\ + y 2 ) = k 

Rpta. (x-l)(.y + 5) 5 = ^(j-l)(x + 3) 5 



y y 
X \V 


dx 


Rpta. x + — In 

4 


x —3 
x + 3 


= y + In 


zzl 

y + 2 ; 


+ * 


(27) (x-jy 2 x)dx + (v-x 2 >>)dy = 0 


Rpta. (x 2 -l)(y 2 -1) = k 



y 2 (\-x 2 ) 2 dy = arcsen x dx 
xy'= y]\ -y 2 

xydx + (x 2 + \)e } dy - 0 


en el intervalo -1 < x < 1 Rpta. 2 y 3 -3(arcsenx) 2 = C 
Rpta. y = sen (In I x I + C) 

Rpta. in 4?7l + f -—dt = C 

Ja t 


@ (x + l)(y- l)dx + (x- l)(y+ l)dy = 0 

^2) (e y +l)cosxt/jr + e y (sen x + \)dy = 0 

® xy * yl ^~ 6x 

y In x . In y. dx + dy = 0 


Rpta. (x- l)(y-l) = ke 2 
Rpta. (senx-f l)(e y +1) = k 

Rpta. x 2 +y 2 + 12y+ 72 In | 6-y\=C 
Rpta. In (In y) + x In x - x = C 
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35) (xy + 2x + y + 2) dx + (x' + 2x) dy = 0 
@ e v (\ + x 2 )dy-2x(\+e v )dx = 0 


© X’ 




II. 


dy _ 1 + cos a 
dx sen “y 


38) — = 


dy _ A 2 -Ay-A+y 

dx xy-y 2 


m xdx - Vi ^7dy = x 2 yji+7dy 


40) (l + y 2 )dx = (y-yjl + y 2 )(\+x 2 ) 3/2 dy 


x+2v 


yy - sen x.e 
42) (4a + av" )dx + (y + x~y)dv = 0 

(43) (x + Xyfy)dy + yyfydx = Q 

® </v V : V-V , 


dy 3a 2 -6a 2 y 2 


dX y _ y 


; y(3) = 1 


Rpta. \lx 2 +2a(v + 2) = /c 
Rpta. l+<?‘ =C(1 +a 2 ) 

Rpta. 2^-sen 2 >>-x-senx = C 
Rpta. y 2 =(a-1) ’ +/: 


Rpta. y 


Rpta. 


1 1 1-A 2 

. y = — .1 -- + < 


2Vl+; 


r -In 

Cyl 


Vl+Jr 1 

1 + \ 

/i+r 


Rpta. 2 v = 2e* +2y (cos a - sen a) + k 


Rpta. (1 + a 2 )(4 + y 2 ) = k 


Rpta. — j= + In xy = c 

yjy 


Rpta. — 3a — 3>- — 3 In | >» |= 21 


Rpta. (a 3 - 1) 4 = k(2y 2 - 1) 


Encontrar la solucion particular de la ecuacion diferencial, mediante las condiciones 
dadas 


(T) sen 2x . dx + cos 3y dy = 0, v(—) = 
- 


Rpta. 2 sen 3y - 3 cos 2x = 3 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

® 

® 



y'-2y.ctgx = 0, v(-) = 2 


dv x x 


dx y 1 + y 


, y(0)= l 


xiy* +1 )dx + y 2 (x A +1 )dy = 0, y(0) = 1 


ll-COs2x , „ .71. _ 

.1-- + * =0, y(-) = 0 

^ 1 + seny 4 


y 2 y'-x 2 = 0, y (-2) = -2, 


at+ xydx = x 2 dy + 2ydx , y (2) = e 


y(0) = I 

dx 


y’senx = ylny , y(-) = e 


(l + e x )y.y’=£>\y(0)= 1 


(jo 2 + x)dx + (x 2 y-y)dy = 0 , y (0) = 1 

(4x + xy 2 )dx + (y + x 2 y)dy = 0, y (I) = 2 

x dx + ye~ x dy = 0 , y (0) = 1 
2 

ye } y'= x - 1, y(2) = 0 
y' + 6 v. tg 2x = 0 , y (0) = -2, 


Rpta. y = 2 sen 2 x 
Rpta. 3y 2 + 2y 3 = 3* 2 +5 

Rpta. Sarc.tgx 2 + 2arc.tgy* = — 

Rpta. y/2 sen x + sen y - cos y = 0 

Rpta. y = x 

2 

Rpta. xy = 2(x - l)e T 
Rpta. y = (3-2s[l + x 2 y U2 

X 

_ Igr 

Rpta. y = <? * 

2/2 i- 

Rpta. 2e y =4e(\ + e x ) 

Rpta. 1 + )' 2 = ~——r 
I-JT 

Rpta. (1 + x 2 )(4 + ) = 16 

I 

Rpta. y = [2(1 -x)e x -l] 2 

I' n* i j 

Rpta. e = x 2 - 2x + 1 

Rpta. y = -2cos 3 2x 
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© 

y JC In X - y = 0, y (2) = In 4 

Rpta. y = 2 In x 

© 

(1 +e x )yy'=e\ y(0)= 0 

l+e* 

Rpta. (1 + y)e y = ln(-^—) +1 - 

© 

2 1 7 

2 vdx + x dy= dx , y( , ) = 

In' x 2 

2 

Rpta. 2>> + l = 2e* 

© 

dr sen0 + e 2r sen0 _ 

— = - s r(—) = 0 

Rpta. 2 arctg(V) + arctg(cos 0) = 


dd le r +e r cosQ 2 


@ 

4 dy + ydx = x 2 dy, y (4) = -1, 

Rpta. (2 + x)y 4 - 3x + 6 = 0 


dy = x (2y dx - x dy), y (1) = 4 

Rpta. y = 2x 2 +2 

© 

Hallar y si: 



a) £ ydx = ^(y 3 -A 3 ) 

Rpta. 3ATy 2 -2x = 3Kb 2 - 2a 



(x-a) 


b) ^ydx = K(y-b) 

Rpta. y-e K 


c) £ yd* = /:(/-A 2 ) 

Rpta. y = (2Ky\x-a±2Kb) 


-c 

1 

II 

* 

fN 

«-i 

S' 

Rpta. y(x-a-—) + K = 0 
b 


e) [y 2 dx = K{y 2 -b 2 ) 

Rpta. x-a = 2ATln(—) 
b 


0 £ x 2 dy = x 2 (y- b) 

Rpta. (2y-3b)x 2 = -a 2 b 


g) £x 6 y 2 dx = x 1 (y 2 -b i ) 

Rpta. (6y 2 -7b 2 )x e +a 6 b 2 = 0 
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2.2. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS REDUCIBLES A 
VARIABLE SEPARABLE.- 


Las ecuaciones diferenciales de la forma siguiente: 


!j- = f(ax+by + c) 
dx 


...d) 


donde a, b y c son constantes, no son de variable separable. 

Para resolver estas ecuaciones diferenciales, se transforma en una ecuacion diferencial de 

variable separable, mediante la sustitucion; z = ax + by + c, de donde — = -(—-a ), 

dx b dx 

que al reemplazar en la ecuacion (1), se obtiene una nueva ecuacion diferencial, que es de 
variable separable. 


© 


es decir: — (— - a ) = /(z), de donde — = a + bf(z) n separando la variable 
b dx dx 


dz 


= dx que es una ecuacion de variable separable. 


a + bf(z) 

Ejemplos: Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes: 


(x + y ) 2 / = a 2 


Solucion 


d\ dz 

Sea z = x + y — = -1, reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene: 

dx dx 

7 dy 2 dz 

z (——1) = a , separando la variable - r = dx , integrando ambos miembros. 

dx z* +a 




dx + (2 => z - aarc. tg(—) = jc + C, de donde 
a 


JC+ V V 

x + y - a. arctg(-—) = jc + C, simplificando se tiene: x + y - a tg(— + k ) 

a a 
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© 


y'= cos (ax + by + c) , a , b constantes positivas y diferentes. 

Solucion 

Sea z = ax + by + c ^ £ = a + by\ de donde y' = W-j-a), reemplazando en la 

ax b ax 

1 dz 2 dz 2 

ecuacion —(-a) = cos z => — = a + 6cos z 

b dx dx 


separando las variables se tiene: 

f -——— = f dx + k => f -^ 

Ja + b cos'z J Jasen' 


a+b cos* z 
dz 


—— = dx , integrando se tiene: 


2 + (a + 6)cos‘ z 


= x + k 


■ 2 # + 6 

tg *+— 


1 f sec Z z</z . 1 I a * ^ . 

_ -- = jc + £ => . arctg .j -tg(ajc + o>y+ c) = x + £ 

a J. 


*'U + b 




I I • 


(*+v) n 


(*+ >’)'’ + (x + .y) p 


Solucion 


— | . 

Sea z=x + y=> =-1, reemplazando en la ecuacion diterencial se tiene: 

dx 


dz z m dz z m 

- 1 + 1 =- => — =- 

dx z n +z p dx z n + z p 


, separando las variables 


~dz-dx y integrando se tiene: 


J z ” + m -- d z= jdx + C => 


n-m+\ p-m +1 

Z Z 


n ~m + 1 p-m + 1 


= jc + C 


« — m + 1 


p — m +1 


= A' + C, n-m * “U p-m *-1 
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( 7 ) xy 2 (xy' + y) = a 2 

Solucion 


dz 

x - z 

Sea z = xy => y-“ => y' = ——- reemplazando en la ecuacion diferencia dada. 

y x 1 


dz 

7 i z 

—[x ---+ — ]-a 2 , simplificando z 2 dz = a 2 xdx 


X x 2 X 


z 3 x 2 

integrando se tiene: ^ = a 2 — + C => 2x*y 3 = 3a 2 x 2 + K 


(i) (lnx + y 3 )dx-3xy 2 dy = 0 

Solucion 


Sea z = lnx + y 3 => — = — + 3y 2 .j\ de donde lxy 2 y' = x—~ 1, reemplazando en la 
dx x ' dx 

dz dz 

ecuacion diferencial se tiene: z-(x -1) = 0 => (z + l)-x — = 0 separando las 

dx dx 

variables. —-= 0, integrando se tiene: In x - ln(z + 1) = In C => x = C(z + 1) 

.t z + 1 


z + 1 = kx => lnx+>* 3 +1 = kx donde k = — 

c 


y 3 = /cv — In jc — 1 


(V) (6x + 4y + 3) dx + (3x + 2y + 2)dy = 0 

Solucion 


La ecuacion diferencial expresaremos en la forma: (2(3x + 2y)+3)dx + (3x+2y + 2)dy - 0 
Sea z = 3x + 2y => dz = 3 dx + 2 dy => dy ~—{dz - 3 dx) 


reemplazando en la ecuacion diferencial 


(2x+ 3 )dx + {z + 2)( 


dz-ydx 

2 


) = 0 
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simplificando y separando la variable se tiene 


dx + " + - dz ~ 0 
z 


integrando ambos miembros z + 2 1nz + x = Cde donde: 


4x + 2y + 2 In (3x + 2y) = C 

© cos (x + y)dx = x sen (x + y) dx + x sen (x + y)dy 

Solucion 

Sea z = x + y :=> dx = dz - dy, reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene: 
cos z dx = x sen z dx +- x sen z (dz - dx), simplificando y separando la variable. 

— = tg zdz integrando se tiene: x cos (x + y) = C 

x 

EJERCICLOS PROPl ESTOS.- 

Rcsolver las siguientes 'ecuaciones diferenciales: 


© 

d\ 

— = cos .(a ■+■ y) 
dx 

Rpta. y = 2 arc.tg (x + C) - x 

© 

i V , = sen 2 (jf— # v + lj 

Rpta. tg (x - y + 1) = x + C 

© 

dy x + v 

Rpta. y + ln | x + y + 1 I = x + C 

dx x + v + 2 

© 

/ In | x - v |= 1 + In | x - y | 

Rpta. (x -y)ln |x-y| = C-y 

© 

y' — (x + .v) 2 

Rpta. x + y = tg (x + C) 


(x + y 1 )dx + (2x + 2y - 3) dy = 0 

Rpta. x + 2y + ln|x + y- 2| = C 

© 

(] +x 2 y 2 ).V + (*.V-l) 2 *>’'=0 sug : X y = z 

l 

TV- 

Rpta. y 2 - ke ” 
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(5) (x 6 - 2x 5 + 2x 4 - y J + 4 x 2 y)dx + (xy 2 - 4x } )dy = 0 , 


sug : y = xz 

Rpta. -—x 2 + 2x + -^-rr - — = C 
3 3x 3 x 

(5) 

^ v-x+5 

Rpta. (y-x) 2 +10v-2x = C 

(h>) ye' ' dx + (y 2 -2xe' ' )dv = 0 

Jf 

Rpta. ln v + e l = C 

(Tj) y=sen(x-_v) 

Rpta. x + C = ctg( + ) 

(l2) y=(Bx + 2_y + l) : 

Rpta. 8x + 2y + 1 = 2 tg (4x + C) 

@ (*V + y + x-2)dx + (x i y 2 +x)dy = 0 

Rpta. 3x 2 - I2x + 2x 3 y 3 +6xy = C 

(l4) (1 -xycosxy)dx-x cosxj dy = 0 

Rpta. ln x - sen xy = C 


15) [x 2 sen(~) —2> , cos(^y)]i/x + xcos(-V)Jv = 0 Rpta. xsen(-^-) = C 

^ X’ X * t* x* 


(lb) e v y'=K( x + e y )-\ sug: Z = x + e v 

Rpta. y = ln(C^ /ar -x) 

(n) X 2 yy' = ^tg(x 2 y 2 )-xy 2 sug: z = * 2 y 2 

Rpta. sen(x 2 y 2 ) = ke l 

^8) y 1 = ax + by + c , a, b, c e R 

Rpta. b(ax + 6y + c) + a = 

(l9) (x 2 y 2 + \)dx + 2x 2 dy = 0 

Rpta. — 1 — + — lnx = C 

1 — AT 2 

( 20 ) (.ry - 2xy ln 2 y + y In y)(ix + (2 jc 2 ln y + xjdfy = 

= 0 


sug: z = x Ln y 


Rpta. 2x 2 +(2jcln y + 1) 2 =C 
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Rpta. x + 2y + 3 In (2x + 3y - 7) = C 
Rpta. 5x + lOy + C = 31n 1 1 Ox - 5y + 6| 
Rpta. 3x - y = C + In (2x + y - 1) 



(2x H- 3y — 1 )dx + (4x + 6y - 5)dy = 0 
(2x - y)dx + (4x - 2y + 3) dy = 0 


(6x + 3y - 5)dx - (2x + y) dy = 0 



(x 3 y 4 + y 5 x 5 + x 5 y 2 + x 3 y 5 + v + y*)dr-(x 4 y 3 + x* y + xy*)dy = 0 


Rpta. 



y m 

2x 2 


x 

y 



c 


Mediante una sustitucion adecuada reducir la ecuacion diferencial. 


p(x m y" )ydx + Q(x m y n )xdy = 0, a una ecuacion diferencial de variable separable. 


© 

(2 + 4x 2 y[y)y dx + x*yfy dy = 0 

Rpta. 

*V = c 

© 

v(xy +1 )dx + x( 1 + xy + x 2 y 2 )dy — 0 

Rpta. 

2v * 1 =lnjcy 

2 x 2 y z 

@ 

(y - xv 2 )dx - (x + x 2 y )dy = 0 

Rpta. 

ln(— )-xy - C 
y 

@ 

(y-xy 2 + x 2 y 3 )dx + (x 3 y 2 - x 2 y)dy = 0 

Rpta. 

21nx + x 2 y 2 - 2xy * K 

© 

dy 1 + xy ' 

— = -— sug: x + y = u, xy = v 

dx 1 + ,r 3 y 

Rpta. 

x 2 y 2 -1 = K(x + y) 2 

@ 

dy _ e' 
dx 2 y — xe y 

Rpta. 

y 2 = xe y + C 


dy „ . , 

dx 

Rpta. 

x- y- Ln sen (x+y)+ cos(x+y) C 

© 

1 

2 

dx ln(2.v+^+3) + l 

Rpta. 

(2x + y + 3) Ln |2x+y + 3 | = x + C 
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35) 

36 ^ 


& 

S> 

44) 




dy 7 2 

— = x“+y-l, sug: z = x"+2x + .y 

dx 


(x 2 -y A )^- = xy, sug: x = uy 
dx 


Rpta. 2x + x 2 +y + 1 = Ke* 


Rpta. 2y 5 =-3x 2 +Ky 2 


(3x - 2y + 1 )dx + (3x - 2y + 3) dy = 0 Rpta. 5(x+y + C) = 2 Ln |15x - lOy + 

Rpta. 4y - 2x + sen (2x + 4y) = C 
Rpta. 6yj2x + 3 y - 4 \n(3y]2x + 3y + 2) - 9 x-C 


y' = ^ig 2 (x + ly) 


y' = ^2x + 3y 


y' = y[y + sen x - cosx, sug: z = yjy + sen* Rpta. yjy + senx = — + C 


yjx + y + ly' = y]x + y-) 

Rpta. u 2 + 2u -u\lu 2 -1 + ln | u + Vm^-T | = 4x + C ; u = x + y 


(x + y- 2 h— )dx + (2- x - y)dy = 0 

.r 


Rpta. 2 ln x-4x + 4y-(x + y) 2 - k 


(2x-2y + xe x )dx-(2x-2y — l)dy = 0 Rpta. (x-l)e' r , + (x-^ 2 ) + jy = C 

[sen x - tg (x -2y)] dx + 2 tg (x - 2y) dy = 0 Rpta. - cos x + Ln cos (x - 2y) = C 


(1 -xy + x 2 y 2 )dx + (x 3 y — x 2 )dy = 0 


Rpta. 21nx + x 2 ^v 2 -2xy = C 


(y 5 arc. sen J -v 4 arc. tg yfx)dx + dy = 0 

M 1 + x 


Rpta. Jx arc. tg >/x - ln Vl + x + ln(--) + —- r- - 

y 6 / 


= C 


2yy f = y 2 + x 2 -2x 


Rpta. v 2 = ce A -x 2 
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v f +sen (x + j) = 0 
V = (x + jy) ln(jc + >>) — 1 

2 (x 2 y + yj\ + x 4 y 2 )dx + x 2 dy = 0 

v 2 arc. tg v + y 2 arc. sec ’ Jx 2 +1 + — = 0 

dx 

xy(xdy + y dx) = 6y 3 dy , cuando x = 2, y = 1 

x 2 (xdx + ydy) = (x 2 + y 2 )dx , cuando x = 1 
sug. z = x 2 -by 2 


Rpta. tg (x + y) = x + C 
Rpta. In | x + y | = ce x 

Rpta. x 2 (x 2 y + y][ + x 4 y 2 ) = C 

sug. z = xy Rpta. y 2 (x 2 -3y 2 ) = \ 
y = 2 

Rpta. (x 2 +>» 2 )(10-9x) = 5x 



® 

© 

© 

© 


dx + dy = (jc+v)(1 + —) 2 (jc dy-ydx) 
x 

^ y 

sug. z = x + y, 6) = — 

X 

(x 2 + v 2 )(.r dy + y dx) - jcj>(.v dy ^ ydx)- 0 
sug. z = x~y~, (0 = xy 

y 2 (jc 2 + 2 )dx + (jc 3 + y 3 )(dx - x dy) = 0 

(6x 3y + 2)dx - (2x - y - 1) dy = 0 

-y- = ( x + y ~ 3) 2 — 2(x + y - 3) 

dx 

* 

— = -2 + e 2x ~ y+i 
dx 

x dy = y (xy + cos n) dx 


Rpta. (2 v + cjc)(jc + y) + jc = 0 

Rpta. x 2 y 2 =C(jc 2 +y 2 ) 

1 x y ~ 

Rpta. — + — r- - In x — C 

x 2 v lx 1 

Rpta. 3x - y + C = 5 Ln I 2x - y + 4 I 

Rpta. -— = x + C 

xy y- 4 

Rpta. x + e~ 2x >+1 = C 

60 

dx 3x-2v*l 
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61) (1 -x 2 y)dx + x 2 (y-x)dy = 0 sug. z = x - y Rpta. y 2 -2xy 4-2x 2 + — = k 

" jr 


/=(8x + 2v) + 2(8x + 2>) + l 


Rpta. arc tg (4x + y) = 4x + k 


2.3. OTRAS ECUACIONES DIFERENCLALES ORDINARIAS.- 


Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales 
cos/=0 


Solucion 


© 


© 


Como cos/=0 => y' = arccosO = —(2w + 1) 


dv n x, 

— - — {In +1) => dy = — (2n + \)dx , integrando 
dx 2 2 


jdV = j~(2n+f)dr + , de donde se tiene: y = -^(2/i + l)x + K , neZ 

<? v ' = 1 

Solucion 

i 

e v =1, tomando logaritmo se tiene y' = 0, — = 0 => y = C, C constante 

dx 


(5) ln/=x 


Solucion 

In y'= x => y'=e x dy = e x dx 

integrando \ dy = \ e X dx + C de donde se tiene: y = e x + C 


x^y’cosy-f 1 = 0 , y->^^‘, x -> +oo 


Solyqgn 













© © © © 
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2 1 dx 

x y' cos y +1 = 0 => cos y.y '+ — = 0 de donde cos y.dy + — = 0 , integrando 


jcos v dy+ J-y = c de donde se tiene: sen y - — = C, como y —> cuando x —> +<x> 


_ 1671 , 1 ,1671. 

C = sen-, por lo tanto: sen y — = sen(-) 

3 x 3 


© tg y'=x 


Solucion 

Como tg/=x => y % = arctg x + nn , nez 


dy = (arc.tg x + n jt) dx, integrando jdy = j(arc.lgx + nn)dx + C de donde se tiene: 


y = x arc. tg a — — ln( 1 + x ~) + mix + C 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 

e 1 = x Rpta. y = x (In x - 1) + C 


tg y % — 0 


Rpta. y = 7i n x + C 


e } = e 4y y' + 1 , y es acotada para x —> + oc Rpta. y = 0 


sen y — x 


Rpta. y - xarc.sen x- yj\ - x 1 + mix , x, n e Z 


® 

© 

© 


16 7i 2 1 

jt 2 y’+ cos 2_y = 1 , y —> — - , cuando \ -» +°o Rpta. y = arc.tg(— + -^) + 3n 


(a + 1 )y' = y - 1 , y es acotada, para x -> + ao Rpta. y = l 


y' = 2a( n + y) , y es acotada, para x oc 


Rpta. y = -n 
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© 

x 3 v‘-seny = l, y—>5 tt, x — > oc 

1 9 

Rpta. y = 2arc.Xg(\--^- T ) + — x 


V = ln(— ) 

dx 

Rpta. y = - ln(C - x) 

@ 

(1 + a 2 ) v'-^-cos 2 2y = 0, v— ► — «. x — > -oc 

Rpta. 

Is 7 


v = — arc. tg(— 4- arc. tg a) + — n 
' 2 2 2 

2.4. 

ECUACIONES DIFERENCIALES ORD IN ARIAS HOMOGENEAS.- 


a. Funcion Homogenea: Diremos que la funcion f (x,y) es homogenea de grado 

k x e y, si y solo si, cumple con la condicion siguiente: 


f(Xx,Xy) = l k f(x, y) 

Ejemplo: Determinar cuales de las siguientes funciones son homogeneas. 
/ (*, v) = a 2 y- 4v 3 es homogenea de grado 3 en x e y 
i x 

f (a, v) = y“ tg — es homogenea de grado 2 en x c y. 

y 

f (.v,y) = yjx* - y 3 es homogenea de grado 1 en x e y 

A* — V“ 

f (.v, v) =- es homogenea de grado cero en x e y 

at 

/( a, v) = x 2 + sen a. cos y , no es homogenea. 
f (*, y) = e x , no es homogenea. 

b. Ejercicios Propuestos: 

Determinar si las siguientes funciones son homogeneas o no. 


© 

© 

© 

© 

© 
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© 

J 

/(*,>•) = <r y 

© 

> 

f (x,y) = (a" + y~)~ 

© 

f(x,y) = x - 5y + 6 

© 

f (a, y) = a sen -- y sen — 

A y 

© 

VA + XV* 

f (*-y) -. 2.3 

3 a - 4 y 

© 

f(x,y) = x 3 -xy + y i 

© 

f(x,y) = x Ln x - y Ln y 

© 

f(x,y) = xLnx-xLny 

© 

2.v 

f{x,y)-(x 2 +y 2 )e v +4xy 


f(x % y) = .varctg(—) + varctg(—) 
a y 

c. 

Definicion: 




Diremos que una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y de primer 
grado de la forma: 

M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0 

es homogenea si M y N son funciones homogeneas del mismo grado en x e y. 
Ejemplo: Las siguientes ecuaciones diferenciales ordinaria son homogeneas. 

( 7 ) ( a * 3 -y*)dx + y 2 xdy = 0 ( 7 ) =y + 2xe •' 

(?) (a 3 + y 2 ijx“ + v* )dx~ xy-Jx~ + v 2 f/v = 0 

(4J ( a“ - .v -yarcseh( ))dx = xcos(' )dv 

d. Solucion de una Ecuacion Diferencial Homogeneas. 

Consideremos una ecuacion diferencial ordinaria homogenea. 

M(x,y) dx + N(x,y)dy = 0 


— (1 1 
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entonces: M(X x, Xy) = X K M(x,y) y N(Xx, Xy) = X* N(x,y) ... (2) 


1 

esto es porque la ecuacion diterencial (1) es homogenea, haciendo; X = — en la 

x 


ecuacion (2) se tiene: 


x x 


M(x,y) = x k M(\,~) 
X 


M(x,y) = .y* A/(l,—) = x K M(\ y u) = x K y/(u) , donde u = — 

X X 

k y 

es decir: M(x,y) = x cp(«/), it = — —(3) 

x 

nits; 

^d, Z ) = 4-^U,>') => N(x,y) = x K N(\A 

X x * X 


N(x,y ) = x K N(l,(-}} = x*N(l,u) = x K N(\,u ) = *V («), u = — 

X X 

k y 

es decir: N(x, y) = x \| f(u), u = — ... ( 4 ) 

x 

como y = ux ==> dy = udx + xdu ... (5) 

reemplazando (3), (4), (5) en (1) se tiene: 

x k <p(u)dx + x K v|/(i/)(« dx + xdu) = 0 , simplificando 

(p(u)dx + \|/(u) (udx + xdu) = 0, agrupando y separando la variable se tiene: 


dx t if/(u) 
x (p{u) + uy/(u) 


du = 0, que es una ecuacion diferencial de variable separable. 


Analogamente se hace para A = — , u = — 

y y 
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e) Ejercicios Desarrollados 

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 

0 (a" + 3 xy 4- y 2 )dx - x 2 dy — 0 

Solucion 

Sea y = ux dy = udx + xdu, reemplazando en la ecuacion diferencial. 

(a" +3jc 2 m + x 2 u 2 )dx -x 2 (tidx + xdu) = 0 , simplificando 

x 2 (u 2 + 2u 41 )dx - a 3 dii = 0, para x * 0 se tiene: 

rfr du 

(u 1 + 4 l)r/A - a = 0 de donde separando la variable — —-T = 0, integrando 

a (u 4 1)^ 


se tiene: 


*dx j* du 
X J (i/ 4 1) 


A 

de donde Lnx 4-= C 

y + a 


® dy j 2 2 

x d^ = y+ ^ y ~ x 


Solucion 


A la ecuacion diferencial dada expresaremos asi: 


(v 4 yjy 2 - a 2 )dx - xdy - 0 


Sea y = ux => dy = udx 4 xdu 

... (2) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 


V 2 i •» 

it x - a* )dx - x(udx 4 xdu) = 0, agrupando se tiene: 


2 dx du 

x\u — \dx — x du = 0, para x * 0 y ademas u * ± 1 , se tiene: - - ; - ~ 0, 

x Vh 2 - 1 

integrando j—- f 4 _. - k, efectuando y simplificando: 2Cy =|C J .v 2 +1 

J » J - 1 
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(x - y Lny + yLnx)dx + x(Lny - Lnx)dy = 0 

Solucion 

A la ecuacion diferencial podemos escribir en la forma: 

(.v — y ln(—))rfr + .rln(— )dy = 0 ... (1) 

a x 

Sea y = ux => dy = udx + xdu ... (2) 

reemplazando (2) en (1) se tiene: 

(x - ux Lnu)dx + x Ln(u) (udx + xdu) = 0, agrupando y simplificando 

dx + x Ln(u)du = 0, separando la variable: — + \nudu = 0, 

x 


+ | Ln(u)du = C, 

efectuando y simplificando (x - y) Lnx + y Lny = Cx + y 

® y V 

(x - varctg(— ))dx + x arctg (—)dy = 0 
x x 

Solucion 

Sea y = u x => dy = udx + xdu, reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene: 
(x - ux arctgu)dx + x arctgu (udx + xdu) = 0, 

dx 

simplificando y separando las variables se tiene: — + arctg udu = 0 , integrando 


integrando J 


$7+fc- 


igtdu=\nC => In„r 4- uarc. tg u — ln(l+/r) = lnC 


Como 



- l , + v“ . 

entonces 2 y. arctg(—) = x ln(- j —)C “ 

x x 
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© 




xe ' dx + v c/y = 0 


Solucion 


Sea y = ux => dy = udx + xdu, reemplazando en la ecuacion diferencial dada se tiene: 

i ]_ 

xe 11 dx + uxe u (u dx + xdu ) - 0 , agrupando y simplificando (e lt + u 2 e l )dx + xue”du - 0 , 

separando la variable. 


dx ue li du . 

— + - = 0 integrando. 

Y 7 ’ « 

e" +u~e 

entonces ln.v 




dt v 

como it = — 
x 


r 

r v te dt 

J ~ I— 7 


e‘ +/V 


v v v 

(vcos(—) + .vsen(—))*/* = cos(— )dv 

X X X 

Soiueion 

Sea y = ux dy = udx -f xdu, reemplazando en la ecuacion diferencial dada se tiene: 
(ux cos u ■+■ x sen u)dx = x cos u (u dx x du). 

Agrupando y simplificando, se tiene: sen u dx = x cos u du, separando la variable 

dx 


= c tg u du integrando. 


fH 


c tg udu + In k => In .y = In sen it + In k 


. v , v 

x = k sen u, como u =~ x = k sen — 


f. EJERCICIOS PROPEESTOS. 


I. Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales. 

(T) (4.v J -+- xy - 3 v ' )dx + ( -5a + 2rv + y “ )dy = 0 


2 

In y + — In 

£-i 

+ — In 

L-2 

5 

In 

—+ 2 

3 

Y 

4 

X 

12 

.V 


= c 
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© 

dy _y { <Ky/x) 

dx X </>\y/x) 

Rpta. 

x = k<p(-) 

X 

© 

xy' = 2(y-yfxy) 

Rpta. 

\6xy = (y + 4x-cx 2 )' 

© 

y 

(a cos ec (—) - y)dx 4- .v dv = 0 
a 

Rpta. 

v 

Info* = cos(—) 

A 

© 

• 

xy' = y+ 2xe 1 

Rpta. 

\n(x 2 k) = e l 

© 

, *» V x , 

ay = (— cosec* — )dx 

X X 

Rpta. 

2 y - x sen(—-) 4- 4x In x 

X 

© 

2(2x 2 +y 2 )dx-xydy = 0 

Rpta. 

x 4 =c 2 (4x 2 + V 2 ) 

© 

x 2 y’=4x 2 +7xy + 2y 2 

Rpta. 

a- (y + 2x) = c(y + jc) 

© 

y dx = (x + -)Jy~ - x 2 )dy 

Rpta. 

x 

arcsen( ) = \n(ky) 

y 

@ 

dy _ v(2aV) 
dx x(2x i -2 y 3 ) 

Rpta. 

2jt 3 

y 3 = cxe 3v 

© 

x dy-y dx = yjx 2 + y 2 dx 

Rpta. 

V + yjx^ + y 2 = CA 

© 

y(x 2 + xy - 2y 2 )dx 4- a(3_v 2 - xy - x 2 )dy = 0 

Rpta. 

2y~ ln(—) 4- 2xy + a" = 
A* 

© 

xy 2 dy + (a 3 - y 3 )dx = 0 

Rpta. 

y 3 = -3a 3 In a4-ca 3 


(6* 2 - ly 2 )dx - 14aj> dy = 0 

Rpta. 

2a 3 - 7xy 2 = c 

© 

, 2xv 

* = , 2 2 

3.v -y 

Rpta. 

c(y 2 -x 2 ) = y 3 












Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden 


53 






X y' = ^~7 

Rpta. 

/ 2 2 * 
y + \ly - v =c*f 

ax~ + 2bxy + cy 2 + y 1 (bx 2 + 2cxy + / y 2 ] 

) = 0 Rpta. 

/ >* 3 + 3c.ry 2 + 3bx 2 y + ax 

v dx + ( 2yfxy - x)dy = 0 

Rpta. 

[* 

+ Lnv = c 

\y 

(x^/jr + y 2 - y 2 )rfx + Ayrfy = 0 

Rpta. 

Ain |x| + yx 2 + y 2 = ca 

i » 

(x + (x- y)?* )dr + xe x dy = 0 

Rpta. 

) 

a(1 + £ r ) = k 

V V 

(x + ysen(—))dx- Asen(— )dy = 0 

A X 

Rpta. 

In x + cos(—) = c 

X 

x 3 y' = y 3 + 3xy 2 + 4x 2 y + x 3 

Rpta. 

X 

y = /- x 

Jc- 2 In* 

( 2.ry + x 2 )y ' - 3 v ‘ + 2.ry 

Rpta. 

i 3 

v ‘ + Ay = cx 

</>• v* V. 

— = — + scn( -) 
dx x x 

Rpta. 

V V 

cos ec (=-) - c tg(—) = Ax 

A X 

2xy\x 2 + y 2 ) = y(y 2 + 2x 2 ) 

Rpta. 

> % 

2 x*~/v 

y = cxe 

■) t ? V 

x~y' = 3(a + y~)arctg(—) + xv 

A 

Rpta. 

y = xtg{kx ) 

xy 2 dy-{x 3 + y 2 )dx = 0 

Rpta. 

y 3 = jt 3 (3 In x + c) 

y dy y 

xsen(—)— = ysen(— ) + a 
a dx X 

±-z+]4-i 

dx x V x 2 

Rpta. 

cos(— ) + ln(cx) = 0 

X 

Rpta. 

1 > 2 • * 

v + yjy~ " x ^ Ax 
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@ 

® 

© 

© 

© 


y 2 dx + (x\Jy 2 -x 2 -xy)dy = 0 

2x i & + (y i -x 2 y) = 0 
dx 

2,2 2 

x y - y + xy - x 

x 2 v'= y 2 + 3xy + 2x 2 

y y y 

(xsen(—)- ycos(— ))dx + xcos(— )dv = 0 

X X X 

yyjx 2 + v 2 dx - x(x + yfx* + y 2 )dy - 0 

x— - v(ln y - In x) 
dx 

y dx + x(ln(—) - 2 )dy = 0 


Rpta. y 2 (x-2c) + c 2 x = 0 

7 7 7 

Rpta. xy ‘ = c(x“ + y ) 

Rpta. y = ——— + x 
c-lnx 

Rpta. y = x tg (Ln x + c) - x 

y 

Rpta. xsen(— ) = k 
x 

Rpta. cx-yjx 2 +y 2 = x\n(yjx 2 + y 2 -x) 

Rpta. ln( — ) = l + cx 
x 

Rpta. y = c(l + ln(—)) 

y 



(xcos(—) + vsen( — ))ydx + (xcos(—)- vsen(—))x dy = 0 

X X X X 


Rpta. 


xy cos(—) = c 
x 




(x + ye x )dx - xe |V dy = 0 


Rpta. y = x Ln (Ln |x| + C) 


v(ln(—) +1 )dx - x ln (—)dy = 0 
x x 


dy x 2 - y 2 


1 7 y 

Rpta. lnx — ln* (—) = c 

2 x 


dx x 2 + y 2 


Rpta 


, , f (u 2 +\)du __ y 

. In x + c = I- r --, u= — 

J 1 — u — ir —u x 


(x 3 + v 2 )dx - xyyjx 2 + v 2 dy = 0 Rpta. (x‘ + jy ") 3 2 =x 3 Ln(Lt 3 ) 

j* du 


d\ \ , x 

— = — + arc.lg (>’/x) 
dx x 


Rpta. lnx = 


J arctg a 


+ c 9 « = 


* 
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JL 

Jr-yj 



yfxy dx = (x-y +Jxy)dy 

Rpta. 

Jx-y(ylx- y [y) = ke d * ^ 

© 

x dy 3 x 2 -y 2 . 

y dx 

Rpta. 

(jr 2 + y 2 ) 2 =kxy 

© 

v */y y 

xcos(—)—= v cos(—) — X 
x dx x 

Rpta. 

-sen(-) 

x~ke x 


x dy 2x 3 -x 2 v-v 3 

- ~ +-7- --z - —r = 0 

y dx 2v'-xy--x 

Rpta. 

+>- 3 =xy(x + y + c) 

® 

1 i y y v 

( \jx " -jr - yaresen(—))dx + xarcsen(— )dy = 

X X 

= 0 

1 V 2 

Rpta. lnx + — (arcsen(—)) = 

2 x 


(x tg(—) 4- v)dx - . \ civ = 0 

X 

Rpta. 

i 

sen(-) = Ax 

X 

@ 

(yjx + y + yjx - 1 k/\ - (yjx-y -yjx + y)dy = 

0 Rpta. 

sjx + y +Jx-y =c 

® 

(2xtg — + y)dx = xt/y 

X 

Rpta. 

x 2 = £sen(—) 

X 

® 

(4x 2 + 3xj> + j> 2 )Jx + (4 y 2 + 3xy + x 2 )dy = 0 

Rpta. 

(.V +>- 2 ) 3 (.V + >') 2 =c 


dy x 

dx arctg( --) 

X 

Rpta. 

— arctg(—) = In kyjx 1 + y 2 

X X 

® 

V V 

xy' In — = x + y In — 

X X 

Rpta. 

In x = — (ln(—) —1) + c 

X X 

® 

y y 

(x + sen(—))<lr - x sen(— )dy = 0 

X X 

Rpta. 

In x + cos — = c 

X 

@ 

jy(x + xy - 2y )dx + x(3y 1 -xy-x' )dy = 0 

Rpta. 

J 

2 y 3 ln(^r-) + 2xy + x 2 = cy 2 

X 
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(x 3 + y 2 \]x 2 + y 2 )dx - xyyjx 2 + y 2 dy = 0 


$ 

Rpta. (x 2 + y 2 ) 1 2 = x 3 In ex 3 


y y y «, y y 2 V 

58; (2xsen — + 2xtg-ycos-—>sec" —)dx + (xcos —+ xsee“ — )dv = 0 

^ X X ' X X X X 

Rpta. x 2 (sen — + tg—) = c 
x x 


@ 

dy x 2 +x)' + y* 
dx ~ x 2 

Rpta. 

y 

arctg— = In x +1 

A 






x(x 2 + y 2 )dy = y(x 2 + y*Jx 2 + y 2 + y 2 )dx 

Rpta. 

y + yjx 2 +y 2 =cx 2 e 


xy*dy = (2 y 4 + a 4 )dx 

Rpta. 

fcc 8 =x 4 +/ 


dy xy 

dx x -xy + y 7 

Rpta. 

1 

(x-y)e' = c 

® 

dy 6x 2 - 5 a y - 2 y 2 
dx 6x - 8xy + y* 

Rpta. 

(y - x)(y - 3x) 9 = c(y -2x)' 2 

® 

dy I i 2 

x - = y-y]x- +y 
dx 

Rpta. 

y + \Jx 2 +y 2 =c 

© 

d\ « — v / x 

a— - v + 2xe 

dx ' 

Rpta. 

y 

e x = In kx 2 



Demostrar que (x + y) a+b (x- y) a b = k es la solucion de la ecuacion diferencial 
(ax - by) dx + (bx - ay) dy = 0 


(x - y) (4x + y) dx + x (5x - y) dy = 0 


Rpta. x(y + x) 2 = c(_v - 2x) 


((68) (3x 2 - 2xy - 3y 2 )dx = 4a y dy 


Rpta. (y-x)(y + 3x) 3 = ex 3 
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© 

V \ 

(x - y arctg — )dx + x arctg — dy = 0 

V X 

n , , >• , c ; (*-' +y 2 ) 

Rpta. 2y arctg — = x In- -- 

x X 

@ 

(y 3, - x 3 ) dx = xy( x dx + y dy) 

Rpta. 2x 2 ln(x + y) = cx 2 +2xy-y 

© 

4x 2 + jcy - 3.y 2 + (-5.v 2 + 2xv + v 2 )—= 0 

dx 

Rpta. (y-x) s (y-2x) 9 =c(y + 2x) 

© 

3 d\ 4 t 2 2 4 

x v— = x +3x V tV 
dx 

Rpta. y 2 =-x 2 (l +——r) 

In Ax 2 

© 

(yfxy -x)dx + ydy = 0 

Rpta. In x + — - 2 /— = c 
x V * 

© 

XV— = 2x 2 + 3xy + 2y 2 
dx 

(75) (3xy + y 2 )dx + (x 2 + xy)dy - 

II. 

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales con las condiciones iniciales dadas. 

© 

(y-jx 2 +y 2 )dx-xdy = 0, y(-j3>) = \ 

Rpta: x 2 =9-6 y 

V 

© 

(xv'~ v)arctg(—) = x, y(l) = 0 

X 

1 7 ~ y 

Rpta: Jx ~ + v” = e x arctg(—) 

X 


dx y~ + 2xy-xr 

Rpta: y = -x 

® 

dx - 

x— = xe x +.y , y( 1) = 0 
dx 

Rpta: In x + e x =1 

© 

£J*r y ]. y(D=2 

dx 2xv - x 

Rpta: xy (y - x) = 2 

® 

(xcos 2 (— )-y)dx + xdy = 0 , ^(1) = -^- 
x 4 

Rpta: tg(—) = ln(-) 

X X 
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© 

© 

© 







y 2 dx + (x 2 + 3xy + 4y 2 )dy = 0, y (2) = 1 Rpta: 4 (2y + x) In x = 2y - x 


y(x 2 +y 2 )dx + x(3x 2 -5y 2 )dy = 0, y (2) = 1 Rpta: 2y 5 -2x 2 y 3 +3x = 0 


(3x 2 -2y~ )y=2xy, y (0) = -1 


Rpta: x 2 =2y 2 (y + l) 


(x 2 + 2xy- 2y 2 )dx + (y 2 + 2x>>-2x 2 )<Yy = 0 , y (0) = 3 Rpta: y 2 -xy + x 2 = 3( y + x) 


(v 2 - 3x 2 )</y + 2xy dx = 0 , y (0) = 1 


Rpta: y 3 =y 2 -x 2 


2 y 

, v + xcos (—) 

dx x 4 


Rpta: l + lnx = tg(—) 
x 


= sec(—) + (—), y(2) = rc 
dx xx 


Rpta: y = x arc.sen (In 2x - 1) 


(jr + v 3 )dx-xy 2 dy = 0 , y (1) = 0 


Rpta: y 3 = 3x 3 \nx 


(3x 2 +9xy + 5y 2 )dx-(6x 2 +4 xy)dy = 0 , y (0) = -6 Rpta: 3x 4 +4 (y 2 + 3x-3x 2 ) = 0 


(r 2 - 3y 2 )x + 2xy dy = 0 , y (2) = 2, 


_ l 3x 

Rpta: y = xj 1—— 


(x 4 +y 4 )dx = 2x 3 ydy ,y(l) = 0 


n 2 In I ex’ I — 1 •? 

Rpta: .v 2 = (——-— )x 2 

In | ex | 


(x 2 + y 2 )dx + xv dy — 0 , y (1) = -1 


Rpta: x 4 + 2x 2 y 2 = 3 


(x 3 + y } )dx = 2xy 2 dy , y (2) = 1 


Rpta: v 3 = x 3 - — (lyflxx) 
4 


£=4*W>’.yO>-2 

ax x x 


v rc 

Rpta: arctg(—)- 2 In ) x | = — 
2x 4 
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dy ~ 

x-~ = xe* + y, y( 1) = 0 
dx 

Rpta: y = -x In ( 1 — In x | 


(x A + 6 x 1 y 2 + y A )dx + 4xy(x 2 + y 2 )dy- 0, 

y (1) = 0 Rpta: X s +10.v 3 y 2 +5xy 4 =1 


a 2 

dy 2xye ' 

dx ~ , , A 2 , & 

y 2 +y 2 e y + 2x 2 e y 

<i> 2 

Rpta: y - k(\ + e y ) 

© 

(2.ty + v 2 )dx - 2x dy = 0 , y = e, x = e 

Rpta: 2x + y In x = 3y 

@ 

y y ft 

(x - 3 v sen— )dx + 3x sen — dy = 0 , ^(1) = — 
x x 4 

• 

© 

Resolver la ecuacion diferencial (2x 2 + 3 xy + 2y 2 )dx - xy dy = 0 de tal modo que la 
solucion pasa por el punto P(L0). 

© 

xy = .v' - t 3 . y( 1) = 2 
dx 

@ !±->L =cosh( L h 

dx X X 

® 

y dx + [ v cos(—) - x]dy = 0 , y(0) — 2 

y 


2.5. 

ECUACIONES DIFERENCIALES REDUCIBLES A 

HOMOGENEAS.- 


Las ecuaciones diferenciales de la forma siguiente: 

dx a'x + b' y + c' 

No son homogeneas, porque tan to en el numerador como en el denominador aparecen 
dos constantes eye’, estas constantes se pueden eliminar mediante una traslacion, 
transformando a la ecuacion (1) en una ecuacion diferencial homogenea, para esto 
consideremos las ecuaciones: 
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L l :ax + by + c = Q a L 2 : a'x+b'y + c' = 0 


... ( 2 ) 


donde el punto de intercepcion es (h, k). Si trasladamos el origen de coordenadas al punto 
(h,k) las ecuaciones de (2) se transforman en: 


az'+bo) - 0 a a'z + b'(o - 0 y haciendo el cambio x = z + h, y = (o + k 
de donde dx = dz, dy = dco, se tiene de (1) 


dt i) az + /ki) - a) 

— = /(-—— ) = /< - *-> = /•<-) 

dz a z + b oo lv w» 

£1 +Z>\ —) 


que es una ecuacion diferencial homogenea. 


M 


(3) 


Cuando : ax + by + c = 0; L 2 : a'x + b'y + c' = 0 son paralelos no se aplica este 
metodo, sin embargo se tiene: 


— = — — = — = >. => \ a\ b = X b\ de donde se tiene: 

* A* a’ 6’ 


_ ax + + c 

Jx a’jt + 6'y + c 


;) = /( 


X(a' x + b' y) + c 
a' x + b' y + c' 


■) = g(a 2 x + b^y) 


Que es una ecuacion diferencial reducible a variable separable. 
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OBSERVACION: 

Otra forma de transformar a una ecuacion diferencial homogenea, las ecuaciones 
diferenciales que no son homogeneas, es mediante la sustitucion de la variable v = Z x , 
ocurriendo esto cuando todos los terminos de la ecuacion son del mismo grado, 
atribuyendo el grado 1 a la variable x, el grado a a la variable y, y el grado a -1 a la 
dy 

derivada —. Ademas se puede transformar a homogenea mediante sustituciones 
dx 

adecuadas de acuerdo al problema. 


© 


Sea L y : x — 4y — 9 = 0 a L-, : 4x + y-2 = 0, como 


=> 3p (h, k) e L| n L 2 , y para esto resolvemos el sistema 


x - 4 y - 9 = 0 

=> x=l, y = -2, es decir P(l, -2) 

4a- + v-2 - 0 


Ejemplos.- Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 
(x - 4y - 9) dx + (4x + y - 2) dy = 0 

Solu cion 


Consideremos x = z + h, y = co + kde donde 

x = z + 1, y = (0 - 2 , ademas dx = dz, dy = dco 

• • 

reemplazando en la ecuacion diferencial dada: (z - 4co) dz + (4z + to) da) = 0 ... (1) 
que es una ecuacion diferencial homogenea. 

Sea z = uco => dz = udco + codu ... (2) 

reemplazando (2) en (1) y simplificando se tiene: 

c/co u-4 


(u + 1)c/g) + (u - 4)o}du = 0, separando la variable , 

co ir +1 


fc/co ^ , 2, ** IX « I 

-+ 1—- da ~ C => Into (//" +1)-8arctgw = k 

i CO j U + 1 


du = 0, integrando 

... ( 3 ) 
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© 


z x — 1 

Como z = u oo => u = — =- reemplazando en (3) 

oo >> + 2 

In[(x -1) 2 + (>> + 2) 2 ] - 8 arctg(——b = £ 

j + 2 

_ x+3y-5 
dx x - y -1 


Solucion 


Sean Z 1 :jc + 3> ? -5 = 0 a L 2 \ jc - y - 1 = 0 , como \Z, 2 
3 p (h,k) e L| n L 2 , y para esto resolvemos el sistema. 


jc + 3v - 5 = 0 fx = 2 

jc — jv — 1 = 0 [y = 1 


P( 2,1). 


entonces: 


Consideremos x = z + 2, y = 00 + 1, dx = dz, dy = doo ... (1) 

a la ecuacion diferencial dada expresaremos asf: 

(x + 3y - 5) dx - (x - y - 1) dy = 0 ... (2) 

reemplazando (1) en (2) y simplificando: (z + 3 00 ) dz - (z - oo) doo = 0 ... (3) 

es una ecuacion diferencial homogenea: 

Sea co = u z => doo = u dz + z du, de donde al reemplazar en (3) y separando la 

... • dz ( u-\)du _ , 

variable, se tiene: — + -- = 0, integrando 

z + 2w +1 


+ f ( “ ] ^ - = K In C(x + y 3) = 2( — — ) 

Ju 1 + 2u + \ x + y- 3 

4xy~dx + (3x~y-\)dy = 0 

Solucion 

Sea y = z a => dy = (xz“ 1 dz , reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene: 
4x z 2a dx + (3x 2 z 2a_1 -z a_l )oufe = 0 



.( 1 ) 
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Luego 2 a + 1 es el grado de 4 xz la 

2a+l es el grado de 3 jc 2 z 2a_1 
a-1 es el grado de z a_1 

y para que la ecuacion (1) sea homogenea debe cumplirse: 

2a+l=a-l=>a = -2 , como y = z a => y = z~ 2 => dy = -2z~ 3 dz 

4xz~ 4 dx + (3x 2 z~ 2 -l)(-2z~ 3 )dz = 0, de donde 

4 xz dx - 2(3jc 2 -z 2 )dz - 0, que es una ecuacion diferencial homogenea. 

Sea z = u x => dz = u dx + x du, reemplazando en la ecuacion diferencial homogenea se 
tiene: 4 jc 2 w dx - 2(3* 2 -u 2 jc 2 )(m^/jc + x^) = 0 

de donde simplificando y separando la variable se tiene: 

— + ~—- du = 0, integrando se tiene: 

* w 3 - u 

f— + I * d u =C => In x + 3 In u - In (u 2 - 1) = C 
J x J u 3 - u 

“ —2 2 2 
como u = — , y = z se tiene: y(\ - x y) = K 

x 

^ 4 ) ( v 4 - 3x 2 )dy = -xy dx 

Sojucjon 

Sea y = z a ,ae R dy = az a ~ l dz 

reemplazando en la ecuacion diferencial dada: xz a dx + (z 5a 1 -3x'2 a )adz = 0 ... (I) 
para que la ecuacion (1) sea homogenea debe cumplirse 
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Como y = z a y = z l 2 ==> dy = ~ z 2 dz ...(2) 

reemplazando (2) en (1) y simplificando se tiene: 2x z dx + (z 2 - 3x 2 ) dz = 0 ... (3) 

que es una ecuacion diferencial homogenea. 

Sea z = ux => dz = udx + xdu ... (4) 

reemplazando (4) en (3) simplificando y separando la variable 

dx u 2 - 3 . _ . , Cdx 

— + —=- du = 0, integrando I- h 

X u - U lx 


J; 


< 2 - 3 


du -C 


In x + ln(—;-) = C 

u‘ -1 




Z 2 4 is 6 

como u= , y = \iz se tiene: x =y + Ky 

x 

y cos x dx + (2y - sen x) dy = 0 

Solucion 

Sea z = sen x => dz = cos x dx, reemplazando en la ecuacion diferencial dada se tiene: 

y dz + (2y - z) dy = 0 •••(!) 

Que es una ecuacion diferencial homogenea. 

Sea y = u z => dy = u dz + z du ... (2) 

reemplazando (2) en (1), simplificando y separando la variable se tiene: 

— + 2 U 1 du = 0 , integrando f— + r— ^d u = C , de donde 2 \ In y + sen x = 2 cy 

z 2u J z J 2u 

(2x 2 +3 y 2 -!)xdx-(3x 2 +2y 2 -&)ydy = 0 

Solucion 

u-x 2 => du = 2x dx, v = y 2 => dv = 2y dy; reemplazando en la ecuacion diferencial 


dada. 
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(2u + 3v - 7)— - (3w + 2v - 8 )— = 0 , de donde 
2 2 

(2u + 3v-7)du- (3u + 2 v - 8) dv = 0 ... (I) 

Sean A, : 2i/ + 3v-7 = 0 a L 2 : 3« + 2v-8 = 0 

como => 3 p (h,k) e i, n L 2 y para esto resolvemos el sistema siguiente 


2 u+ 3 v -7 =0 
3 n + 2 v -8 = 0 





Sean u = z + 2, v = co+l reemplazando en (1) 

(2z + 3co) dz — (3z + 2co) dco = 0 ... (2) que es homogenea. 

Sea co = zn => dco = z dn + n dz, reemplazando en (1), simplificando y separando la 

■ , , ^ dz 2n + 3 , _ . 

variable se tiene: 2 — + —- an = 0 , mtegrando 

z n 1 -1 


f_ dz C2n + 3 . __ . 2 , 2 .x 3 , 

J 2 )n 2 -\ 2 


n -1 


« + l 


= a: 


i. 

© 

© 


como n -~, a) = v -1 = y 1 - 1 , z-u- 2~ x 2 -2 
z 


In | v 4 - x 4 + 4x~ - 2y 2 - 3 | + In 


v 2 - x 2 +1 


y 2 +x 2 -3 


= a: 


EJERCJCIOS PROPUESTOS.- 


Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 


dy x + y + 4 
c/x* .v - y - 6 

(x - 2 y + 5 )dx + ( 2 x - y + 4 )dy = 0 


Rpta. arctg(-^~) = In yj(x - 1) 2 + (y + 5) 2 + C 

A — 1 

Rpta. y-x-3 = K(x + y-\) 
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® 

dy x + y - ] 
dx x- y +1 

Rpta. arctg(-—-) = ln^/x 2 + ( y- l) 2 + C 

X 


(x + y*) + 6xy 2 y'=0 

3 cx~ ]2 -x 

Rpta. / = 3 

® 

3x + y - 2 + y ( x - 1) = 0 

Rpta. (x - l)(3x + 2y - 1) = K 

© 

dy 2y-x+5 
dx 2x — v — 4 

Rpta. {x + y + 1) 3 = K( v-x-3) 

© 

(-4x + 3y - 7)dx - (x + 1 )dy = 0 

Rpta. y-2x-3 = C(x + 1) 3 

ns :!•. i 

© 

(2x + 3y)dx + (y + 2)dy = 0 

Rpta. (2x + y-4) 2 = k(y-x- 1) 

© 

(6x + 4y - 8)dx + (x + y - l)dy = 0 

Rpta. (y + 3x - 5) 2 = C(t + 2x - 3) 


(3x + 5y + 6)dx = (7y + x + 2)dy 

Rpta. (7y + 3x + 6) 7 (y-x-2) 4 ~/r(x+2) 

© 

(3y - 7x + 7)dx - (3x - 7y - 3)dy = 0 

Rpta. < v + i ! )^ ( v - \ - 1)' = C 

© 

(2x - 4y)dx + (x + y - 3)dy - 0 

Rpta. (v-2x + 3) 3 =C(y-x + l) 2 



2 a-+2 

© 

(x - y + 3) dx + (3x + y + I)dy = 0 

Rpta. y = \ — x + ce* +y ~ l 

© 

dy 2 y - x 
dx 2x - y 

Rpta. \y-x\=c y + x| 3 

© 

dy 4x + 3y + 15 

dx 2x + y + l 

Rpta. | y + x + 4 || y + 4x + 13 |~ = A" 

© 

(x - 4y - 9)dx + (4x + y - 2)dy = 0 

Rpta. ln((x-l) +(> +2) ) 8arctg( ) = C 

y + 2 

© 

(x - 4y - 3)dx - (x - 6y - 5)dy = 0 

Rpta. (x-2y-\) 2 = C(x-3y-2) 
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(x - 3y + 2)dx + 3(x + 3y - 4)dy = 0 Rpta. 

(x + 2y - 1 )dx - (2x + y - 5)dy = 0 

(x + y - 4)dx - (3x - y - 4)dy = 0, y (4) = 1 

(2x - 3y - 4)dx + 3 (x - 1 )dy = 0, y (3) = 2 

dy _ x-y + 2 
dx x + y-\ 


ln[( a — 1 ) 2 + 9( v — 1 ) 2 ] — 2 arctg(———) = C 

3(v-D 

Rpta. (jr-y-4)' = C(x + y-2) 

Rpta. 2(a + 2 y - 6) = 3(a - y) ln( A ^ ~ ) 

Rpta. 3(.v-2) = -2(x-l)ln(^) 


Rpta. (2_v-3)* + 2(2>> - 3(2x + 1) + (2.v + 1)" =K 



dy _ 2x + 3 y +1 
dx A-2y + l 


Rpta. 


In 


U’ 


2z* +2 jot+ vr‘ 



(4x + 3y + 2)dx + (5x + 4y + 1 )dy = 0 



Rpta. 41n(x + y-l) 


x + 5 

x +' y - 1 


+ C 


(x - 2y + 3)dy + (2x + y - 1 )dx = 0 

(x - y + 4) dy + (x + y - 2) dx = 0 

(4x + 3y - 7) dx + (3x - 7y + 4)dy = 0 

dy 2x + 3 y + 1 
dx 3.v - 2y - 5 


Rpta. .v 2 + xy-y 2 -x + 3y = C 
Rpta. a 2 + 2 xy - y 2 - 4a + 8 y = C 
Rpta. 4x 2 + 6.vy -7 y 2 -14x + 8 y ~ C 

Rpta. In | (a -l) 2 + (y +1) 2 | -3arctg(^—--) =C 

A - 1 


(5x + 2y + 1) dx + (2x + y + I) dy = 0 


f 

Rpta. 5a 2 + 4xy + y 2 + 2a + 2y = C 


(x - 2y - 3) dx + (2x + y - 1) dy = 0 


Rpta. In(x 2 + v 2 - 2a + 2 v + 2) + 4 arctg(— —) = C 

x- 1 
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(2x - y - 1) dx + (3x + 2y - 5) dy = 0 


(32) 

® 


Rpta. In Jyi +xy-3y-3x + 3 +-^=arc.\g ^y + x —2_£- 

v3 V3(*-l) 


dy . . x+j> 2 

dx K Ax-A } 


(9x + 7y - 5) dx + (5x + 4y - 3) dy = 0 


4x-4 
x-4y-2 


Rpta. a = 1 + ce 


VTo . -n/To , v - 2 3. 




Rpta. In [ 14 y + 12xy + 9jr -44v-6jc + 41 | -arctg(-( -- + —)) = C 

15 14 Jt + l 7 

(4x + 1 ly- 42) dx + (1 lx - 9y - 37) dy = 0 Rpta. 4x 2 + 22*>>-9j' 2 -84x-74^ = C 

dy _ 6.t + y - 12 

dx 6x-y-\2 

dv x + v -1 


Rpta. (y-2x + 4)= C(y-3x + 6) 


dx x — y — 1 


Rpta. (x-i) 7 +y~=Ke 


2arctg( -) 
x-\ 


37) (4x + 3y + 2) dx + (5x + 4y + 1) dy = 0 


dy _ 1 .t + .v-l 2 

dx 2 y x + 2 ’ 


& 

II. 

® 


Rpta. 41n | jc+ y-l | = 


x + y -1 


+ C 


Rpta. 2 arctg(-) '= ln(x + 2) + K 

x + 2 


(2x - 3y + 4) dx + 3 (x - 1) dy = 0, cuando x = 3, y = 2 


Rpta. 3(y-2) = -2(x — 1)ln(^— -) 


Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 

y 3 dx + 2(x 2 -xy 2 )dy = 0 Rpta. y 2 =x\ncy 2 


V 1 7 ft 

Rpta. arctg(- —) = — In | x + y \ +c 
x 2 


(x + y 3 )dx + (3y 5 -3 y 2 x)dy = 0 
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© 

(y + yyjx 2 y 4 + \)dx + 2xdy = 0 

Rpta. 

yjx 2 y 4 +1 =cy 2 +1 

© 

ax 2x' +3 xy 

Rpta. 

x 3 y 2 + jcy 3 = -4 

© 

(1 - xy 2 )dx — lx 2 y dy - 0 

Rpta. 

xy 2 - In x + c 

© 

x 2 (l-xy) — + (\ + xy-x 2 y 2 ) = 0 
dx 

Rpta. 

x 2 y 2 -2xv-21n x = c 

© 

(2 y 2 - 3 x)dx + 2xydy = § 

Rpta. 

2 2 3 

x y -x -c 

© 

( y 2 -3x 2 y)dx + x i dy-0 

Rpta. 

y(x — c) = x 3 

© 

2(x y 2 +1 )dy y y^dx - 0 

Rpta. 

xy 2 + 2 In y — c 

@ 

dx 

Rpta. 

1 - 2x 2 y = cy 2 

© 

y (3 - xy) dx + x (2 ~ xy) dy = 0 

Rpta. 

x 2 y 2 = c<^ 

© 

(x + 2x 2 y)dy + (2jy + 3 xy 2 )dx = 0 

Rpta. 

x 2 y(\ + xy) = c 

© 

{x 2 y + x) — -f (xy 2 - v) ~ 0 
dx 

Rpta. 

y = cxe - ** 

© 

(x 2 - 2v 3 4-3ry 2 dv = 0 

Rpta. 

>> 3 = x 2 (c-lnx) 

@ 

(x + y 3 )dx + 6xy 2 dy = 0 

Rpta. 

_l 

/ =-- + Kx 2 

3 


dy ^Jx + y+yJx-y 
dx jx + y-Jx-y 

Rpta. 

x + y]x 2 -y 2 = c 

© 

(2 + 3xy 2 )dx-4x 2 ydy = 0 sug. J = vx* 

Rpta. 

5 

2 + 5xy 2 - cx 2 













70 


Eduardo Espinoza Ramos 




dy 2 y x 3 , y x 2 

— = — + — + *tg(^-) sug. >> = VX 
dx x y x 


2 y y 3 

Rpta. x cos —— + y sen — = cx 


rfy 3x' + 3x‘>> 


cfcc 2x \y-2.y 


. y 1 x J 

3 - j- (swg.x = y = v q ) Rpta. — In [x 6 +/*] +arc. tg (—) = c 

v — 7 v ’ 2 ' ' y2 


(x + y) 2 (xdy-ydx) + [y 2 - lx 2 (x + y) 2 ](dx + dv) = 0, sug. z = x + y, u= — 

x 


Rpta. (v-x 2 -xy)(x+ y) 3 = c(y + 2x 2 + 2xv) 


21 ) 2 

dx 2x +3 xy 


Rpta. x i y 2 +xy i =-4 


22) (y 2 -In x)dx + xy 2 dy = 0 , sug. x = e", y = \fz 


Rpta. (3 - 73) In I y 2 + (1 - 73) In .x| + (3 + 73) In y 2 + (1 + 73) In ,v 


= c 


23) x 2 ydx-(x 3 +y 5 )dy = 0, sug. x = uy Rpta. 3>’ A -2x 3 = cy~ 


@ 

© 

© 

© 


x(x + Jy)dx + 2yfydy = Q; sug: y-u 2 Rpta. lnx + 4 jv—— = c 

J) At + / +1 

(3 tg x - 2 cos j) sec 2 x dx + tg x sen ydy = 0 Rpta. cos y tg 2 x = tg ’ x + c 

Pruebese que con la ayuda de la sustitucion y = ux, podemos resolver cualquier ecuacibn 
de la forma y n f(x)dx + //(x, y)(y dx - x dy) = 0 donde H (x,y) es funcion homogenea en 
x e y. 

• V ’ 

(x 2 / + x 4 V 4 + X 4 v + x 2 y 4 +y 4 +y 5 )dx-(x 3 y 2 + x 3 + xy 4 )dy = 0 


Rpta. x 4 v 3 +3x 2 >’ 3 -3v 3 -3y 4 +3x" v 2 +x 4 = Kxy 3 
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(xV + x $ y s +x S y 2 +x*y* + y' + y )dx~(x 4 y' + x*y + xy* )dy = 0 

A' 3 1 y 2 x X 3 

Rpta. — + x - +—- = c 

3 2x i lx 2 y 3.y 3 


Demostrar que la ecuacion diferencial — =- — + — - se puede transformar en 

dx y n - i (A'x + B'y m ) 

una ecuacion diferencial homogenea, haciendo el cambio de variable u = y m . 


Demostrar que la ecuacion diferencial — = —- + #a _ ) pue( j e transformar en 

dx A'y + B'x m 

una ecuacion diferencial homogenea, haciendo el cambio de variable u = y m . 


© 

II 

v* -Jf 2 

, sug: z = y 

2 xy 

Rpta. 

x 

11 

& 

@ 

= 

dx 

3jc 2 v + jc 5 3 

-— , sug: z = x 

y-x 

Rpta. 

3.y 2 - 63 /jc 3 -x 

(33) 

(2xy 

- 4x y )dx - (2 y - x 2 )dy = 0 

Rpta. 

j 2 — Jr 2 ^ + jc 4 = 


JC 

^ dy _ y 


dx 2y y -x 


Rpta. x 2 + 2xy y -3 y 6 = c 


35) (4xy 2 - 6 v) + (4 ^ 2 -3x)dy = 0 , sug. z-y 2 Rpta. x 2 -3xy 2 +2y = C 


^dy y 2 -xy 5 n A 2 2* 1 

2 - 7 - = - , Rpta. x- 5 --j>=c 

dx jcy +1 y y 


2 dy _ v + 4 Vx 


dx x-2 yyjx 


Rpta. 2x + y\[x - y 2 =c 
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(38) (2 x-y 4 )dx-4y 3 (x + \2y 4 )dy = 0 

(39) (xy 2 +y)dx-xdy = 0 

( 40 ) (x-y' )dx + 2xydy - 0, 

(41) (3x 5 +3x 2 y 2 )dx + (2y 3 -2x 3 y)dy = 0 


Rpta. x^ -xy 4 -6y* — c 
Rpta. x*y + 2x = cy 
Rpta. xe y% /x = K 

> 

Rpta. ln(x 3 + y 2 ) - 2arctg^y = k 


12.6. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS EXACTAS.- 


a) DIFERENCIAL TOTAL: 


Si es una funcion Jiferenciable en (jc ,y)eR 2 , entonces la 

diferencial total de f es la funcion df, cuyo valor esta dado por: 


df(x,y) = 


y(g» v) 

dx 


dx + 


ffte 


4v 


b) DIFERENCIAL EXACTA: 


Una expresion de la forma M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0, se denomina exacta si 

f 2 

existe una funcion /: D a R -»R tal que: 

df (x,y) - M(x,y) dx + N(x,y) dy 

Es decir, que toda expresion que es la diferencial total de alguna funcion de x e y se 
llama diferencial exacta. 


c) DEFINICION: 


Consideremos la ecuacion diferencial. 

M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0 
Si existe una funcion z = f (x,y) tal que: 

df(*iy) _... . V(x,y)_ 

M(x % )) a - 

dx oy 


N{x,y) 


... (a) 


diremos que la ecuacion (a) es una ecuacion diferencial exacta. 
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d) TEOREMA: 

La condicion necesaria y suficiente para que una ecuacion diferencial 
M(x,y) dx + N(x,y)dy = 0, sea exacta, es que: 

dM(x y y) _ 8N(x y y) 
dy dx 

Ejemplo: La ecuacion diferencial ordinaria. 

(e x sen y - 2y sen x)dx -f (e x cos y + 2 cos x)dy = 0 es exacta porque: 

... x r ^ dM(x y y) 

M{x y y) = e senj;-2ysen jc => - -e cosy-2senx 

dy 

dN(x y y) 

N(x y v) = e x cos + 2cosx => -—— = e x cos2sen* 

dx 


de donde 


dM(x,y) _ dN(x,y) 


dy dx 

e) Solucion de una Ecuacion Diferencial Exacta: 

Consideremos la ecuacion diferencial exacta. 


M (x,y) dx + N (x v) dy = 0 


Entonces existe una funcion f (x,y) tal que 


...( 1 ) 


dx dy 


... ( 2 ) 


reemplazando ( 2 ) en la ecuacion ( 1 ) se tiene: 




dx 


dy 


.. ( 3 ) 


por otra parte, si z = f(x,y) entonces su diferencial total es: 
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J: - - iiiiiu 


... (4) 


Luego al comprobar (3) y (4) se tiene: dz = 0 => z = c, es decir f (x,y) = c 

Que es la solution de la ecuacion diferencial. 


c/( x % v) 

Como -——— = M(x 9 y) integramos con respecto a x. 

dx 


f(x,y)= J. M(x,y) + g(y) 


... (a) 


donde g (y) es la constante de integration, que es una funcion que depende solo de 
la variable y, puesto que la integration es con respecto a x, derivando la ecuacion 

(a) con respecto a y es decir: -— j" A/ (x 9 y)dx + g '(>0 

dy dy J 

Como * — - - = N{x,y) entonces se tiene: N{x,y) = — (x,y)dx + g'(y) 
dv dy J 


de donde g ’(>>) = y} —— f Xf(x,y)dx, integrando 

dy J 


g(y)= ^[N(x,y)-^-^M(x,y)dx] dy>+ 


... (P) 


Reemplazando (P) en (a) se tiene la solution general de la ecuacion diferencial (1); 

d/(x 9 v) 


en forma analoga se hace para el otro caso cuando se toma 


integre con respecto a la variable y. 


dy 


- = N(x,y) y se 


0 Ejemplos: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales: 


(2 xy 2 + 2y)dx + (2x 2 y + 2x)dy = 0 


Solution 
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M ( V. v ) - 2.vv* +2 v 


| N (r, y) — 2x~y + 2x 


6M( a. v) 


= 4.vv+2 


cy 

cN(x.y) 


de donde 


cM(x,y) cN(x,y) 


= 4 xv + 2 


cv 


CJC 


por lo tanto la ecuacion differencial es exacta; 

of \ x \) 

entonces 3i (x,y). tal que —-- A/(.v,y) , de donde 


ex 


cf(x,y) 


= 2 xy 2 4 2v , integrando respecto a x se tiene: /(jc,y) = f(2jcy 2 4 2y)dx 4 g(y) 
ex J 


/( x, y) = x 2 y 2 + 2xy 4 g(y) derivando respecto a y. 
df( x -.v) _ 2 x 2 V 4 2x + g'(y) , perocomo 'J*' 1 - = yV(-Y, v) 


t*v 


dy 


se tiene N(: c, y) = 2x ‘ y 4 2jc 4 g’ ( y) 


© 


2* 2 y 4 2x4 g'(y) = 2x‘y 4 2x g’(y) = 0 => g(y) = c 


f(x,y) = x 2 y 2 +2 xy+c 


(e x sen v - 2 y sen jc)dx 4 ( e x cos y 4 2 cos x)dy = 0 

Solucion 


M(x ,y) = e x seny-2ysenjc 

N(x , y) = e l cos y 4 2 cos x 

dM(x,y) dN(x,y) 


x 2 y 2 +2 xy = K 


dM{x,y) , 

= e cosy-2sen jc 


dy 

dN(x,y) , 


dx 


- e x eos y-2 sen jc 


de donde 


ay 


ax 


, por lo tanto la ecuacion diferencial es exacta, entonces 


existe una funcion f(x,y) tal que — = M ( x , y). Luego tenemes 


Sf(x,y) 

dx 


dx 


- e x sen y - 2y sen jc , integrando respecto a x. 
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® 


f(x 9 y)= jV' sen v - 2 vsen x)dx + g(y) 
f (x,y) = e x sen y + 2 y cos a* + g{ v), derivando respecto a y. 


- = e cos v + 2 cos v + g (y), como - : -= A ( v, v) 

cy ' cv 


entonces N(x,y) = e' cos y + cosa + g'{y) 

e x cos y + 2cosx + g‘(y) = e* cos r + 2 cos a g'(y) = 0 => g{ y) = c 

Luego f (a, v) = e x sen y f 2y cos x + c c ' sen v + 2y cos a = A 

(2xy 3 + y cosx)dx + (3x“y* 4*senx)rfy = 0 

Solucidn 

| tA/(x, v) -> 

-= 6x v“ + cos A 

|A/(x,y) = 2xy + vcosx cy 

I N(x, y ) = 3x*\v 2 + sen .v cN^y) ^ ^.2 + CQS v 

L ox 

de donde f *'■'*— - - 2- - — - . por lo tanto la ecuacion ducrencial es exacta, entonces, 

dv cx 

existe una funcion f (x,y) tal que ^^ ^^ = M (a, v) . Luego tenemos: 

cx 


y) . - 2 xy* + v cos x, integrando respecto a x. 
dx 


/(x,y) = J(2xy 3 + y cos x)cix + g(y ), de donde 


/(x,y) = x 2 y 3 + y sen a + g(y), derivando respecto a y. 


— - 3x 2 y 2 + senx + g’(y), como — -- ! - 1 = N(v,y) 


cy 


cy 
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entonces = 3x 2 y 2 +sen x + g'(y) ; de donde 

3x 2 y 2 +senjc + g , (y) = 3x 2 y 2 +sen x => g’(^) = 0 =>g(y) = c 


Luego f(x, y) = x 2 y 3 + y sen x + c 


x 2 y 3 + vsenx = K 


© 


, x 1 1 x , , y 

( =— =• h— i—)</xr+( 


+--4mv?p 


\Jx 2 +y 2 x y yjx 2 +y 2 y y 

Solucion 

dM(x,y) 


M(x,y) = 


1 1 

= + — + — 
2 + V 2 * y 


N(x,y) = 


yJ x ‘ +y 

V 


I X 

4 .- 


yjx 2 yy 2 y y 


-xy 


By ( x 2 +y 2 ) v2 y 2 


5A r (x, y) 


-xy 


dx 


(x 2 +y 2 f 2 y 2 


, , , dM(x, y) cN(x, v) , , . . 

de donde - : -=- : ——, por lo tanto la ecuacion direrencial es exacta, entonces 


dy 


dx 


existe una funcion f (x,y) tal que ——— = M{x, y) . Luego tenemos: 

dx 


df{x y y) x 1 1 

- - + — + — , integrando respecto a x. 


dx 


yjx 2 +y 2 x y 


f(x,y)= J( 


Jx 2 + y 2 x y 


+ - + -)dx + g(y) 


f(x,y) = y [x 2 + y 2 +lni + ~ + g(y), derivando respecto a y. 

y 


8f(x,y) y x 8f(x % y) 

- : - T + g (y) como — -= N(x,y) 


yjx 2 + y 2 y 2 


dy 


y x 

entonces N(x,y)= ~ — - 7 + ^'0')i de donde 


Jx 2 + y 2 y 2 
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- J T + g , 0')= 7 ,V T => g’(*) = 0 => g(y) = In y + c 

,jx 2 +y 2 y yjx'+y* y y 


V 2 2 .T 

x + y 4- In jc + — 4- In y 4- c 

y 


yjx^ + y 2 + In xy 4— — K 

y 


© 


(sen jy 4* y sen jc 4- — )dx 4- (jc cos y - cos x 4- —)dy - 0 

x y 


Solucion 


M(x, y) = sen v 4 - y sen x + — 

x 

N(x , y ) = x cos y - COS jc 4- — 

y 


dM (jc, y) 


dy 

dN(x y y ) 


djc 


= cos y 4- sen jc 

= cos y 4- sen x 


, , , dM(x y y) dN(x y y) ., ,. r . . . 

de donde --—— =---, por lo tanto la ecuacion diferencial es exacta, entonces 


dy 


dx 


existe una funcion f (x,y) tal que — - — — = M(x , y). 

dx 


df(x,v) 1 

Luego tenemos -- « sen y 4- y sen jc 4- — , integrando respecto a x. 

dx x 


f (x y y) = |(sen y 4- y sen * + -^) dx + g(y) 


f(x,y) = x sen y - y cos x 4- In x 4- g(y), derivando respecto a y. 


df( x >y) _ XCOS y- COSX + g\y) como —- * N(x y y) , entonces 


dy 


dy 


N(x y y) = jccosy-cos Jc4-g'(y), de donde 

jccos v-cosx + g'(y) = xcosy-cosx + — g’(y) = — => g(y) = In y 4- c 

y y 
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Luego f (x,y) = x sen y - y cos x + lnx + lny + c 
x sen y - y cos x + In xy = K 


© 


y x 

(-— + arc. tg y)dx + (- - + arc. tg x)dy =0 

1 + x 1 1 + y* 


Soluci6n 


y 

M (x, y) =- - + arc. tg y 

l + x 2 

X 

N(x, y) =-- + arc. tg x 

1 + / 


dM (x, y) 1 1 


dy 


l + x 2 l+y 1 


8N{x,y) _ 1 1 


dx 


l + y 2 l + x 2 


, dM(x, y) dN{x,y) . . 

de donde -—— =---, por lo tanto la ecuacion direrencial es exacta, entonces 


dy 


dx 


existe una funci6n f (x,y) tal que —-- = M(x,y). 

dx 


Luego tenemos: ^ = ———- + arctg y integrando respecto a x. 

dx 1 + x 

f(x, y) = f( — '— + arc.tgy)cix + g(y), efectuando. 

J l + x 2 


f (x,y) = y arc.tg x + x arc. tg y + g (y), derivando respecto a y. 


dy 


= arc. tg x +-- + g \y) . Como 

i+/ 


dM (x, y) dN(x, y) 


dy 


dx 


entonces N(x, v) = arctg x h - r- + g \>'), de donde 

1 + _V Z 


arctg x + ——— + g'(y) = —^- + arctgx => g'(>') = 0 => g(y) = c 
l + y 2 l + y 2 


Luego f (x,y) = y arc.tg x + x arc.tg y + c 


y arc.tg x + x arc.tg y = K 
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g. EJERCICIOS PROPUESTOS. 


I. 

© 

© 

© 

© 


Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales en easo de ser exactas: 
(2 jcv- tg y)dx + (x 2 -jcsec 2 y)dy = 0 Rpta: x 2 y-x tg y = K 

(sen x sen y - xe y )dy = (e y + cos x cos y)dx Rpta: xe y + cos y sen x = K 

(y + y cos xy) dx + (x + x cos xy) dy = 0 Rpta: xy + sen xy = K 


(— + 6x)dx + (Lnx - 2)dy = 0 

JC 


Rpta: y lnx + 3x 2 -2y = K 


(cos 2y- 3x 2 y 2 )dx + ( cos 2y-2xsen 2y-2x 3 y)dy = 0 


_ sen 2y ^32 

Rpta: - + xcos2y-x y =c 


^6^ e x (x 2 e x +e x + xy + y)dx + (xe x + v)dy = 0 


© 

© 

® 


2 

^ v ^ ^ 

Rpta: a ye +^- + —— (2jc -2x + 3 )x = c 


(\+y z + xy 2 )dx + (x y + y + 2xy)dx = § Rpta: 2x + >> (1 + x) =c 

32 3 

(3x 2 tgy-^—)dx + (x 3 sec 2 y + 4y 3 +—— )dy = 0 Rpta: jc 3 lgy + y 4 + = c 

x 3 JC JC 


(2x + ^-)dx = ^-)dy 

x V J}’ 


Rpta: x 3 y + x 2 -y 2 = cxy 


.sen 2 a- sen 2 * 

(-+ x)dx + (y -— )dy = 0 

y y' 


2 2 2 
_ sen jc x +y 

Rpta: -+-— = c 

^ 2 


(Tl) ( , X-) . - .1 + 2jcv —+ (Vl-Kv 2 + ,r : - Lnx)dy = 0 

w ViT7 ' * 


Rpta: y\\ + x 2 +x 2 y — yLnx = c 
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(y-x 3 )dx + (x + y 3 )dy = 0 

(y + y cos xy) dx + (x + x cos xy) dy = 0 

(*-l) 1 vdx + [h\(2x-2) + -]dy = 0 

y 

(3x 2 + 6xy 2 )dx + (6x 2 y + 4y 3 )dy = 0 

(9.r 2 +j>-l)-(4y-l)^ = 0 
dx 

(y sen x - sen y) dx - (x cos y + cos x) dy = 0 
(3x 2 + 3xy 2 )dx + (?>x 2 y-2y 2 + 2y)dy ~ 0 


Rpta: 4xy-x 4 + v 4 =c 
Rpta: xy + sen xy = c 

Rpta: y In | 2x - 2 | + In y = c 

Rpta: x 3 +3 x 2 y 2 +y 4 =c 
Rpta: 3x 3 +xy-x-2y 2 =c 
Rpta: x sen y + y cos x = c 
Rpta: x 3 +-^x 2 y 2 -y 3 + y 2 ~c 


2x 1 

— dy + (2 In 5y + —)dx = 0 Rpta: In x + 2x In y = c 

V X 


-> 

e* (dy + 2xydx) == 3x 2 dx Rpta: ye x = x 3 +c 

e lx (dy + 2ydx) = x dx Rpta: 3 ye 2x = x 3 + c 

y 3 sen 2xdx-3y 2 cos 2 xdy = 0 Rpta: y 3 (1 +cos 2x) = c 

(ye xy cos 2x - 2e xy sen 2x + 2 x)dx + (xe™ cos 2x - 3 )dy = 0 

Rpta: e** cos2x + x 2 -3y -c 

(ax 2 + 2bxy + cy 2 )dx + (bx 2 + 2cxy + y 2 )dy = 0 Rpta: ox 3 + 3bx 2 y + 3cy 2 + y 3 =c 

(x 2 +ye 2y )dx + (lxy + x)e 2y dy = 0 Rpta: x 3 +3xye 2y =K 

(sen x + sen y) dx + (x cos y + cos y) dy = 0 Rpta: (x + 1) sen y - cos x = K 
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© 

@ 


e x (y 3 + xy 3 + \)dx+ 3y 2 (xe x -6)dy = 0 Rpta: xe x y 3 +e x -6y 3 = c 


4x 3 -e xy (y + xy') = 0 


vdx x 

dx = ~ . - +-3—3-ay 


Rpta: x 4 -e xv =c 


Rpta: I + 


i-*y l-jry* " i-*y 

(3x : + 6xy-j' :; )</x + (3;t 2 -2xy + 2y' )dy = 0 Rpta: x } +3 x 2 y-xy~+y x =c 


[ln(jc - y) + - - - }dx + [ln(jc -y)- ~ —]dy = 0 Rpta: (x + y) In (x - y) = c 


x-y 


x-y 


y x 

(— + In y) dx + (— + In x) dy = 0 
x y 


Rpta: ylnx + xlny=c 


33) secx(tgx. tg y + y secx)dx + (sec x. sec 2 y + tg x)dy = 0 Rpta: sec x. tg y + y tg x - c 

(1 + tg(xy))c/x + (sec(xy). tg(xy) + x sec 2 (xy)).(x dy + y dx) = 0 

Rpta: x + sec (xy) + x tg (xy) = c 

35) (5x 4 -9x 2 y 2 + 5y 4 )dx + 2xy(10y 2 -3x 2 )dy = 0 Rpta: x 5 -3x 3 y“ +5xy 4 = K 


(1 4 -In xy)dx + (l + — )dy = 0 

y 


Rpta: x In (xy) + y = K 


37) (ye x + e y )dx + (e x + xe v )dy = 0 

yCz - l ~r '> dx +*4 + , 1 w ’ Mk = 0 

2 ( x -^) 2 2 ( x -_ y ) 2 

y(e^ + y)dx + x(e' x;v + 2y)dy = 0 


Rpta: ye x +xe } =K 


Rpta: ™+-?- = K 
2 x-y 


Rpta: e xy + xy 2 - K 


— dy- (—— + x)dx ~ 0 
x 2x~ 


Rpta: y 2 - x 3 = cx 
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(xy 2 - y)dx 4- x(xy -1 )dy = 0 

Rpta: ln(ALvy) = - — 

xy 

® 

(cos x. cos y - ctg x) dx - sen x.sen y dy = 0 

Rpta: sen x cos y = In (K sen x) 

® 

~ , dx dv 

lyax 4- 3xdy = — - — 

xy / 

Rpta: a 2 y 3 = — b c 

y 

® 

( 2 x + y cos xy) dx + x cos xy dy = 0 

Rpta: a 2 +sen(A>>) = c 

© 

(2jcv -h 1 + In x)dx + x 1 dy - 0 

Rpta: x (xy + In x) = K 

@ 

(2 ye 2x 4- 2x cosy)dx + (e 2x - x 2 sen y)dy = 0 

Rpta: ye 4- a cos y-c 

© 

(2 xy + x 3 )dx -h (jc 2 + y 2 )dy = 0 

x 4 y 3 

Rpta:- h — + x 2 y = c 

4 3 

® 

(2xe y + y ' e x 4 - 2x)dx 4 - (A~e^ + 2ye x )dy = 0 

Rpta: x e' +y*e* + a 2 =c 

® 

(e x sen y - 2y sen x)dx + (e x cos y + 2 cos x)dy 

= 0 Rpta: e x sen y + 2y cos a 

® 

(ye* cos 2a* - 2e xy sen 2x + 2x)dx + (a^ a> cos 2 a - 3) dy = 0 



Rpta: e™ cos 2 a 4- a 2 ~3y = c 

® 

(2xy 2 + 2y)Jjc 4- (2 a 2 7 4- 2xj!/y = 0 

Rpta: A 2 y 2 +2Ay = c 

® 

( x 2 + v 2 + 2x)dx + 2xy dy - 0 

r 3 , 2 

Rpta: —+ xy~4-A =c 

® 

(a 3 - 3xy 2 + 2)dx-{3x l y~y 2 )dy = 0 

0 v 4 3xV , y 3 

Rpta: -— + 2a + — = c 

4 2 3 

© 

2xd, = 0 

J v 4 

Rpta: a 2 -y 2 - cy 3 

© 

>A y_1 dA + A v In A dy = 0 

Rpta: a v = c 
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(sen y + vsen x + — )dx + (xcos >>-cos /+— )dv = 0 Rpta: x sen y - y cos x + In xy = c 

x / y 


y + sen x.cos 2 xv , , x \ . f ^ 

'-dx + ( -;-+ senj*)tfy = 0 Rpta: tg xy - cos x - cos y = c 


cos" xy 


cos" xy 


(— sen — —— cos(—) +1) dx + (— cos(—) - sen(—) + ~^r)dy = 0 

y y j r x x x y 2 y y- 


_ ,x v I 

Rpta: sen(—) - cos(—) + x - =c 

x y y 


® 

(to) 


(1 + e y )dx + e y (1 - —)dy = 0 

y 


Rpta: x + ye y = c 


Rpta: x 4 + x 2 y 2 + y 4 = c 


cx( 2x +y )dx + y(x +2 y )dy = 0 
[n cos (nx + my) - m sen (mx + ny)]dx + [m cos (nx + my) - n sen (mx + ny)] dy = 0 

Rpta: sen (nx + my) + cos (mx + ny) = c 


(x + 3) 1 cosydx -(sen y. ln(5x +15 )-—)dy = 0 Rpta: cos y . In (5x + 15) + In y - c 


© 

v : -2x : 2 v 2 -x 2 

— 2 — T dx+ -j — r dy =° 

xy -x y ~x y 

Rpta: x 2 y 2 (x 2 -y 2 ) = c 

® 

—- dx + (2 v ln(——) + 3 sen y)dy - 0 

x 2 + 3x x + 3 

Rpta: v 2 ln(- - —) - 3 cos y - c 
x + 3 

© 

(cos 2y - 3 x 2 y 2 )dx + (cos 2 y - 2x sen 2 y - 

2 x z y)dy - 0 



Rpta: 2xcos2y-2x 3 ^ 2 + sen2 y 

© 

(--In y)dx + (In x-—)dy = 0 

x y 

Rpta: ylnx-xlny = c 
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© 

© 

® 

II. 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


(x 3 + e x sen y + y 5 )dx + (2>xy z +e x cos y + y J )dy = 0 


2 , . -v 


Rpta: x 4 +y 4 + 4xy j +4e x seny = K 


[ln(ln(x-y)) + 


I 




In(x-y) x-y ln(x-y) x — y 


]dy = 0 Rpta: x In (In (x - y)) = K 


dy _ x-y cosx 
dx sen x + y 


Rpta: x 2 -y 2 -2ysenx -c 


(x 2 +—)*& +(In x + 2y)dfy = 0 Rpta: x 3 + 3y In x + 3y 2 = c 

x 

Resolver las ecuaciones diferenciales con las condiciones iniciales dadas. 

3y(x 2 - l)^/x + (x 3 + 8y-3x)afy = 0 , y (0) = 1 Rpta: xy(x 2 -3) = 4(1 - y 2 ) 

(1 -xyY 1 dx + [y 2 + x 2 (1 ~xy)~ 2 ]dy = 0 , cuando x = 2, y =1 

Rpta: xy 4 -y 3 +5xy-3x = 5 

(xy 2 + x-2y + 3)dx + x 2 ydy = 2 (x + y)dy , cuando x = 1, y - 1 

Rpta: (xy-2) 2 +(x-3) 2 = 2 y“ + 15 

x x 2 

(x + e y )dx + e y (1 --)dy = 0, y(0) = 2 Rpta: — + ye y = 2 

y 2 

2x v* — 3x 

— dx + ——- dy = 0, y | x=1 = l Rpta:y = x 

y y 

(4x - 2y + 3) dx + (5y - 2x +7) dy , y (1) = 2 Rpta: 4x 2 -4xy + 5y 2 + 6x = 5 

(2xsen y+ 2x + 3y cosx)d[x: + (x 2 cosy+ 3sen x)dy = 0 cuando x = y, y = 0 
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(?) (ye 2 ' -3xe 2} )dx + (^ — 3x 2 e 2y -e } )dy = 0 , y(l) = 0 

Rpta: ye 2x -3x 2 e 2y -2e y +5 = 0 

(?) (2xy-3)dx + (x 2 + 4y)dy = 0 , y(l) = 2, Rpta: x 2 y-3x + 2y 2 = 1 

@ (2vsen x cos x + y 2 sen x)dx + (sen 2 x- 2y cos x)dy = 0 , y (0) = 3 

Rpta: y 2 cosx-^sen" x = 9 


^ 2 ^ 

(n) : - -dx + - - Y~dy = 0,y(-l) = 2 Rpta: -3y + 2x + y 2 = 2xy 

x 2 xy 

(l2) (3 jc 2 jk 2 -y 3 +2x)dx + (2x'y-3xy~ +\)dy = 0 , y (-2) = 1 


III. 

© 

© 

© 


Demostrar que la ecuacion diferencial homogenea (Ax + By) dx + (Cx + Dy) dy = 0 es 
exacta si y solo si B = C. 

Demostrar que la ecuacion homogenea (Ax 2 + Bxy+Cy~) + (Dx 2 +Exy+Fy~)dy = 0 es 
exacta si y solo si B = 2D y E = 2 C. 

Determinar los valores de a y b para que la ecuacion diferencial sea exacta y 
resolverla 


a) (y + x 3 )dx + (ax + by 3 )dy ® 0 

b) axy dx + (x 2 + cos y)dy = 0 


c) xy* dx + ax 2 y 2 dy = 0 


Rpta: a = 1, b e R 

Rpta: a =■ 2, x * 0 
3 

Rpta: a = — 


d) (ax + b)vdx + (x 2 +x + — )dv = 0 

y 


Rpta: a • 2, b - 3 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 

@ 


e) av(>>-cos>Odx + x‘(l + sen>Od[y = 0 Rpta: a = 2 

f) ( xy 2 + bx 2 y)dx + (x + y)x 2 dy = 0 Rpta: b = 3 

g) (ye 2 *' + x)dx + bxe AJcy dy = 0 Rpta: b= 1 


(2xy-3x 2 )dx + (x 2 + y)dy = 0 Rpta: x 2 y - x 3 = C 

y(2xy 2 -3)dx + (3x 2 y 2 ~3x + 4y)dy = <d Rpta: y(x 2 y 2 -3x + 2 y) = C 

(x + sen y - cos y)dx + x (sen y + cos y)dy = 0 Rpta: x 2 + 2x(sen y - cos y)-C 

x(3xy-4y 3 + 6)</x + (x 3 -6 x 2 y 2 -1 )dy - 0 Rpta: x 3 y-2x 2 y 3 +3x 2 -y = C 

(sen y + 2xcos 2 y)dx + x cos y(2x sen y+ \)dy = 0 Rpta: xsen>’-x 2 cos 2 y = C 

(xy 2 + y-x)dx + x(xy + \)dy = 0 Rpta: x 2 y 2 +2xy-x 2 = C 

2x(3x + y~ye ~ x )dx + (x 2 + 3y 2 + e x )dy = 0 Rpta: x 2 y + y 3 + 2x 3 ± ye * -C 


2.7, FACTOR DE INTEGRACI6n.- 

Consideremos la ecuacion diferencial de la forma: 


M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 


... ( 1 ) 


Si la ecuacion (1) no es exacta, se puede transformar en exacta, eligiendo una funcion u 
que pueda depender tanto de x como de y de tal manera que la ecuacibn 


u(x,y) M(x,y)dx + u(x,y) N(x,y)dy = 0 


( 2 ) 


sea exacta, entonces a la funcion u(x,y) se llama factor integrante o factor de integration. 

Como la ecuacion (2) es exacta, entonces se cumple 

du(x,y)M{ _ x 1 y 1 = du(x,y)N{x.y) . de don(je 
dy dx 
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l/f , , du(x,y ) dM(x,y) du(x,y) dN(x,y) 

M{x,y )—-- + u(x,y )---= N(x,y )—--(- u(x,y)- 


cv 


8y 


8x 


cx 


de donde agrupando se tiene: 


M(x , y) 2 ^ _ N{x , y) y). 

dy ox dx dy 


Para determinar el factor integrante consideremos los siguientes casos: 
ler. Caso: Si u es una funcion solo de x. 
du(x 9 j) 


entonces 


dy 


- = 0 . Luego de la ecuacion (3) resulta: 


., ) Mpyl . 


CX 


cx 


dy 


dx dy % 8x 

fMi)- mtegr a„d„ 

u(x) N(x,y) dy dx 

|-*w = r J _ 

J n(jc) JN(x,y) dy cx J 


donde f M , 

dx 


Como f 

J u(x) 


N(x, y) dy 

[f(x)dx In u(xj = f/ (x)dx 


... (3) 


u(x) = e J 


I/(»></» 


2do. Caso: Si u es una funcion solo de y, entonces ° ^ = 0 


ox 


Luego de la ecuacion (3) resulta: 
Xf < v . v) = 


)w( v) , de donde 


C.T 


GT 
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My) = 

u(y) M(x,y)' dy 


1 ,8M(x,y) 8N(x,y ) w 

(—----)4v = g(v)4v 


GX 


donde 


M(x,y) dy 


dx 


My) 

u(y) 


= g(v)dy integrando se tiene: => In u(y) = jg(y)dy 


u(y) 


"ly» 


'•) = *•' J 


3er. Caso: En muchos ejercicios el factor integrante esta dado en un producto de 
dos funciones f(x) y g(y), es decir, u(x,y) = f(x)g(y) que reemplazando en la 
ecuacion (3) se tiene: 


W(, V, v. 11 .Mfi£l )/(<) ,g (y) 


qy 


dx 


dx 


qy 


A/(.v, y)./(x).g ■(>■) - N(x,y).f \x).g(y) = ( dN{ *’ y) ° Mi *^ )f{x)g{y) 

cx dy 


esta expresion es lo mismo escribir en la forma: 


{ pM(x,y) _ m±y) )f(x)g(y) = N(xt y)f U)g(y) _ MU y)f(x)g \y) 
cy cx 


8 "«*■') mx - y) . V,,, 


8y 


cx 


/(-<) 


g(y) 


... (4) 


donde M y N son funciones conocidas, de la ecuacion (4) por inspection se puede 
determinar las funciones f(x) y g(y). 


4to. Caso: Para ciertos ejercicios su factor integrante es de la forma z/(x,y) = x"y m , 
donde n y m se determinan mediante la condition necesaria y suficiente de 
las ecuaciones diferenciales exacta. 
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a. Ejemplos: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 
(?) (\-x 2 y)dx + x l (y-x)dy = 0 

Solucion 


M = 1 - jc~ y 
N = x 2 (y-x ) 


dM _ 2 

dy 

dN , , „ 

dx 


dM 6N 1 ... 

como-* —, la ecuacion diierencial no es exacta. 

dy dx 


Sea /(*) = — (—-—)= ~* 2 ~(~3* 2 +2xy) = _2 
W dy x 2 ( 7 -at) at 


el factor integrante es u(x) = e 


-j 


/(*)«** 

— € J * 


u(x) = e 


—2 In x ^ 


w(x) = * 


al multiplicar a la ecuacion diferencial por w(jc) = — 

x 2 


es decir: (— -~y)dx + (y — x)dy = 0, que es exacta. 
x 2 


En efecto: 


M- — -y 
x“ 

N = y-x 


dM 

dy 


= -\ 


dM dN i ... . . 

como-=- la ecuacion diierencial es exacta. 

dN ^ dy dx 


df{X n V') df(Xy V) 1 

3 f(x,y) tal que -= M , de donde —^— = — -y , integrando respecto a x. 

dx dx x' 


/(*, y) = f(-f - y)dx + g(y) = - f - xy + g(^) 
Jx 2 x 
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/(x, y) =- xy + g( v) , derivando respecto a y. 

X 


df(x,y) df(x,y) 

= -jc + g , como --- Tv entonces 




5y 


W = -.v + g'(.y) => -x + g'(y) = y-x => g'(> ; ) = >’ => g(y) = — + C 


1 v 

Luego f(x,y) = - xy + — + C 

x 2 


xy~ —2x y - 2 = Kx 


© 


— dx + ( v 3 - In x)c(y = 0 


Solucion 


M 

x 

,3 


TV = y - In x 


dM 1 

dy x dM dN ., . . . 

; como —-— * , la ecuacion direrencial no es exacta. 


cW _ 1 

<3x jc 


dy cx 


0 , v 1 dM dN 1 1 , L x 

Sea g(y) = - — (—- —) =-( — (—)) 

M dy cx y x x 


g(y) = 

V JC v 


g(y )=— 
y 


f f 2 dy 

\g(y)dy I Z~ 

Luego el factor integrante es, u(y) = e J - e* y 


u(y) = e 2ln y - — v — , que multiplicado a la ecuacion diferencial dada se tiene: 


V* 


-dx + (y- ^-£-)dy = 0, que es exacta, 
xy y- 


M =- 


xy 


XJ lnx 

N = y -- 

y 


dM 

1 

dy 

V 

oN _ 

1 

dx 

xy 2 


En efecto: 
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„ dM dN 1 .. ... 

Como-= — , la ecuacion diferencial es exacta 

dy dx 


3 f(x,y ), tal que ^ = M , de donde ^f(x,y) _ J_ | nte g ranc j 0 reS p e cto a x. 


ex dx xy 

f(x> y) = f— + g00 = —+ g(>0 derivando 
J xv v 


df(x,y) lnx v x 0 df (x, y) xr 

- = -__ + g (y ). Como-= j V, entonces 

dy y- dy 


In v 

N = -+ g '(y) de donde se tiene: 

v* 


Inx „ . lnx (/ . . , y~ „ 

— Y+g (y) = y —r => g(y) = y => g(y) = —+c 


y 


V 




, . In x y * _ 

Luego J(x,y) = -+ —+ C 

y 2 


(xy + x 2 y + y 3 )dx + (x 2 + 2y 2 )dv = 0 


v 2 


Solution 


| M = .xy -f x 2 y + y 3 
I N = x 2 + 2y 2 


dM 2.2 

-= x + x + 3y 

dy 


dN 


ox 


= 2x 


^ dM dN .. .... 

Como -^ — la ecuacion diferencial no es exacta. 

dy dx 

Sea u (x,y) = f (x) . g (y) un factor integrante para esto, empleamos la ecuacion (4) 


5M dN _ v /'(x) M g\v) 
dy dx f ’( y) g \y) 
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x+x 2 + 3y 2 -2x = (x 2 +2y 2 )^^-(xy + x 2 y + y 2 )^-y- 

f(x) giy) 

X 2 +3/ -x = (x 2 +2y 2 )£^-(xy + x 2 y + y i )^l 

fix) g(y) 

f'(x) _ ^ 

fix) ’ . j In fix) = 2x ^ f f(x) = e 2x 

g '(>>) _ 1 In g(y) = \ny lgOO = .y 
giy) y 

Como n(x,y) = f(x).g(y) = ye 2( factor integrante ahora multiplicamos a la ecuacion 
diferencial por el factor integrante u(x y y) = ye 2x . 


ye 2x (xy + x 2 y+ v 3 )dx + ye lx (x 2 + ly 2 )dy = 0 
es una ecuacion diferencial exacta, es decir: 


M ~ ye 2x (xy + x 2 y + 
M = ye 2x (x 2 +2y 2 ) 


dM 2x /*■> . 0 2 , A 

-= e (2xy + 2x _y + 4y ) 

qv 

pit 

= e 2x (2xy + 2x 2 _y + 4y 3 ) 
fix 


fiM fi.V 

Como -= — , la ecuacion diferencial es exacta. 

dy fix 


3 /(x,j;),tal que —— ~ A/ , de donde. 

fix 


fi/"(x, ) ) 2x / , 2.. , ,3 




= (x^ + x j + y*) integrando respecto a x. 


f(x,y) = [ye 2x (xy + x 2 y + y 3 )dx + g{y) = ^- J 'd{e 2x {x 2 + y 2 )) + giy) 


f (.v, y) = f—e 2x (x 2 + y 2 ) + giy) derivando respecto a y. 
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= u'~ \ jO • Como *' ^ 7 * * - V entonces. 

by by 

N = ve 2x (x 2 +ly 2 ) +g'(y), de donde 

y -e 2 \x 2 + 2y 2 ) +g'(y) = ye 2x (x 2 + 2v 2 ), simplificando £’(>0 = 0 => g(y) = C 


2 ,2x 

Luego f (x y y) = —^— (x 2 + j 2 ) + C 


.. ye 


2 2a- 2 2 


(*+/) = * 


(7) 2 ydx-xdy = xy 3 dy 


Solucion 


2y dx - (x + x>> 3 )dy = 0 
cM 


(D 


M = 2y 

\ N = -(x + xy> } ) 


= 2 


como —— * ~ , la ecuacion diferencial no es exacta. 
dN , 3 dy & 


Sea m(x, jy) = x m > ,w un factor integrante, entonces. 


2x> n+1 rfx-(x m+ y+x m+ y +3 </y = 0 


cm aw 

para que sea exacta debe cumplirse -=- 

by dx 


[m = 2 x m y n+1 


| N = -(x m+l y n + x m+l y n+3 ) 


— = 2(n+l)x m y n 
oy 

— = -(rn+l)(x m y n + x m y n+3 ) 
d x 


igualando tenemos 2(^-fl)x /;i v” = ~(m + \)x m y n -(m + \)x m y n+3 


f„--i 

I m = -1 


[2<« + 1) = -(fft + l) 
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por lo tanto el factor integrante es u(x,y) =— que al multiplicar a la ecuacion (1) se 

*y 

tiene: — dx-(— + y 2 )d\ = 0, que es exacta, en efecto: 

x y 


M 

x 

N = -(- + y 2 ) 

y 


cM 


= 0 


(\ x df(x % y) 

entonces 3 /(x, y) tal que --— = M 

dN _ {) 

ex 


df(x,y) 2 

de donde - : -= —, mtegrando respecto a x. 


CX X 


f(x , y) = j*— dx + g(y) = 2 In x + g( y) derivando 


df(x, v) . , df(x,y) XT 

' = g O'), pero como — = N entonces 


dy 


cy 


A f = g\y) => -(-+ v 2 ) = g’(>’) => g(>’)“-(in y + ~*) + c 

y 3 


Luego f (a% jy) = 2 In x — In y — + c 


2 In x - In v - — - K 
3 


© e x dx + (e x c tg y + 2 y cos ecy)dy = 0 


Solucion 


I M = e x 


{N = e x c tg y + 2 y cos ecy 


dN x 
— = e cot v 
cx 


Como — * la ecuacion diferencial es exacta, 

dy dx 












96 


Eduardo Espinoza Ramos 


1 dM 3N 0-e x ctgy 

Sea g(v) = -(-) =-— 

5 M 3y dx e x 

I g(y)dy fctg ydy 

g(y) = ctgy => u(y) = e J =e J 
u(y) = e ln(sen v ) = sen y => u (y) = sen y 

ahora multiplicanios a la ecuacion diferencial por u (y) = sen y, es decir: 
e x sen y dx + (e 1 cos y + 2 y)dy = 0 , que es una ecuacion diferencial exacta. 


en efecto: 


M = e x sen y 


[N = e x cosy + 2y 


dM 

-- e cos y 

dy 

3N 


cx 


• = e cos y 


Como = — la ecuacion diferencial es exacta. 

dy dx 


entonces 3 /(x,y) tal que - —- = M de donde 

at 


df(x,y) 

dx 


= e x sen y , integrando respecto a x. 


J* e x sen ydx + g(y) = e x sen y + g(y) derivando 


df(x,y) x . df(x, y) 

_ = e cos y + g (y), pero como ---= N entonces 


ox 


dy 


N = e x cosy + g'(y) de donde se tiene: 

e x cosy + g’(y) = e* cosy-f 2y => g'(v) = 2y => g(y) = y‘+C 


Luego f(x,y) = e x sen y+ y~ + C 


e x sen + y“ = K 
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(x cos y - y sen y) dy + (x sen y + y cos y) dx = 0 

Solucion 


M - x sen y + y cos y 
[jV = x cos y — y sen y 


cM 

- = x cos y + cos y — y sen y 

dy 

dN 

-= cos y 

dx 


Como 


dM dN 
dy dx 


la ecuacion diferenciai no es exacta. 


_ __ . 1 ,c\f dN . xcos v + cos v — y sen y-cos y , 

Sea f(x) = — (-) =-= 1 

N dy dx xcosy-yseny 


f f(x)dx 

Luego el factor de integracion es w(x) = e J —e x ahora a la ecuacion diferenciai, lo 
multiplicamos por el factor integrante u(x) = e x , es decir: 


{e x x cos y -e x y y)dy + {xe x sen y + ye x cos y)dx = 0 

que es una ecuacion diferenciai exacta, en efecto. 

cM 


M = e x xsen y + e x ycosy 
N = e x x cos y - e x y sen y 


= xe cos y + e cos y — ye 
dy 

dN 

— = xe cos y + e cos y - ye 
dx 


Como — = — la ecuacion diferenciai es exacta. 
dy dx 


df(x, v) 

entonces 3 /(x,^) tal que --= M , de donde 

dx 


c/{x,y ) 


sen y 

sen y 


= xe x sen y + ye x cos y integrando respecto a x. 
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f (*> y) - xe X sen y “ e ' sen y + ye cos y + g(y) derivando 


y) _ xe % cos y_ e COS y + e » COS y _ y e ' y + g 


of(x,y) x x df(x,y) 

■ = xe cos y - ye sen y + g (_y), pero como -— -= N 


dy 


8 y 


N = xe x cos y — ye x sen y + g' (y ), de donde se tiene: 


xe x cos y-ye x sen y + g’(y) = xe x cosy- e x y sen y => g’(y) = 0 => g(y) = C. 


Luego /(x, y) — xe x sen y — e x sen y + ye x cos y + C 


xe x sen y - e x sen y + ye x cos y = K 

Observacion: Veremos un caso particular de factor integrante, por ejemplo, hallar un 

factor integrante u = (p(x + y 2 ) de la ecuacion diferencial 

(3 y 2 - x)dx + (2y 3 -6 xy)dy - 0 y luego resolver la ecuacion. 


Solucion 


\M =3y 2 -x 

[N = 2y* - 6 xy 

La ecuacion no es exacta, ahora calculamos el factor integrante de la forma 

2 > cz cz 

u = cp(x + y ) = (p(r) donde z = x + y~ "=> —-1, — = 2 y 

dx dy 


8 M 

8 y 

8N_ 

dx 


= 6 y 


-by 


8 M 8N 

como -^ —- 

dy dx 


Como 


8 M 

8 y 


8 N du 8u 

- = N - M - 

dx udx udy 


entonces 


6 M dN d \n{u) 6 In u 

-— = ]\J - M - 

dy dx dx dy 


...( 1 ) 
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In 1 / d In u dz d In u 


dz ox dz 


dx 

c\nu d In u dz 


= 1 v - 


d In u 


cy dz 1 cy dz 

reemplazando (2) en (1) se tiene: 

dM dN xr d\nu d In u cM dN , w ^ tM d\nu 

-= N - M2v - =>- = (N-2vM) - 

dy dx dz dz dy dx dz 


~.< 2 ) 


6 v + 6 v = (2 y* - 6 xy - 6 y 3 + 2xv) 


d\na , _ * , 2 K d\nu 

—— =^> \2y = -4y(y + x) —— 

dz dz 


d\nu 3 3 _ dz 

-=--— entonces r/(ln u) - -3 — 

dz y 2 +. x z z 

-5 1 1 

integrando se tiene: In u = -3 In z = In 2 J ; levantando el logaritmo u - — = — -- - , 

z 3 (/+x) 3 

multiplicando a la ecuacion diferencial se tiene: 


A dx +— ^^dy~0 es una ecuacion diferencial exacta. La solucion se 


(}’ 2 +x) 3 


(y* +x) 


obtiene agrupando, tenemos d{ 


y-r 

/ 2 2 
(x-y ) 


)~0 integrando 


.v v “ 


(x+r ) 2 


= c 


.. x-y- =c(x + y~y 


a. Combination Integrable. 

En una ecuacion diferencial M (x,y) dx + N (x,y) dy = 0, para encontrar un factor de 
integracion en muchos casos es dificultoso, sin embargo mediante el reconocimiento 
de ciertas difereneiales exactas comunes, se puede obtener la solucion en forma 
mucho mas practica, a esta forma de agrupamiento de los terminos de una ecuacion 
diferencial denominaremos combinacion integrable. Esta forma de resolver las 
ecuaciones difereneiales es mucho mas rapido, sin embargo requiere de un buen 
conocimiento de difereneiales y una cierta pericia en determinar como deben 
agruparse los terminos y para esto daremos algunas sugerencias de difereneiales 


exactas. 
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1 ° x dy + y dx = d (xy) 


3" i. 


5° = 

xy x 


7 . 

V--V- 2 Jt-y 


9° 


11 c 


’*-**->■ .^ 

W j3 ->' 2 r 

x dy 4 v dx 

7 *> 

•O'" 


= rf(—) 

xy 


6 ° 


8 ° 


10 ° 


12 ° 


xdx ± >’dv 

= ^(* 2 ±y 2 ) 

xdy - ydx 

x v 


</(--) 

V" 


xdj - vdx 

, V* 


= d(arctg(—)) 

X“ 4 V 

A* 

xdv - vdv 

1 + 


= -^(--) 

(x-y) 2 

2 x~> 

ydx - xdy 

II 

i 

(x + y) 2 

2 -v + .v 

dx 4 d>’ 



</(ln(* + >)) 

X4 V 



xdv+vdx 

13° —-—-— = d(ln(xv)> 

XV’ 


Ejemplos: Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes: 

(?) (x 2 + v 2 )(x dv 4 v dx) = xy(x dy - y dx) 

Solucion 

La ecuacion diferencial dada expresaremos asi: 

. ^ c ! x = , de acuerdo a las sugerencias 6 y 13 se tiene: 

xy x~4>* 

y 

dLn(xy) = d(arctg(—)) integrando se tiene: 
x 

[d ln(xy) = f d (arctg(— ))dx + C , de donde ln(x}’) = arctg(—) 4 C 
J j x x 
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3y dx + 2jc dy + 4 xy 2 dx + 3jc 2 y dy - 0 


Sojucion 

2 


Multiplicando a la ecuacion dada por x y , .es decir: 
3x 2 y 2 dx + 2x* y dy + 4x 3 y 3 dx + 3x 4 y 2 d = 0 


de acuerdo a la sugerencia l°setiene: d(x 3 y 2 ) + d(x*y 5 ) = 0 integrando se tiene: 
Jd(jc 3 y 2 ) + J(dx 4 y 3 ) = C de donde jc 3 y 2 + jc 4 y 3 = C 

(5) ;cc/y - yr/jc = x 2 yjx 2 - y 2 dx 

Solucion 

A la ecuacion diferencial dada, escribiremos asi: 
xd\ vdx _ aC uerdo a la sugerencia 9° se tiene: 


Xyjx 2 ~ 


y 


v x L f 

c/(arcsen(—)) = d{ —) integrando se tiene: | J(arcsen( 
x 2 J 


-))= ta(—)+C, de donde 
jc J 2 


© 


y r* 

arcsen — =— + C 
jc 2 


x 3 dy~x 2 y dx = x 5 ydx 


Solucion 


A la ecuacion diferencial dada expresaremos: jc dy - ydx — x ydx , para x * 0 

= x 2 dx, de acuerdo a la sugerencia 5° se tiene: d ln(—) = d( —) integrando. 
xv x 3 


jdin (—)= + de donde 


ln(—) = ~+C 
JC 3 
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(s) yjy 2 —1(1— vV-x 2 -1 )dx + 4x 2 -1(1- xyfy 2 -\ )dy = 0 

Solucion 

La ecuacion diferencial dada expresaremos asi: 

7.v 2 -1 dx-yyjx 2 -\yjy 2 -Idx + Jx 2 -1 dy -x4x 2 -1 Jy 2 -\dy = 0 

yjv 2 -\dx + yjx 2 -\dy -^Jx 2 -1 \Jy 2 - 1 (ydx + xdy) = 0 

-r - (vdx + a*/v) = 0, de acuerdo a las sugerencias del 1 ° se tiene: 

yjx 2 -1 yjy 2 -1 

_ - = - </(.u) = 0. intcgrando f I * /*.' ■ - f</(vt) = C 

ylx 2 -1 V/ 7 ! J ^ 2 -l J V / 7 7 i J 

dedonde: In | x + yjx 2 - 11-In | y + ^y 2 -11 -xy = C •••(!) 

por lo tan to (1) expresaremos asi: arccoshx - arccoshy = xy + C, de donde 
cosh (arccosh x -4 arccosh y) = cosh (xy + C) 

xy + senh (arccosh x). senh (arccosh y) = cosh (xy + C) 

.» -* 
e — e 

ademas se sabe que , senhx = - Luego se tiene: 


arccos/iA -arccos/i.v arc sen hv _ arc sen hy 

xy + (----)(----) = cosh(.v>’ + C) 


© 


dy _ y(xy + l) 
dx y ( \-x z )-x 


Para x = i; y = -2 

Solucion 


dv _ > t (aj + 1) 
dx j - (l — x * ) — x 


[ v (1 - a 2 )-x]dy = y(xy + 1 )dx 
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y dy - yx 2 dy — xy 2 dx • y dx , agrupando y dy - (yx 2 dy + xy 2 dx) = xdy + ydx 


2 2 

x y 


mediante la sugerencia de 1° se tiene: ydy-d( -) = d(xy) integrando 


^ydy-^d(^—^—)= ^d(xy) +K , de donde y 2 -x 2 y 2 =2xy + C 

para x = 1, y = -2, se tiene 4 - 4 = -4 + C => C = 4 

2 2 

Luego la solucion particular es: (1 - x )y - 2xy = 4 


(?) (y+x(x 2 + y 2 ))dx + (y(x 2 + y 2 )-x)dy = 0 

Solucion 

A la ecuacion diferencial expresaremos asi: 
y dx + x(x 2 + y 2 )dx + y(x 2 + y 2 )dy - xdy = 0 , ahora agrupamos 


—— + xdx + ydy = 0 , mediante la sugerencia de 2° y 6° se tiene: 
x 2 + v 2 


-d(arc. tg (—)) + -d(x 2 +>> 2 ) = 0 , integrando - f</(arctg(—)) + - f d(x 2 + y 2 ) = C 
x 2 J x 2 J 


-2 arctg(—) + x 2 + y 2 = K 
x 


® x + 2xl\ - y 2 cos y 
• arc. sen yt/x +- . -= 

\/l-v 2 


0 

Solucion 


xc/jy 

A la ecuacion diferencial dada expresaremos asi: arc. sen ydx + —===== + 2 cos = U 


d (x .arc.sen y) + 2 cos y dy = 0, integrando 
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d( x arcsen>')+ 12 cos ydy = C de donde x arc.sen y + 2 sen y = C 


b. EJERCICIOS PROPDESTOS. 



Resolver las siguientes ecuaciones 

diferenciales: 

© 

(xy 3 + \)dx + x 2 y 2 dy = 0 

Rpta. 2x 3 y*+3x 2 =c 

© 

y 2 dx + x 2 dy - 2xy dy = 0 

Rpta. xy-y 2 = Kx 

© 

(x 2 +y)dx-xdy = 0 

Rpta. x 2 - y = Kx 

© 

(2 xy 2 -3y 3 )dx + (7-3xy 2 )dy = 0 

Rpta. x 2 y-3xy 2 -7 = Ky 

© 

ydx + (2x - ye y )dy = 0 

Rpta. xy 2 -y 2 e y +2ye y -2e y = K 


(/ -l-x 3 )dx + %xy 3 dy = 0 

Rpta. TI(7 /+x 3 ) = ^ 

© 

( 5x 3 +3xy + 2y 2 )dx + (x 2 + 2 xy)dy = 0 

Rpta. x 5 +x 3 y + x 2 y 2 = K 

© 

x 2 y 2 dx + (x 3 y + y + 3)</y = 0 

_ Ar 3 y 3 +^ 3 3j> 2 

Rpta. -H - = c 

3 2 

© 

x 2 dx - (x 3 y 2 + y 2 )dy — 0 

Rpta. e~ y (x 3 + 3) = c 

© 

{xy 2 +x 2 y 2 + l)dx + x 2 ydy = 0 

Rpta. e 2x (x 2 y 2 +3) =c 

© 

e x (x+\)dx + (e y y-xe x )dy = 0 

Rpta. 2xe x ~ y + y 2 = c 

© 

(x - x 2 y)dv - y dx = 0 

Rpta. 2 y-xy 1 - cx * 0 

© 

(5x 3 y 2 +2y)dx + (2>x 4 y + 2x)dy = 0 

Rpta. x 5 y*+x 2 y 2 =c 

© 

(e x + xe y )dx + xe y dy = 0 

r e 2 * 

Rpta. + —dt = K 

Jo ( 
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(j?) ( 3x 2 y + 2xy + y*)dx + (x 2 + y])dy = 0 

(Tb) dx + (—~ sen y)dy = 0 

y 

( 17 ) y dx + ( 2xy -e~ 2y )dy = 0 

(18) (a* 2 + y 2 + 2x)dx + 2yrfy ~0 

© (3a 2 -y 2 )dy - Ixydx = 0 


Rpta. (3x 2 y + y 3 )e 3v =c 
Rpta. xy + y cos y - sen y = c 

Rpta. xe 2y —In \y\ = c 
Rpta. a 2 + y 2 =ce~ x 
x 2 1 

Rpta. — — = c 

v y 


^0) (xy-\)dx + (x 2 -xy)dy = 0 Rpta. 

(2) 2y(x 2 -y + x)dx + (x 2 -2y)dy = 0 Rpta. 

(22) y(4x + y)dx-2(x 2 -y)dy = 0 Rpta. 

(23) (2y 2 + 3xy-2y + 6x)*£x + x(x + 2y-l)</y = 0 Rpta. 

(24) y 2 dx + (3xy + y 2 -\)dy = 0 Rpta. 

(25) 2y(x + y + 2)*/x + (y 2 - a 2 -4x-l)dy = 0 Rpta. 

(26) 2(2y 2 +5xy-2y + 4)dx + x(2x + 2y-l)dy = 0 Rpta. 

(27) 3(a 2 + y 2 )</x + x(x 2 + 3y 2 + 6y)dy = 0 Rpta. 

(28) y (8x - 9y) dx + 2x (x - 3y) dy = 0 Rpta. 

(29) y (1 + xy) dx - x dy = 0 Rpta. 

^0) dx + (x tg y - 2 secy) dy = 0 Rpta. 


Ay - In | a ) - ~- 


c 


y(x 2 -y) = ce 2x 


2x 2 + Ay + 2y In | y j = cy 
x 2 (y 2 + xy-y + 2x) = c 
y 2 (y 2 + 4xy- 2) = c 
x 2 + 2xy + y 2 + 4a +1 = cy 
a 4 (y 2 + 2xy -y + 2) = c 
x(x 2 + 3y 2 ) = ce 
x y(2x- 3y) = c 

2 2a 
x +— = c 

x secy - 2 tg y = c 
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& 

§> 

§) 

34) 


(x 4 lnx-2xy 3 )dx + 3x 2 y 2 dV = 0 


(x + y )dx-2xydy = 0 


(2x 2 y + 2y + 5)dx + (2x 3 + 2x)</y = 0 

* 1-1 


Rpta. y 3 -f x 3 (ln | x | -1) = cx 2 


Rpta. x In ,| x | —y “ = cx 
Rpta. 5 arc.tg x + 2xy = c 


(x + sen x + sen y) dx + cos y dy = 0 


Rpta. 2e x sen y + 2e' (x -\) + e x (sen x-cos x) — c 


(1 + xy)dx + x(—h x)dy = 0 

y 


(36) (sec x + y tg x) dx + dy = 0 

(37) 2(x + y(sec 2 x + tg x)</x + tg x dy = 0 


— dx + (v 3 - In x)dy = 0 
x 


Rpta. K - xy$ xy 


Rpta. y sec x + tg x = c 


Rpta. (x + y)tg 2 x = c 


„ y 1 In | jc | 

Rpta.- 1 -= c 

2 y 


sen x(2 + 3y sen 2 x)dx + secxdy = 0 Rpta. ye 4 + 2 I (sen xcosx)? 4 dx + c 


/< 


(43) 

(44) 


cos xy 

y sen xydx - (-x sen xy)dy = 0 Rpta. y cos xy = c 

y 

(x cos y - y sen y) dy + (x sen y + y cos y ) dx = 0 

Rpta. (xseny-ycosy-seny)e* = c 


- dx - (1 + xy 2 )dy — 0 


7 1 e 

Rpta. e y (y - 2y + 2 + —) = c , u = — 
x x 


(x 2 +2x + y)c/x + (l-x 2 -y)dy = 0 Rpta. e x ~ y (x 2 + y) = c , u = e x ~ y 

(cos x - sen x + sen y) dx + (cos x + sen y + cos y) dy = 0 

Rpta. e x+y (cos x + sen y) = c , 11 = e x+y 
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(45) ( sen v _ 2 <r r sen x )dx + 

Vw/ y 


cos v + 2e~ x cos x , 

dy = 0 

y 




Rpta. e x sen y + 2y cos jc = 

® 

(-3 y* + x 3 y)dx + (xy 3 -3x*)dy = 0 

9 9 

Rpta. y 3 +x 3 =cr 4 y 4 , y 

© 

y(2x 2 + y)dx + x(y- x 2 )dy = 0 

Rpta. — + In xy = C 

y 

® 

2y dx + 3* dy = 3jc ~ ! dy 

Rpta. >- 3 (jr 2 -l) = c 


xdy + 2 ydx = x 3 y 3 dy 

Rpta. x 2 y(x 2 +c) + 2 = 0 

® 

y (4xy + 3) dx + x (3xy + 2) dy = 0 

Rpta. jc v + x y = C 


4x dy - 3 y dx = y ~ 3 x dx 

Rpta. 2y 4 +jc = c* 3 


y dx + 2x dy = x 3 ydx 

Rpta. 31n(xy 2 ) = jc 3 +c 

® 

y dx ~2x dy = xy 5 dy 

Rpta. 5\n(xy~ 2 ) = y 5 +c 

® 

x~ x sen x 

(sen x — x cos x)dx + 2(—r- )dy ■ 

y 1 y 

= 0 



Rpta. 2 xy - y 2 sen x = cx , u(x , y ) 

® 

3 V dx-2xdy = x 4 y 2 dx 

3 1! 

Rpta. 1 Ijc 2 -yx 2 = cy 

® 

3y dx + 4x dy = Sx 2 y~ 3 dx 

Rpta. jc 3 (>’ 4 -x~)-c 

© 

(4 xy 2 +6y)dx + (5x 2 y + %x)dy = 0 

Rpta. * 3 J’ 4 (jcv + 1) = c 

® 

[y 2 -2 x 2 (x + y) 2 -y(x + y) 2 ]dx + [y 2 

~2x 2 (x + y) 2 + Jt(x + y) 2 ]dy = 0 

@ 

(2y + 3x 2 y 3 )dx + (3x + 5x 3 y 2 )dy = 0 , 

M(jc,v) = Jr"V 13 
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61) = 


& 

63) 


66 ) 

§> 

§) 

§) 

§> 

73) 


(2xe v + y 2 e A +2 a)^/x + (x 2 ^- v 4-2 v e A )dy = 0 Rpta. x 2 ^ + y 2 e x + x 2 -c 

Rpta. (x + y)e x + y — c(x-y) 


dy x : - y 2 - 2y 


dx y 2 -x 2 - 2x 


64 ) — = 


V 2 2 

x - y dy 

y dx = (2x 2 y 3 - x)dy, y (1) =* 1 

e*y 


dy 

dx e x +2 y 


, y(0)= l 


Rpta. y = x - sen (y + c) 
Rpta. xy 3 -2xy 4-1 = 0 

Rpta. e*=y(\ + 2\nv) 


[y 4 (x 3 4-x 2 -2x + !) + (x 2 j> + y* xy 2 )]dx-(x 3 4 -xy 1 +x 2 y)dy = 0 


Rpta. (3x 4 4-4 x 3 -12x 2 +12x)y 3 +12xy 2 +6x 2 y4-4x 3 = cy 3 


xdy-ydx = x 2 ydy 

Rpta. 

2 

2 y-xy + c 

(x - 2 3 )dy = y dx 

Rpta. 

m 

1 

& 

II 

H 

x dy + y dx = 3x 2 dx , y (2) = 1 

Rpta. 

xy = x 3 - 6 

x 2 D x y~xy = x 2 -y 2 , y (1) = 0 

Rpta. 

x4-y = x 2 (x->>) 

x dy -y dx + (y 7 -1 )dy - 0 

Rpta. 

y 2 - x 4 - 1 = cy 

xdy + ydx = x 2 y dy 

Rpta. 

x' l y' 1 4 - In y = c 

y (2 4 - xy) dx + x (1 + xy) dy = 0 

Rpta. 

x 2 ye xy = K 

xdx 4 - ydy xdy - ydx 

1 ^ ^ 

Rpta. 

7 x 2 +y 2 + > =c 


I 5 > 
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(75) xdy=(x 2 + y 2 +y)dx 

(76) e x (y 3 + xy 3 + \)dx+ 3y 2 (xe x -6 )dy = 0 

(77) xdy + ydx = y 2 dx 

(78) xdy-ydx + (x 2 + y 2 )dx = 0 

(79) 3xdy = 2ydx - xy cos x dx 

(80) e x (x + \)dx + (ye v -xe x )dy = 0 

(81) xdy-ydx = (1 +y 2 )dy 

(82) xdy- (jf 5 + x 3 >> 2 +y)dx 


Rpta. y = x tg (x + c) 

Rpta. xe x y 3 +e x - 6y 3 = c 

Rpta. y (1 + cx) = 1 

Rpta. y = x tg (c - x) 

Rpta. x 2 =cy 3 e mx 

Rpta. 2xe x ~ y +y 2 *c 

_ x 1 

Rpta.-=- + y + c 

y y 

X X 1 

Rpta. arc. tg (—) =-+ c 

y 4 



© 



(— - -T^r «< + (0 
y x~+y 2 x l +y y l 


Rpta. + arc. tg(—) = c 


x dy -y dx = 2x 2 y 2 dy , y (1) = -2 


Rpta. 3y-2xv* - 1 Ojc = 0 


y(2x + y* )dx - x(2x -y )dy = 0 


Rpta. — + xy = c 

y 


y(x 3 - y 5 )dx- x(x 3 + y^)dy = 0 


3 , ..5 > 


Rpta. x 4 = y A (c + xy) 


(x 3 y 3 + l)dx + x 4 y l dy = 0 


4 ..2 ^ 


Rpta. x 3 y 3 = -3 ln(xc) 


y(y 3 -x)dx + x(j> 3 -\-x)dy = 0 


Rpta. 2 xy 3 -x 2 =cy 2 


x (x +y) : (dx + dy) = m(xdy-ydx) Rpta. x(x 4- y) = 3my 


(2x 2 + v 2 -3)(xdy +ydx) = (xy) 3 (4xdx + 2ydy) Rpta. (xy) 2 + 2 ln(2x 2 ± y 2 -3) -c 
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xdy- v dx = y 3 (.v 2 + y 2 )dy 

y y 

Rpta. arc . tg — = — + c 
x 4 

© 

y(x A -y 2 )dv + jc(jc 4 +y 2 )dy = 0 

Rpta. „v(3a 4 + y 2 ) = cx 3 


y(x 3 e X} - y)dx +x(y +x 3 e xy )dy = 0 

Rpta. lx 2 e xy +y 2 = cx 2 

® 

y 2 (\-x 2 )dx + x(x~y + 2a + y)dy = 0 

Rpta. x : y + x + y = cxy 2 

® 

y(x 2 y 2 -m)dx + x(x 2 y 2 +n)dy = 0 

Rpta. x y 1 =2ln(^-) 


x dx + y dy = (x 2 + y 2 ) 3 {xdy - y dx) 

y l 

Rpta. tare. tg( ) + , , =c 

* U 2 +/) 5 

® 

ydx-xdy = (x 2 + y 2 ) 2 (xdx +ydy) 

Rpta. arc . tg(—) = — (a 2 + j 2 ) 2 + c 
>> 4 

® 

xdy - ydx - yj4x 2 + 9y 2 (4xdx + 9 ydy) 

3 ! 
Rpta. arctg — = 6(4a 2 + 9y 2 ) 2 + C 
2a 

® 

y (2 - 3xy) dx - x dy = 0 

Rpta. A^(l-Ay) = cy 

® 

y{2x + y 2 )dx + x(y 2 -x)dy = 0 

Rpta. a(a + j*) = cjk 

® 

lx 5 y l = y( 3a 4 + y 2 ) 

Rpta. A 4 =y 2 (l + ct) 

® 

(a n y n+] + ay)dx + (a' i+i > ,w +bx)dy = 0 



Rpta. si n * 0, x n y n = 

«ln(cA a y 6 ),sin = 0, xy = cy a y' h 

® 

(x n+] y n + ay)dx + (x n y n+] + ax)dy = 0 



Rpta. si n # l,(«-l)(xy) w 1 (a 2 + v 2 -c) = 

= 2a , si n = 1, a 2 + y 2 -c = -2a in(Ay) 

® 

A' + >’ dir = xy dx 

1 2 

Rpta. -— = — + c 

(xy) 2 x 
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(M3) 


CD 

xdy-ydx = (xy)y 2 dy 

Rpta. 

2 ln(—) = y 3 

X 

+ C 

© 

xdy- ydx = (x 2 + xy-2y 2 )dx 

Rpta. 

m ( x+2 ') = 

*“.V 

3x + c 

(& 

y(ydx - xdy) + 3>/y 4 - x 4 (ydx + xdy) * 0 




(10^) 

X X 

ye v dx -(xe v + y 3 )dy = 0 

Rpta. 

e - + : — = c 

2 


© 

e y (cos ydx- sen y dy) = 0 

Rpta. 

e x cosy = c 

/ 2 2\3 2 


© 

(xijx 2 + y 2 + y)dx + (yjx 2 + y 2 + x)dy = 0 

Rpta. 

Or +y ) 

3 

- + xy = 

© 

2 cQS — -(xrfv + ydx) + e™ * ^ sen y (cos xdx + cos vdv) 3 
scn(.tr) 

■ 0 



112) (3jc 2 In jr + x 2 + y)dx + xdy = 0 

1 


Rpta. 2ta(seii(;90) + e * 7 =c 


Rpta. xy + x 3 In x = c 


,v( 


jr 2 + - 1 


)dx+{- 1 




2 2 
.2 X 4- V 


Kj = 0 


V V 

Rpta. arctg — + arcsen — = K 


114) y [ sen (x + y) + x cos (x + y) ] dx + x [ sen (x + y) + y cos (x + y) ] dy = 0 

Rpta. xy sen (x + y ) = c 


lis) e** (ydx + xdy ) + ===== (xdx - ydy) + yjx 2 - y 2 dy = 0 Rpta. e xy + y^jx 2 —y~ - c 

sjx 2 -y 2 


116) xy 2 (x 6 - y 6 )(2ydx + 3xdy) = 24x 2 y 3 (x 5 dx - y 2 dy) Rpta. x 2 y 3 = (x 6 - y b ) 4 K 
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[ 2xy sen (x + y) + y sec (x + y) ] dx + [ 2xy sen (x + y) + x sec (x + y) ] dy = 0 

Rpta. sen 2 (x + >>) + ln(jt.y) = c 

2 y dx-xdy = xy 2 dy Rpta. 3 In (x 2 y~ l ) = y 3 + c 


ydx + xdy = yjx 2 + y 2 (xdx 4- ydy) Rpta. 3 xy = (x 2 + y 2 )* 4- c 

dM dN XT k k 

Probar que si-= N — entonces x es un factor mtegrante de 

dy dx x 

M(x,y) dx 4 N (x,y) dy = 0 




Demostrar que si la ecuacion diferencial (axy - b)y dx + (cxy - d)x dy = 0 es dividida 
entre xy [(axy - b) - (cxy - d) ] entonces es exacta. 

Resolver la ecuacion diferencial usando el factor de integracion 

u(x,y) = [xy(2x + y)]~', (3xy + y 2 )+xy(2x+y)^ = 0 

dx 

y[2{x + y) + (\ 4-x 2 )arctgx]dx+ (x 3 + 2x 2 >’4x4 2> ? )arctgxd)/ = 0 
Considerando una ecuacion diferencial de la forma 
[y + xf(x 2 +y 2 )]dx+[y f(x 2 +y 2 )-x]dy = 0 

a) Demostrar que una ecuacion diferencial de esta forma no es exacta. 


b) Demostrar que -— es un factor integrante de una ecuacion diferencial de esta 

x 2 +j>~ 

forma. 

^T25) Resolver la ecuacion diferencial [y + x(x 2 + y 2 ) 2 ]dx + [y(x 2 +y 2 ) 2 -x]dy = 0 

Rpta. 4arc.tg — h(x 2 +y 2 ) 2 —K 

y 
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[126) y(x 2 + v 2 -I)dx + x(x 2 + y 2 + l)dy = 0, u = —r Rpta. xy + arctg( 

" jc* 


[127) (x 2 + y 2 +X)dx~2xydy = 0, u(x,y) = y(y 2 -x 2 ) 

Rpta. \ + y 2 -x 2 =cx, u { = 


128) x dx + y dy + x (x dy - y dx) = 0, u = (p (x 2 + y 2 ) 


V + y 2 -x 2 ) 2 ' U2 x 2 


_ y -1 

Rpta. ■ ..! :■■■■■■■■• = c , u = 

J77/ 


t x 2 +y 2 ) V2 


129) (3y 2 -x)<£r + (2>> 3 -6xy)dy = 0, u = y(x+y 2 ) 


2 \2 _ ..2 


Rpta. (* + /) c = *-.V ,u=- 

(* + / Y 



(>>-xj> 2 In x)dx + xdy = 0, u = <p (xy) 

Rpta. 

2 + xy In 2 y = cxy , u = — 

X 

© 

(xy 2 -y)dx + (xy-\)xdy = 0 

Rpta. 

3 

| 

11 

1 

$ I" 

(D 

( + , ^ 7 V-v + ( * )dy = 0 

-T‘+.v r+jr 

Rpta. 

In | x - y | - arctg — = c 

X 

© 

[y + x(x~ + y ' )]dx + [y(x 2 +_y' )-x]t/y = 0 

Rpta. 

x 2 + y 2 -2 arctg — = K 

X 

© 

x(\—yjx 2 + y 2 )dx + ydy = 0 

Rpta. 

\l* 2 +y 2 =V +C 

© 

(lx 4 y-3y*)dx + (2x 5 -9xy 1 )dy = 0 

Rpta. 

*V -X 3 y 9 =K 

(D 

X+2yj\ - y 2 COS V 

arc. sen ydx + - dy — 0 

ft 2 

Rpta. x arc.sen y + 2 sen y = c 


1 


,2 2 


j 2 3 2 z ^ 

dy y —x -x y + xy +2x 


137) — = 


(x+vf 


dx x - xy 2 + x 7 y - y* + 2 y 


Rpta. K(x 2 -y 2 ) = e 2 
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Aplicando el ejercicio 122 resolver: (y 4 + jc 3 )dx + 8xv 3 d r y = 0 

Rpta. jc 2 (7/ + x 3 ) = c 

(5* * +3xy + 2y 2 )dx + (x +2xy)dy = 0 Rpta. x +x 2 y + x y =c 

Demostrar que -!-, donde Mx + Ny * 0, es un factor integrante de la ecuacion 

Mx + Ny 

diferencial homogenea M (x,y) dx + N (x,y) dy = 0 

Demostrar que ---, donde Mx - Ny ^ 0, es un factor integrante para la ecuacion 

Mx + Ny 

diferencial M (x,y) dx + N(x,y) dy - y f (xy) dx + x g (xy) dy 


( x 4 + y 4 )dx-xy 2 dy = 0 

Rpta. 

y A = 4x 4 In x + cx 4 

y 2 dx + (x 2 -xy — y 2 )dy = 0 

Rpta. 

(x-y)y 2 = c(x + y) 

■ A ! |>t 

(y 2 -xy)dx + x 2 dy = 0 

Rpta. 

X 

x = Ke y 

(x 3 -y 2 )dx + xy 2 dy = 0 

Rpta. 

y 3 + 3x 3 In kx = 0 

(x 3 -3 xy 2 )dx + (> 3 -3 x 2 y)dy = 0 

Rpta. 

jc 4 -6x 2 y 2 + y 4 = c 

y(x + 3 y)dx + x 2 dy - 0 

Rpta. 

x 2 y = c(2x + 2y) 

y(2x 3 - x 2 y + y* )dx - x(2x 3 -f y 3 )dy - 0 

Rpta. 

2x 2 y ln(cx) = 4x 3 -y 


y{x 2 +y 2 )dx + x(3jc 2 - 5y 2 )dy = 0, y (2) = 1 Rpta. 2y s +2x 2 y 3 + 3x = 0 

(2 — — _ y - )dx + ( - X - ~^~?)dy = 0 Rpta. —+ arctg- = c 
v x~ + y x 2 + v y~ y x 

I 

y(x 2 + y 2 + 2)dx +x(2-2x 2 y 2 )dy = 0 Rpta. x~cy 2 e X} 
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y(2xy + \)dx + x(l + 2xy-x y y*)dy = 0 


3jtv+ 1 

Rpta. y = ce 3 v v 



dy y- jcv 2 -x 3 
dx x + x~y + y' 


Rpta. x 2 + y 2 +2arctg — = K 
x 



Demuestrese que la ecuacion diferencial x pq (aydx+ ftxdy)+ x r y s (yydx + 8xdy) = 0 
donde p, q, r, s, a,p,y,5 son constantes conocidas, tienen un factor integrante de la 
forma x a y b en que ayb son constantes adecuadas. 



(jc V + 2y 4 )dx + (x 3 + 3 xy 3 )dy = 0 


l 

Rpta. 5x 2 >> 2 +I2x 10 y 5 = c 



Demuestrese que — = -—-— puede resolverse efectuando una transformacion a 

dx x(/-x 2 +1) 

coordenadas polares r y 0 en la cual x = r cos 0, y = r sen 0 y hallar su solucion. 


Rpta. x 2 -\-cxy + y 2 = 0 



Si <)> es un factor integrante de la ecuacion diferencial M (x,y) dx + N (x,y) dy - 0, 
demostrar que <(> satisface a la ecuacion de derivados parciales. 


dy dx dy dx 


158) Demuestrese que si la ecuacion diferencial M (x,y) dx + N (x,y) dy - 0 es tal que 

1 dN dM I Fif'dii 

(--) = F(xy) es decir una funcion del producto, entonces e J 


xM - vN dx dy 

es un factor integrante siendo u = xy. 


159) (v + xv + l)dx + (x +xy + \)dy = 0 


Rpta. e xv (x + y) = c 


160) (x 3 +xy 2 + y)dx-xdy = 0 


Rpta. x 2 - 2 arctg — = c 
x 
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© 

(x-yjx 2 +y 2 )dx + (y-yfx 2 + .y 2 )dy = 0 

Rpta. 

yj x 2 + y 2 = x + y + c 

© 

(x 3 +y)dx + (x 2 y-x)dy = 0 

Rpta. 

i 2 

x +xy -2 y - cx 

(D 

(x 2 +y 2 + y)dx + (jc 2 + j> 2 - x)dy = 0 

Rpta. 

x + y - arctg — = c 
x 

(D 

(x — x 2 — y 2 )dx + (jy + x 2 + _y 2 )^y = 0 

Rpta. 

In | x 2 +y 2 \ + 2y- 2x = c 

(D 

(x^ + jy 3 -x)</x + (x 3 + xy 2 - y)dy = 0 

Rpta. 

ln(x 2 + v 2 ) = 2 xy + c 

(D 

(xy 2 + x sen 2 x - sen 2x)dx — 2_y = 0 

Rpta. 

x 2 -21n(y 2 + sen 2 x) = c 

© 

(5x_y + 4_y 2 +1 )dx + (x 2 + 2xy)dy-Q 

Rpta. 

4x 5 y + 4x 4 y 2 + x 4 = c 

© 

(3 + y + 2y 2 sen 2 x)dx + (x + 2x>> - y sen 2x)dy 

= 0 

Rpta. 

y 2 sen 2x = c + 2x(3 + y + y 2 ) 

© 

cos 0(1 + 2r cos 2 d)dr + r sen 0(1 -r cos 2 0)d0 = 

= 0 

Rpta. r 2 cos 2 0+r = c. cos0 

© 

(r 2 sen 0 - tg d)dr + r sec 0(sec 0 + r 2 tg 0)J0 = 

0 

Rpta. r 2 sec0 + tg0 = rc 

© 

(x 3 + xy 2 + j)dx + (j> 3 +x 2 _y+ x)g(v = 0 

Rpta. 

(x 2 + y 2 ) 2 = c-4xy 

© 

(x 3 +xy 2 -y)dx + (y 2 + x 2 y + x)dy = 0 

Rpta. 

~ y 22 

2 arctg — = c - x - y 

X 

© 

(y 2 cos x - y)dx + (x + y 2 )dy = 0 

Rpta. 

y 2 -x = >>(c-senx) 

© 

(x + x 3 sen 2 y)dy -2ydx = 0 

Rpta. 

x 2 (c + cos 2y) - 2y 

© 

(2 y sen x - cos 3 x)dx + cos xdy = 0 

Rpta. 

y = (x + c) COS 2 X 

(to) 

(2x + 2xy 2 )dx + (x 2 y + 2y + 3y 3 )dy = 0 

Rpta. 

(x 2 +y 2 )sj\ + y 2 — c 
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yVjc-My 

Probar que si -— = R , donde R depende solo de xy, entonces la ecuacion 

xM - yN 

diferencial Mdx + Ndy, tiene un factor integrante de la forma M (xy), Hallar una formula 
general para este factor integrante. 

Hallar un factor integrante y resolver la ecuacion diferencial 
(2y 3 + 2x 2 y-by)dx-(2x* +2xy 2 -2bx)dy = 0 



(x + y) 2 (xdy - y d) + [y 2 -2x 2 (x + y) 2 ](dx + dy) = 0 



Encontrar la solution general de la ecuacion (Ay -a )dx + (xy- y~ )dy = 0 , aplicando un 

9 ? 

factor integrante de la forma u = (p(y - x) Rpta. x~ —y -c 



Resolver la ecuacion diferencial y(2xy + \)dx + {x + 2x 2 y-x A y*)dy = 0, sabiendo que u 


es factor de la forma u =-, donde Mx - Ny * 0. 

Mx-Ny 

11 , 

Rpta. 3 3 - + ln y = c 

A'y~ 3 a y 



Resolver la ecuacion diferencial 
integrante de la forma u = cp(x - y). 


(3 a + —}dx + (— + —)dv = 0 encontrando un 

y y x 


Rpta. a 3 y + y 3 + 3 a 2 ~c 


! actor 




dx 

2A-ysen(Aj/) + (3y" - a sen xy)— = 0 

dx 


ye xv - 8 a + (2 y + xe xy ) — = 0 
dx 


Rpta. a" + y 3 - sen xy = k 


Rpta. e xy - 4a 2 + 2 y 2 = c 
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2.8. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER 
ORDEN.- _ _ 


Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria: 


a i(x)^-+a 2 (x)y = f(x) 

dx 


(I) 


donde aj, a 2 y f son funciones solamente de x 6 constantes. 


Suponiendo que ai (x) * 0, entonces, dividiendo a la ecuacion (1) por ai (x) se tiene 
dy a 2 (x) _ f{x) 


y = - 


dx a l (x) ‘ a, (x) 


-, de donde se tiene: 


dy 

dx 


+ p(x)y = Q(xY 


( 2 ) 


a la ecuaciAn (2) llamaremos ecuacion diferencial lineal de primer orden en y. 
Si Q(x) = 0, la ecuacion (2) toma la forma: 


+p{x)y = 0 
dx 


(3) 


a la ecuacion (3) llamaremos ecuacion diferencial lineal homogenea y es una ecuacion 
diferencial de variable separable y su solucion es: 


y = Ke J 


Si Q(x) * 0, la ecuacion (2) es decir: 


2- + p{x)y = Q(x) 


llamaremos ecuacion diferencial lineal no homogenea. 


Como Q(x) * 0, la ecuacion (2) no es exacta. 

Luego hallaremos un factor de integracion para su solucion. 

Si I(x) es un factor integrante solo de x a la ecuacion (2) lo expresaremos asi: 
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[p(x) y - Q(x)] dx + dy = 0, al multiplicar por l(x). 

I(x) [p(x) y - Q(x)] dx + I(x) dy = 0, es una ecuacion diferencial exacta. 


por lo tanto: 

dl(x)( p(x)y-Q(x)) _ 

, efectuando: 

dy 

dx 

I(x)p(x) = 

, de donde agrupando 
dx 

d/(x) , . 

-= p(x)dx , integrando con respecto a x 

I(x) 

tdl(x) j 

J /(r) J 

\p{x)dx => In I(x) = ^p{x)dx de donde: 

1 Pi *)dx 


I(x) = e' 

, el factor de integracion 



ahora multiplicamos a la ecuacion diferencial. 


\p(x)dx 

(p( x )y-Q( x ))d x + dy = 0 por /( x) = e J 


f p(x)dx [p(.*)<k 

e *’ f p(x) y - Q(x)]dx + e J dy- 0 agrupando 


1 p( x )dx 1 p(x )dx I p( x )dx 

e J p(x)ydx + e J dy = e J Q(x)dx 


[/»<*)<*« \p{x)dx \pU)dx r \p{*)dx 

d(e J y) = eJ Q(x)dx , integrando: e J y= \e Q{x)dx + c , de donde: 


-f p(x)dx r f P(x)dx 

y = e J [ je* Q{x)dx + c] 


Que es la solucion general de la ecuacion (2) 


a. Ejemplos: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 


(T) — + 2y = x 2 + 2x 

W dx ' 

Solucion 
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— + 2y = x 2 + 2x, de donde p (x) = 2, Q(x) = x 2 + 2x 
dx 


© 


- I p(x)dx r \p{x)dx 

Como la solucion general es: y - e J [\e J Q(x)dx + c] 

- h dx jr hdx 

y-e J [\e (jc* +2x)dx + c] efectuando. 

f 2t 

y = e~ 2x [ I e (jc 2 + 2x)dx + c] integrando por partes se tiene: y = 


2x~ +■ 2x -“1 •», 

- + ce 


x In jc — - y = jc 3 (3 In | jc | -1) 
dx 


Solucion 


a , . . , . u . , dy 1 x 2 (31n |x|-l) 

A la ecuacion diferencial escnbiremos asi:- y = -, ecuacion 

dx x In jc In x 

lineal en y. Como la solucion general de la ecuacion es: 

\p(x)dx C J p{x)dx 
y 


[p(x)dx r f p( x )dx 

'-e • [\e J Q{x)dx + c] reemplazando 

v = ( . 1 *lntor [J ^(3 |n U | - l ) rfy + 


In 1 jc ! 


L , impliricmd0 


y = e mml (je 


In I x I 


v = In I x | ( f—-—v + c) , poniendo bajo un diferencial 

J In | x | 

r X s X> , 

>- = ln|.t‘( l</(— — ) + e) = ln|x|(—— + c) /. y = x '+c.ln|x| 

Jinx In U 


O -7-+’(*)r - ♦(*)♦ <*) = 0 
dx 
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Solucion 


A la ecuacion diferencial expresaremos asi: 


-j -+<!>'(•*■)>' = <K* )<!>'(*) 
dx 


- f p(x)dx r \p(x)dx 

Como la solucion general es: y = e J ( J e J Q(x)dx + c) reemplazando 

fo*< % >«/• r [«'( 

V = e 1 (\e J 


)'(x)dx 


(j^M'dr + c) 


y-e <J>(jr) je c{>(jc)c() '(x)dx + c) integrando por partes. 

ju = <t>(jf) \du=4f\x) 

\dv-e^ x) ^>'(x)dx [v = e l|>< ' r ' 




y = <f>(x) - 1 + c.e 


© - —■— 

dx x sen v + 2 sen 2 y 


Solucion 


dy _ 1 

dx x sen y + 2 sen 2 y 


— = x sen y + 2 sen 2 y 
dy 


— = -(sen y)x = 2 sen 2 y, ecuacion lineal en x. 
dy 


- f- sen>df>* C I “ sen ydy 

= * j ( e* 


x - e 


2 sen 2ydy + c ), calculando la integral 
' ^ J* eC ° S; ^ sen 2 ydy + c) de donde 
(4 Je cos v sen v. cos ydy -tc) integrando por partes. 


^(-V) 
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x = e cos v (-4cos^e GOS> +4e cos> +c), simplificando x = 8sen 2 


© 


dy i .n tt 2 

--yctgx = 2x-x ctgx, >’(-) = —+ 1 
dx 2 4 


Solution 


La solution general de la ecuacion diferencial es: 

- [-ctgjrdr r \~c\gxdx , 

y = e J [ \e J (2x- x~c tg x)dx + c], efectuando la integral 


© 


/• -Lnsen* 

jy _ e Lnsenx^ j g (2 jc - x c tg x)dx + c ), simplificando 

|“2x - x~c tg jc 


y - sen x( 


f 


sen x 


- dx + c) integrando 


2 , 2 71 7t 

jy = senx(x + cosecx + c)=x + csenx, para x = —, y = — + 1 

2 4 

2 2 

71 71 f . 2 

-h 1 =-h c => c = 1, por lo tanto /. v = x + sen x 

4 4 

(l+x 2 )ln(l + x 2 ) — - 2x>> = ln(l + x 2 )-2x arctg x donde — cuando x -► oc 


dx 


Solution 


A la ecuacion diferencial expresaremos asi: 


2x 


1 


2x arctg x 


dy _ ^ _ i 

dx (x 2 +l)ln(x 2 +1) ’ 1 + x 2 (1 + jc 2 ) ln(l + x 2 ) 

La solucion general de la ecuacion diferencial es: 


f —2 xdx r 

v=e J(x 2 + ])ln(v 2 + l)r fj* 


-2 xdx 


f j e -'(i 2 +l)ln(Y 2 + I)(. 1 


2x arctg x 


l+x 2 (l + x 2 )ln(l + jt*) 


y-)dx + c] 
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y = e ln(ln " +Jf2 '| f«r ln(ln(x2+l)) (— l — - — - Ct g* , )dx + c] 

J \ + x 2 (l + jr)ln(l + x 2 ) 


y = ln(I + x 


2 X ft- 

J (1 + 


1 




(1 + jf )ln(l + .t") (1 + jc )ln‘(l + j: ) 


,= m * s )[ «i-too+* J *-SSK.«) 

J ln(l + x 2 ) ln(l + x‘) 


. .. 2 \ i j i y arctgx -n 

y = arctg j: + x ln(l + x ) de donde c =-;-— para v -> —, x — 

ln(l + x 2 ) ln(l +jc* ) 2 


71 7T 

c =-= 0- 0 = 0 => c = 0. Luego la solucion particular es: y = arctgx 

oc oc 




J--2xy = cos x-2x sen x, donde y es una funcion acotada, cuando x -*» 
dx 


Solucion 


- 2xy = cos x - 2x sen x, la solucion general es: 

dx 


- p [-2x dx 

y = e J [ le J (cos x — 2x sen x)dx + c], simplificando 


2 r x 

y = e x [ \e (cos x-2x sen x)dx + c] > poniendo bajo un diferencial 

2 f _ 2 2 _ .2 2 

y = e x (I d(e x sen x) + c) = e x (e sen x + ce x )) 


2 

y = senx + ce x , como sen x varia entre -1 y t ademas y es acotado 

Cuando x —> oo y c = , por lo tanto y = sen x 

dy 1 
dx -x 
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Solucion 


A la ecuacion diferencial expresaremos asi: — = — * 


dx 


— = e } - x de donde: 
dx e v -x dy 


— + x = e y , ecuacion diferencial lineal en x cuya solucion general es: 
dy 


- f dy r \dy 

: = e J e y dy + c\ , integrando tenemos: 

* 

2y 

= e~ y [ Je 2}, dy + c] = e ~ y (^- + c) por 




lo tanto x — — + ce 
2 


b. EJERC1CIOS PROPUESTOS. 


I. 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 


xtg 2 ydy + xdy = (lx 2 + tg y)dx 


dy r 1 lx 

- e y = — sen- e cos- 

dx x 2 x 


xsen 0d0 +(x 3 -2x 2 cos0 + cos0)*/jc 


x 2 dy + xydx = 8jc 2 cos 2 x dx 


Rpta. tg y = x (2senx + c) 

_ 1 

Rpta. y~cos — + ce 


Rpta. cos 0 = 4- cxe 


Rpta. xy-2x~ + 2xsen 2x + cos 2x + c 

2 


Rpta. y = x i (^- + c) 


(jr + 3y)dx-xdy = 0 
dy = x- 5 {4x A y + lx 4 y-' + 256 y 7 +768 y 5 + 864y 3 + 432y+ 8\y~')dx 


dy sen(2;c) 

- y.c tg x = - 

dx 2 


cos y . dx = (x sen y + tg y) dy 


Rpta. y = sen jc +sen x 
Rpta. x = K secy - secy . Ln cosy 
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(2x — + y)\l\ + x = 1 + 2x 
dx 

Rpta. 

Vx 

x(l — x 2 ) —— y + ax 3 =0 
dx 

Rpta. 

cx 

( y 2 - \)dx = y(x + y)dy 

Rpta. x = yjy 2 -\(Ln(y + yjy 2 -1) + C) 

(1 +y 2 )dx = (t]\ +y 2 sen^-x^)4v 

Rpta. 

Xyj\ + y 2 +cos y = c 

dy 

— + v cos x = sen x cos x 
dx 

Rpta. 

y^ce-™* +sen x - 1 

dy 

— (x cos y + a sen 2 y) = 1 
dx 

Rpta. 

x = ce %tny - 2a(\ + sen y) 





dy 

— + v = sen x 
dx 


dy 

— + xv = 2x 
dx 


Rpta. y = ce x +— (sen x-cos x) 


Rpta. y = ce 2 +2 


x 2 dy — sen 2x dx + 3 xy dx = 0 

dy 3 + xv 
dx 2x 2 

dy y ,2 
dx 1 + x 

(x + v) 2 (x dy — y dx ) + [y 2 -2x 2 (x + y)~ ](dx ^ 

Rpta. 

(x 2 +1 )dy = (x 3 +xy + x)dx 


Rpta. 4x 3 v + 2x cos 2 x = c sen 2x 

Rpta. y - cyfx —- 
x 

_ , x X 2 1 . 

Rpta. y- 1+-+ c(l + — ) 

2 2 x 

= 0 

(v-x 2 -xy)(x + >>) 3 = K(y + 2x 2 + 2xy) 
Rpta. >> = x 2 +1 + cylx 2 +1 
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23) — = 


dy 1 — xy 


dx 1 -x 2 


Rpta. y = x + c^J\-x 2 


dy 

x(- — y) = x~ v 
dx 


Rpta. xy = ce x — jc — 1 


241 2xdy-(y~3x lnx)</x 


Rpta. y = —-- x 2 Lnx + c\fx 


25) — + xsenx = — 

dx x 


Rpta. y = x cos x & cx 


26) 


dy 2y + (2x ~\)e x 
dx 2x +1 


Rpta. y - e* + c(2x +1) 


27) —= 


dy y x-y 


dx x x-2 


Rpta. (x - 2) y = x (x + c) 


dy-(x + \)ydx 
x 2 + 4x + 2 


= dx 


Rpta. y - ce 2 —jc — 3 


29) (x 2 + 2x-l)/-(x + l)y = x-l 


Rpta. y = c\lx 2 + 2x -1 + x 


Sug. para la integral —) =' ^ ^ —— 
£ S' 


30) (x + l)dfy-[2y + (x +1) ]dx = 0 


Rpta. y = c(x + 1) 2 + -^(x + 1) 4 


(31) x In jc. — - (1 + In(x))y + (2 + In x) = 0 

dx 2 


Rpta. y = cxlnx + >/x 


32) y'—y = 2xe ' 


»*r i 


Rpta. y — e + ce 


33) Ay'*=y + x senx 


Rpta. y = -x cos x + cx 
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x(x-\)y'+y = x 2 {lx-\) 

Rpta. 

CX i 

y — -4-x" 

x —1 


y cosy 4-sen y = X4-1 

V, 

Rpta. 

sen y = x + ce ' x , sug. z = sen y 

® 

yM-seny 4-xcos y + x = 0 

Rpta. 

v _ x 

tg — = CC -X4-1 


sug: sen 2y = 2 sen y cos y, cos 2 y = 

1 + cos 2 y 

2 


® 

r 

X 1 

4- a 

II 

* 

r-*\ 

X 

4- 

Rpta. 

y = (x + \)"(c + e') 

® 

(y 3 - y)dx + (xy 2 -x-y 2 +1 )dy = 0 

Rpta. 

x(y 2 -1 ) = y 2 4-1 +cy 

® 

</v 

x—+ y(xc tgx4-1) = ctgx 
dx 

Rpta. 

(xy - 1) sen x = c 

@ 

(x + sen y - 1 )dy + cos y dx = 0 

Rpta. 

x (sec y + tg y) = y + c 

© 

(e y -2xy)y'=y 2 

Rpta. 

xy 2 = e y 4-c 

@ 

y-xy'= / y 2 e' 

Rpta. 

x - ye y 4- cy 

@ 

dy , 4 

dx 

Rpta. 

4 3 

y = x 4* cx 

® 

y'+yc tg x = 2x cos ecx 

Rpta. 

y = x 7 cos ecx 4- c. cos ecx 

® 

y ,+ y=^ 2 . 

1 + e 

Rpta. 

y = e~ x arctg e x 4 -ce A 

@ 

y'+y = 2xe x 4- x 2 

Rpta. 

y = x 2 e _T + x 2 - 2x + 2 4- cv ~ * 

® 

(I 4- x 2 )dy 4- 2xy dx -c tg x dx 

Rpta. 

ln(senx) c 

i + , + i + ,^ 
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® 

(x 5 + 3 y)dx - x dy - 0 

Rpta. 2 y = x i +cx* 

@ 

2(2 xy + 4 y- 3 )dx + (x + 2) 2 dfy = 0 

_ 2 c 

Rpta. y — -i -- 

' x + 2 (x + 2) 4 


(2xy + x 2 -f x 4 )</x -(1 + x 2 )dy = 0 

Rpta. y = (1 + x 2 )(c + x-arctgx) 

© 

(v - cos 2 x)dx + cos x dy = 0 

4 

Rpta. y (sec x + tgx) = c + x- cos x 

@ 

(y - x + xy ctg x) dx + x dy = 0 

/ vj - / r 

Rpta. xy sen x = c + sen x - x cos x 

© 

2y(y 2 -x)dy = dx 

2 

Rpta. x = y - l + ce 


(1 + xy)dx - (1 + x 2 )dy = 0 

l 

Rpta. y = x + c(l + x 2 ) 2 

© 

dx - (1 + 2x tg y) dy = 0 

Rpta. 2xcos 2 y = y + c + seny cos v 

© 

(1 + cos x )y'= sen x(sen x + sen x. cos x-y) 

Rpta. y = (1 + cos x) (c + x - sen x) 

>(\ t 


y' + y ' =x-l 
x- 1 

Rpta. y = — (x — l) 3 + A^, (x-1) 2 + K 2 
6 


{x 1 +X)y'-(\-x) 2 y = xe~ x 

ce' -(2x + X)e 

Rpta. v =-r- 

4(.x +1) 

© 

x sen x — 4- (sen x + x cos x) # v = xe x 
dx 

„ . e'(x-l) + c 

Rpta. y =- 

xsenx 

© 

x ' h + f Z_-(i+VT7v 

dx Ji_ x 2 

Rpta. y-( )(e +c) 

X 

© 

dv 

(1 + senx)—+ (2cosx)y = tgx 
dx 

sen x + ln(l - sen x) + c 

Rpta. v - - z - 

(1 + sen x) 2 

© 

7 _ 2 

x(x + l)y'+y = x(x + 1) e 

1 1 v 2 

Rpta. y = — (1 h — )(c~e ) 

2 x 
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® 




/-(tg x)y = e ** 1 para 0 < x < — 


Rpta. y = secx.e sen * + cos ecx 


y + 2 xy ~ xe 


n x 2 _ x 2 _ v 2 

Rpta. y = — e +ce 


— + my = e~ nvt 
dx 


mx . —mx 


Rpta. y - xe +ce 


dv 

-h (sen x)y = Kx 

dx 


Rpta. y = ce C0SX + Ke cosx je ,g(,) dt 


(\-x 2 )— + xy = Kx 
dx 


Rpta. y = K+c\l 1+jc 2 


dv 2.v 
T + T v = v 

dx x~ +1 


Rpta. y = 


x 4 4- 2x 2 4- c 
4(x 2 +1) 


2 v In v 4- v - x 


Rpta. x - v In v H— 

v 


yJ _ 2 

+!)>’’+ (2x 3 - l\y =- 


_ cx 1 

Rpta. y — r-+ — 

X + 1 -X 


- 2 

y’+xsen 2y = xe cos y 


n X" _ r 2 

Rpta. tgv = (c + — )e , sug: z = tg y 


xy' = x - y + tg x 


Rpta. xy cos x = c + cos x + x sen x 


(sen x . sen y + tg x) dx - cos x cos y dy = 0 Rpta. cos x . sen y — In (cosec x) 

K sen x 

x sen x.y'+ (sen x + xcosx)y = senx.cosx-x Rpta. y — - hcosx 


l-4x 

(2x - \)y2y = — j— 

r 


Rpta. y = c(2x-l) + — 
x 
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@ 

y'+ sen x.y = 2xe COSA 

Rpta. 

y = (x 2 + c)e cosx 

@ 

x 1 dy + xydx = 8x 2 cos2 xdx 

Rpta. 

xy = 2x 2 + 2xsen 2x + cos 

® 

dy + 2ydx = sen 3x . dx 

Rpta. 

y = -^-(2sen 3x-3cos3x) 


dx - x dy = In y dy 

Rpta. 

x + ln y-e } J- dy 


(sen x + cos y)dx + cos x dx - sen y dy = 0 

Rpta. 

sen x + cos y- ce~ x 


(x 2 + x + l)jy+(2x + \)y 2 = 2x- 1 Rpta. 

>> 2 (x 2 +x + l) 2 = x 4 +^x 3 + 2x 2 - 

® 

|"<t>(ajcy a = m4>(x) 

J 

Rpta. 

n-\ 

<(>(x) = c.e n 

® 

(1 + 2x . ctg y)dy = dx 

Rpta. 

x = sen 2 y(c~cigy) 

© 

f(x)dy + 2yf'(x)dx = f(x).f\x)dx 

Rpta. 

3 y = f{x) + c.{f(x))- 2 

© 

f\y)^- + Zf(y)f\y)x = ny) 
dv 

Rpta. 

2 x.f i (y) = f 2 (y)+c 


cos x.y' '+ sec x.y’+(sec x. tg x + cos x)y = 2 sec 

2 AT. tg X 



cos x dy + 3 y sen x dx - cos 2 xdx - 0 


Rpta. y = cosx + c.e tg * f e l ^ f) dt + K 
Rpta. y sec 3 x = 2 tg x + c 


dy 


cos x— + sen x = 1 - y 
dx 


Rpta. y (secx + tgx) = x + c 



/ 


sen x — y cos x + sen 


2 


x 


Rpta. y = (x + c) senx 
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xyy'+y ~ = sen x 


Rpta. x 2 y 2 = 2sen x - 2x cosx + c, sug. x = y 2 


x(x 2 +l)y+2j> = (jt 2 +1 ) 3 


Rpta. x 2 y = — (jr 2 + 1) 3 +c(x 2 +1) 

4 


y=i+3j tgx 


Rpta. 3ycos 3 x = c + 3senx-sen 3 x 


(x + a)y' = bx - ny , a, b, n constante, n * 0, n * -1 

Rpta. n(n + \)y = b(nx - a) + c(x + a)~ n 

sen 2 x 

(cos 2y - sen x) dx - 2 tg x sen 2y dy = 0 Rpta. sen jc cos 2y - -c 


(3.x 2 + l)y f -2xy = 6x 

(x 2 + \)y V xv = (1 - 2 x)yjx 2 4-1 


Rpta. y = -3 + k(x + 1) 


Rpta. y = : 


x-x* + c 


N 


Vx 2 +1 


dy 


dx V 2x + l 


= 1 + V2x + 1 Rpta. y = (-—-)[2z -2 In | z +11 +c], z = V2xTT 


z — 1 


dy 2 

sen x cos x—+ y = tg x 
dx 


Rpta. y = 1 + k ctg x 


x 2 dy 4- (2xy - x + l)dx = 0 
xy'+(l + x)y = e~ x 


1 1 c 

Rpta. y = -—+-r 

2 x x 


Rpta. y = e' x (1 + —) 


y'+-^—'=x 2 -x 
l-x 


Rpta. y = (]-x)(c —— ; ) 


2 v i 

y = -^~ + (l + *) 3 

1 + x 


Rpta. y = (x + 1)* [x + —- + c] 


xdy = (2y + 3x 4 + x 2 )dx 


2 ?>X~ . , 

Rpta. y = x [- + lnx + c] 

2 
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@ 

fl08) 


y'+2xy + x = e ' 


vtgx = e *(tgx-l) 
dx 


^105) ^- + xy-x 2 +x 3 (y-x) 2 =1 

3 2 

fl07) (5j>-2x 3 j> 2 )£/x + x 4 j 2 d/y = 0 


Supongamos que es una funcion con derivada continua en 0 £ x £ 1 que satisface 
<|>“ 24 >(ac) ^ 1 y (J>(0) = 1 probarque <|>(x) <, ^e 2x —j 


[109) 

fml 


y' '+(tg x)y'+ sec 2 x.y) = cos jc 


(ny + (x+ \) n+ 'e x )dx-(x + 1 )dy = 0 


Rpta. y = cos x [ln|sec x|+ c.Ln|sec x + tg x |+ k] 


Rpta. y = (x + \) n e x + c(x + 1)" 


( x 2 +2x + sen(x 2 + y 2 ) + 2jc cos(x 2 + y 2 )dx + 2 y cos(x 2 + y 2 ) dy = 0 


112) dy + (4x z y-x 2 e~ x )dx = 0 


113) sen(2x)—+ 2sen 2 x.y = 2senx 
dx 


y'+(-t-)y = lx, y(3) = 4 
jc-2 


II. 

© 


Hallar la solucion particular de la ecuacion diferencial con las condiciones dadas. 
dy 2 cos x 


dx x x 


, y(7t) = 0, x > 0 


„ senx 

Rpta. y = —— 

x* 


© 

© 

© 

© 


xy'+y ~e x = 0 , y (a) = b 


y' —Vi-x = o, y(0) = o 
1- x 


y'-ytgx =-, y(0) = 0 

cosx 


y'-(\+-)y = x + 2, y(l) = e- 1 
x 


Rpta. y ~ 


e x +ab- e a 


Rpta. y ~ —(x\l\ -x 2 +arc. senx).j—^ 
2 V 1 -x 


Rpta. y = - 


cosx 


Rpta. y = x 3 e x -x 













Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden 


133 



© 

® 








x^--2y = x 2 +x, y( 1) = I 
dx 


Rpta. v = x 2 lnx + 2x“ -x 


)’-j--2x = 3y 2 -2, y(l) = 1 
ax 


Rpta. x = 3y 2 lny +1 


y dx - 4x dy = y b dy , y (4) = 1 


Rpta. 2x = y 4 (y 2 + 7) 


y'-2xy = cos x - 2x sen x,y es una funcion acotada cuando x —> x Rpta. y = sen x 
2yfxy'~ y - -sen Jx - cos & y es acotada cuando x —> + oc Rpta. y — cos 4~x 


y-y In 2 = 2 sen *(cosx-1) In 2, y es acotada cuando xx Rpta. y = 2 s 


2 x 7 y-xy = 2xcosx-3 sen x , y -» 0, cuando x —> + oo 


Rpta. y = 


sen x 


. sen2 * n , 

y sen x - y cos x =-— , y -» 0, cuando x —> x 

x“ 


Rpta. y = 


senx 


, x 1 I r I „ „ 1 

y — e v = —— sen -e cos—, y -> 2, cuando x-x Rpta. y~e + cos — 

x 2 x X X 

y’-y In x = -(1 + 2 In x)x~ x , y -> 0, cuando ' -> + oc Rpta. y = x 

I. £ __ 

L - r Ri = E , donde L, R, E son constantes, i (0) - 0 Rpta. / = — (1 - e L ) 

A A 




/?/ = Zf.senco t , cuando t = 0, i=0 


Rpta. i = EZ 2 (/?.senco/-toAcosto/ + toLe 1 ) donde Z = tf 2 + oo 2 Z," 


(3x 4 v- 1 )Jx + x 5 dy = 0 , y (1) = 1 


Rpta. x 4 y = 2x-l 
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@ 

(y'+y tg v) = 

sen 2x, y (0) = 2 

@ 

</l 2 1 

— + _v = e , 
dt 

x(0)= 1 


Rpta. v = 4cosx-2cos x 

_ * 2 ' 2e~‘ 

Rpta. } + 


2.9. ECUACIONES DIFERENCIALES DE BERNOULLI.- 


Las Ecuaciones diferenciales de la forma: 


dv 

~ + P(x)y = Q(x)y ; n* 
dx 


...( 1 ) 


Se conoce con el nombre de Ecuacion Diferencial de Bernoulli. 

La ecuacion (1) no es una ecuacion diferencial lineal. 

Luego para resolver la ecuacion (1), primero se transforma a una ecuacion diferencial 
lineal, mediante el procedimiento siguiente: 


1 ° 


A la ecuacion (1) se multiplica por y n , es decir: 


—n 


y 


dy . . 
- 7 - + P(x)y 
dx 


1— n 


= Q(r) 


2° A la ecuacion diferencial del 1° paso se multiplica por (1 - n), es decir: 

(1 - n)y~" -j- + (1 - n)p(x)y'~" = (1 - n)Q(x) 
dx 


3° Sea z = y ] ~ n 


<h 

dx 


d-it )y* 


dy 

dx 


4° 


Se reemplaza el 3° paso en el 2° paso, es decir: 


— +(l-«)p(.v)r = (l-w)0(x) 
dx 


Que es una ecuacion diferencial lineal en z de primer orden y la solucion es 
conocida de acuerdo a 2.11. 


a. 


Ejemplos: Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes: 
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© 


2x— + 2y = xy 3 
dx 


Solucion 


dy 1 y* _3 

A la ecuacion diferencial dada expresaremos asi: — + — >> = — ; multiplicando por y 

dx x 2 

*3 dy 1 _? 1 

y — + — y - —; multiplicando por (1 - n) es decir por -2. 
dx x 2 


~ .3 dy 2 2 , 

-2j -- y =-l 

dx x 


( 1 ) 


Sea z = y 2 => ^ = -2>> 3 ^ reemplazando en (1) 


rfz 2 

-z = -1, ecuacion diferencial lineal en z, y la solucion general es: 

dx x 


- r f 

z-e * T [ \e 0 x (-!)<&+ c] efectuando z-e 2Xnx [ 


r- jV^'dLv + c] 


-2 2 
=X + C.JT 


© f- 


dv jc 


jTy + j 3 


Solucion 


— =--- => — = X y + y , dedonde — -j<y = y 3 x 1 , multiplicando por x. 

dx x 2 y + y~ dy x dx 


jc —- yr 2 = y 3 , multiplicando por (1 - n) o sea por 2. 
dx 


2x--2yx : =2y 3 

dx 


( 1 ) 
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© 


Sea z = x 2 ~> — = 2x— reemplazando en (J) 


dz 


dx dy 


-2yz - 2 v 3 , ecuacion diferencial lineal en z, y la solucion general es: 


dy 

- |-2y</y r [-2 ydv 

z = e * 


- -2 vdy r \-2ydv 3 .2 f _ ; 2 , 

e J [ j<? J 2yVy + c] = e v [Je v 2jrrfy + cl integrando por partes. 




z = e v [->> 2 e v -e y +c] simplificando (x 2 + y 2 + l)e y =c 


y 2 (y 6 -x 2 )/= 2x 


Solucion 


y 2 (y 6 -x 2 )y' = 2x => 2x— = y 2 (y 6 -x 2 ) de donde —jc = ^—x 1 

dy ' dy 2 2 

dx v 2 ? y 8 
multiplicando por x: x — + : —x = — 
dy 2 2 

dx 2 8 

multiplicando por (1 - n) o sea por 2 se tiene: 2x — + y x~ = y 

dy 

n 2 dz _ dx . . / , v 

Sea z = x -> — = 2x — reemplazando en (1) 
dy dy 

+ y 2 z - y* ecuacion diferencial lineal en z, y la solucion general es: 

f \ y2dy % "*V f T 8 

[ le J y*dy + c], integrando se tiene: z-e 3 [ I e’ y dy + c] 


... ( 1 ) 


dz 2 


dy 

-j.v 2 dy r JV 

z-e J 1 le 


.£ 6 2 J i_ 

integrando por partes z = e 3 [9(-^- — + 2)e 3 +c] simplificando 


x 2 -y b -6y 3 +18 + ce 3 
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© 


* 3 y 

ydx + ( a - —^~)dy = 0 


Solucion 


A la ecuacion diferencial dada expresaremos asi: — + — x = — , multiplicando por x ' 

dy y 2 


s dx 1_2 1 ^ ^ dx 2 _ 2 

JC 3 — + -JC = - => 2jc 3 — + — a J = 1 

dy y 2 dy y 


_ dz _ . I c/x , 

Sea z = x => — = -2jc — reemplazando. 
dy dy 


—z-l => —z=-1 ecuacion lineal en z, Luego la solucion es: 
dy y dy y 

_ f 2 (2. 

z = e ^ v [je* v (-l)dv + c], integrando z = e 21nv, [- Je” 2lnv dy + c] , simplificando 




. jr 2 = y + cy 2 


ixdy = _y(l+jcsenx-3.)> 3 sen x)dx 


Solucion 


3a* dy = y(l + x sen x - 3y 3 sen A)dr expresaremos asi: 


3a— = y(l +Asen a - 3 v 3 sen a) de donde 
dx 


- y = -(-)y , multiplicando por y 

dx 3a a 


dy 1 + AsenA _3 _ sen a 

y-y — — 

dx 3a 


a 
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Sea z = y ‘ 3 => —— = y— reemplazando. 
3 dx dx 


dz 14- x sen x sen x dz l + x sen x ^ sen x 

-z =-=> — +-z = 3- 

3 dx 3x x dx x x 


que es una ecuacion diferencial lineal en z, cuya solucion general es: 

f +xsenjr , fl+jrsenj^ 

- dl f J- v ‘ 1 sen t 

[ \e J x 3- dx + c], integrando 




.In x- cos x s sen X 


^ # LUSJ m 

dx + c\ y simplificando z = -- [3 Je -COSJr senxdx + c] 


z = - - [3e~ cosx + c] 


_ 3 3 c.e c,)< 

y =-+— 

JC X 


© *-1-^-7 


Solucion 


dy 2 2 _2 . 2 

A la ecuacion diferencial expresaremos asi:- y = x y ' 9 multiplicando por y 

dx 3x 


2 dv 2 j 2 

rr-r r = x 

ax 3x 


.•(1) 


i dz ■ i/t 

Sea z = y => — = 3y —, reemplazando en (1) 
dx dx 


— -—z = x 2 => — - — z = 3x 2 , ecuacion lineal en z, cuya solucion general es: 

3dx 3x dx x 


C 2dx f 

= ^ J x [ fp J 


z = e 


2 dx 

e J x 7>x 2 dx+c\ =e 2in *[je~ 2ln *3x 2 dx+c] 


de donde y 3 =x 2 (x + c) => y 3 =x 3 +cx 2 
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(2 xy 3 - y)dx + 2x dy - 0 

Solucion 

A la ecuacion diferencial escribiremos en la forma: 

2x — + 2xy 3 - v - 0 => —v-->* 3 
dx dx 2 x ' 


, . .. _i dv 1 _7 , 

multiplicando por y ’ se tiene: v —-y =-l 

dx 2x ' 


_? dz ; dy 

Sea z = ~ => — = -2 y — reemplazando en (1) 

dx dx 


dz 1 dz 1 

-z = —1 => — + — z = 2 ecuacion lineal 

2 dx 2x dx x 


Cuya solucion general es: 


-f- r f- 

z^e j,r [ |e Jv : 


2 dx + c] 


z = e 


-In a 



2 dx + c ] 


z — 


1 r 2 -1 

-[x +c] 




2y = 


dv 

— + y~c tg a = cos ear 
dx 


Solucion 


...d) 


A la ecuacion diferencial expresaremos en la forma: 


dv ctgx cosecx _i . . , 

— +- .y - - - y , multiplicando por y. 

dx 2 2 


dv CtgX 2 cosecx 
y — + ——-y =——~ 
dx 2 2 


...(1) 


Sea z = y 2 => — = 2y— reemplazando en (1) 
dx dx 


dz ctgx cosecx 

2d^" 2 2 


dz 

— i- c tg x.z = cos ecx 
dx 
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© 

© 

© 

® 


© 

© 

© 


que es una ecuacion diferencial lineal en z, cuya solucion general es: 


[ cos ecxdx + c] =e ln<>en x *[ jV n(sen x ) cos ecxdx + c] 

z - cos ecx[x + c] => y * = x cos ec x + c. cos ec x. 


b. EJERCICIOS PROPUESTOS. 


Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 


(x 2 + y 2 +1 )dy + xy dx = 0 


dx x + 1 2 


Rpta. v 4 + 2x 2 y 2 +2y 2 = K 


Rpta. ~ = - — + C(jt+ I) 

y 2 


2 .. , 2 .2 „ . 1 1,1 


(* +!)>•'= xy + x‘y‘ 


dv 4sen* v 


Rpta. — - 


(—In | x + \/l + x 2 | -xvl + A' 2 +c) 


dx x 5 + x tg y 


y Vi+* 2 ^ 

Rpta. x (K-lntg>0 = tg y 


(x 2 + y 2 +(y + 2x)x 1 )dy = (2(x 2 + v 2 ) + (>> +2x)x 2 y)dx 


•2 2 v v 

Rpta. (j-2x) =—— + 10arctg — sug: y= u x 
x \ 


(xy 2 y = (xy) 3 (x 2 +1) 


dy - y sen x dx = y ln(ye cos * )dx 


(x + y 3 ) + 6xy 2 y = 0 


Rpta. v = 


45 


45c\fx -5X 5 - 9x 3 

Ke x -cosjc 


Rpta. y — —e 


Rpta. jy 3 = —- + c.x 2 


(^9) (xy 2 -f x sen 2 x - sen 2 x)dx - 2y dy = 0 Rpta. y * = sen* x + c.e 2 
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dv 1 


- +-- v = 5(x-2)y[y 


dx x-2 


Rpta. y 2 =c(x- 2) 2 + (x-2) 2 


© 


3 y 2 ^r+ J ^-S(x+i)=o, y( 0 ) = o 

dx x + 1 


Rpta. p , (* + l)=®[(* + l) 3 -l] 


12 ) 


dx e 2x +y 2 


Rpta. y 2 = (c-21n|y|)e 21 sug: z = e 2x => dx = ~- 


13) 2 cosy dx-(xsen y- x 3 )dy - 0 


Rpta. secy = x 2 (c + tg y) 


© 

© 


dy +—ydx = 3 x 2 y 2 dx 
x 


dy + ydx = lxy 2 e x dx 


Rpta. xy(c-^-) = 1 


Rpta. l=ye v (c-x 2 ) 


_ dv 3 44 

3 —+ -v = 2x 4 y 
dx x 


Rpta. x 3 y 3 + x 2 =c 


17) x dx = (xsen v-1 )dy 


Rpta. — -ce y + — (sen v + cos v) 
x 2 


. 8 ) 3X 


dx x 3 + y + 1 


Rpta. x 3 = c.e y -y-2 


19) 8 xv 1 = — 




Rpta. y 4 = cyfx + VxTT 


2 sen x.— + ycosx = y 3 (xcosx~senx) Rpta. — = x+A2senx 

dx y 


21) X~r- 


dy y x(x + lnx) 
dx In x y 2 In x 


3 ,x 2 -6x 3 x 2 -12x x 1 ,3 x 2 -72x + c j 

Rpta. y= 3* + -(—- )--( . i ~) + 7 ( „ o )] 

2 lnx 2 Ini 4 (lnx) 
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(22) (Jc-l)^ — 2j y = yj(x 2 -\)y Rpta. y = [(1 - x)(c + — ln(x + \jx 2 - 1 ) - \/x 2 - 1 )] 2 

dx 2 


® 

, f xsenvcosy f 

ax + x.c tg y.dy = —— - dy 

x* sen* y + 1 

Rpta. x 2 sen 2 y + 2ln(xseny) = sen 2 y + c 


2 , > 
dx + (—)xdy - 2x~y~dy 

y 

Rpta. .x ] y 2 =c-2y 


3 > 2 v * 

dx - 2xy dy = 6x y“e dy 

Rpta. x' 2 e 2y =c-4y 3 

® 

(\2e 2x y 2 -y)dx = dy , y (0) = 1 

Rpta. y- e~ x =13-12e* 

® 

x — + y = y 2 Inx 
dx 

Rpta. cxy + y (In x + 1) = 1 

® 

2xy^--y 2 +x = 0 
dx 

Rpta. y 2 = xln(—) 
x 

® 

ye y = (y 3 + 2x e y )y* 

Rpta. x = y 2 (c-e v ) 

© 

xy 3 dx = (x 2 y + 2)dy 

Rpta. r 2 = 1 — — + c* * 

y 


dy 4 x J y 
dx jc 4 + y 2 

Rpta. x 4 =y 2 +cy 

® 

x 3 dy + 3x dx = 2 cosy dy 

Rpta. x 3 = seny + cosy + ce 

® 

x 3 dx-(x 4 + y 3 )dy = 0 

^ \ 

Rpta. x = seny + cosy + c.e 

© 

yy'+y* = cosx 

2 - 2 x 2 4 

Rpta. v = c.e + —senx + — cosx 

5 5 

© 

• c 2 3 . I 

>• = 5.T >> + — 

2x 

Kpla. f**~4x* 


s 
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dy 2 

cosx-ysenx+y =0 

dx 


37) 


dy+L 

dx x 


x 

y 


@ 2 


dy 

dx 


y(2x + 3jy‘) 




dy 2 

cosx .— = yscnx + y tgx 
dx 


(4-x 2 +y 2 )dx + 4ydy = 0, y(2) = 1 


® >•= 



2 


Rpta. 

Rpta. 


— = senx + AT.cosx 

y 

y 

i 

ye 2 -' 1 =c 


Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 


x 1 = {c-3x)y 2 

2 cosx 
A\cos‘ x — 1 

x 2 = (1 + c.e x )y 2 

, i-- 

y~ = (x-2)‘ +e 2 

2 2 2 
x +y -a =cy 





. , x 2 +a 2 x(3x 2 -a 2 ) 1 

3 y+—i — r,y = —2—— — 

x(x -a ) X -a y 

ydx = (y — x)dy 
(x 2 - l)dy-y(2x-3y)dx = 0 
ydx + ( x 2 y 4 -3 x)dy = 0 

dx 3x 3 

2 d\ 3 x a 

x — — xy + ye =0 

dx 

xy 2 y'+y 3 =xcosx Rpta. 


Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 

Rpta. 


3 cx 2 

y =-r~j +x 

x -a 


4 xy = y +c 
x 2 -1 = y(3x + c) 

7^ 3 +c) 


-3 * 2x 2 

y = — + — + 4x 
y 5 3 


= 3 sen x + 


Rpta. x 

9 cosx 


= y 2 (le x +c) 

18 sen x 18 cos x 
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6 y 2 dx-x(ax 3 + y)dy = 0 

Rpta. (2* 3 -y) 2 =cyx 6 


2x 3 y'=y(y 2 + 3x 2 ) 

Rpta. y 2 (c-.v)x 3 


2ydx + x(x 2 lny-l)^ =0 

Rpta. y(\ + x 2 -x 2 In y) = cx 2 


2xyy'= y 2 -2x 3 , y( 1) = 2 

Rpta. y 2 = jc(5 — jc 2 ) 

© 

(/ -2xy)dx + 3x 2 dy = 0, y (2) = 1 

Rpta. x 2 =y 3 ( jc + 2) 

® 

(2y 3 - x 3 )dx + 3xy 2 dy = 0 , y (1) = 1 

Rpta. 5jc 2 y 3 =x 5 +4 

@ 

(jc 2 +6y 2 )dx~4xydy = 0, y (1) = 1 

Rpta. 2y 2 =x 2 (3x-\) 

© 

dy y ■' sen* > cos x _ 

— = - --- Rpta. 

dx sen x. cos x 

y = (sen x, In | cos eclx + c tg 2x | + sen x) 

® 

3jt 

(x 2 +\)yjyy' = xe 2 +(1 -x) 2 yjy 

1 - 2 

Rpta. y = e x (— + c(x 2 + 1) 2 ) 3 

© 

1 

y'-4y = 2e x y 2 , y(0) = 2. 

Rpta. y = {J2e 2x + e 2x -e x ) 2 

© 

y'-y = -y 2 (x 2 +x + 1), y (0) = 1 

Rpta. y= , _ x 

x 1 -x +2-e 

® 

1 

xy'-2y = 4x 3 y 2 , y (1) = 0 

Rpta. y = (.t 3 -x) 2 

® 

2 2 1 

xy’+y = x y lnx, y(l) = - 

R p ta - y = 

x l + x- x" In* 

© 

y' = ^—— donde y(x) es una funcion dada Rpta. y = 

x + c 

© 

y" \ay'+y) = x 

nt 

Rpta. ny n = ce a +nx — a 
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l 

xdx = (- y i )dy 

y 


Rpta. x 2 =y 2 (c-y 2 ) 


y'+- 2 -+y 2 = o 

X+l 


Rpta. y = 


1 


(1 + x)[c + ln 1 1 + jc | 


g -2 

xdy - 2 ydx - —-—[3(^x z ) : +2yx * ]dx Rpta. 6yx~~-4 In | 3yx "+2|=3 x~+c 


68) y — y' cos jc = y cos jc(1 - sen jc) 


Rpta. y = 


tg x + sec jc 
c + sen jc 


2 2 
yy'+y tg jc = cos x 


Rpta. j 2 = (2x + c)cos 2 x 


70) S- 


4v + 2y _ 2yfy 


dx x — 2 


cos x 


„ c + ln|cosx| x 2 

Rpta. >> = (- ! - tg x ) 2 


(7l) 2xyy'+(\+x)y 2 =e x 9 y(\) = \fe Rpta. y=( 


x . 2-x 1 

fc 


n) = 

c/x x + l 3 ;* 


Rpta. 12(x + 1) 2 >> 3 =3x 4 + 8x 3 + 6x 2 + c 


73) —~xy = y 2 xe x 
dx 


Rpta. 3y* =e x +ce 4 


3 dy 4 —jc 2 


74 ) j; — + x>> = xe 
dx 


Rpta. e 2x y 4 = 2e x + c 


75) (\-x 2 )— + xy = x(l-x 2 )y h2 , y(0)=l 

dx 


Rpta. 3y 2 + \-x 2 =4(l-x 2 ) 4 


76) 2ydx = (x 2 y 4 +x)dy , y (1) = 1 


Rpta. 10 jc = (9 + xy*)y 2 


77) xy'+y = y lnx 


Rpta. y (1 + In x + cx) = 1 
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(78) xy* 4y-x Z yfy = 0 Rpta. 

() (x + \)dy = y[y(x + l)ln(x + l)-l]</x , y = —, x = — 

e e 




Rpta. 2y~' (x-l) _l = 3-[ln(x + l)] 2 


dy 2 

-v tg x + y cos x = 0 

dx 

Rpta. y (x + c) = secx 


, ay' . Mx 

ydy - r_ 

jr x 

Rpta. y 2 = c.e~ 2a x — 

a 


x dy = y (xy - y) dx 

l 

Rpta. xe s> =c 

® 

2x 2 — + y = 4y i 
dx 

1 

Rpta: y = , 


c + 4e v 

® 

( e y -2 xy)y’=y i 

Rpta: xy* = e + c 

® 

xy'+y = x 4 y 3 

• 

„ 1 4 2 

Rpta: —- = -x + cx 
y* 

® 

y-xy'=y'y 2 e- v 

Rpta: x = ye y + cy 

@ 

xy 2 y'+y* = xcosx 

i „ 9cosx 18senx 18cosx _ 3 

Rpta: y - 3sen x n-r-;— + cx 

x x 4 x 

® 

Jy + (4y-8y ~ 3 )xdx = 0 

2 1 

Rpta: y = [2 + c.e Sx ] 4 


s-te 

+ 

* b 

ii 

II 

K> 

Rpta: x 2 / = x 4 +15 
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ydx = (3x + y } - y 2 )dy ; y ( 1 ) = -1 

Rpta: x = y 2 [1 +y ln(-y)] 


d\ c 2 5 V 

— = 5x v +■ — 
dx 2x 

_ C A 3 1 

Rpta: u= — -4x , y = ~■= 
X" v« 


dy x 

dx x 2 y + y l 

? ? _ .2 

Rpta: (x + jy +l)c v = c 




3 xy'+y + x 2 y A =0 

(3 sen y-5x)dx + 2x 2 c tgy dy - 0 

/tg x. sen 2y = sen 2 x + cos 2 y 

cos y. sen 2x dx + (cos 2 y - cos 2 x) dy = 0 

y (x tg x + In y) dx + tg x dy = 0 

yy'+y m tg x = cos" x 

dy _ 3/ctgx + sen xcosx 
dx 2 y 


Rpta: y 3 =x 2 +cx 

Rpta: x 3 (sen y-x ) 2 = c.sen 2 y 

Rpta: (sen^ x + 3cos 2 y)scnx = c 

i: cos 2 x(l + senjy) = cosy(y + c -cosy) 
Rpta: sen x . In y = x cos x - sen x + c 
Rpta: y 2 = (2x + c)cos 2 x 

Rpta: y 2 + senx = c.sen 3 x 



dx t +1 t +1 
dt 21 xt 



ydx + (xy~ + x — y)dy = 0 


_ i 4 + c l c 

Rpta: x* = - 


Rpta: x = - 


1 + c.e 2 




, 2x 4 12 

y -~ - ~r= arctg xy 


1 + x 2 VI + v : 


y 2 sec 2 x dx — (1 — 2y 2 tg x)dy - 0 


x 2 ydx + ( 3x 4 -j 3 )^ = 0 


Rpta: yfy = vl + x 2 [arctg 2 x + c] 

Rpta: y 2 tgx = ln|cy| 

Rpta: 15x 4 j> 12 = 4y 15 +c 
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ydx- x(l + xy q )dy 


dy 

— - tg y.c tg x - sec y. cos x 
dx 


dx 

x— 
dx 


y 


3 


1 - 2xy 2 ’ 
-y = x K y 


n 


y(0)=i 


Rpta: 


Rpta: y(5 + xy 4 ) - cx 

Rpta: sen y + sen x . In (c sen x) = 0 

Rpta: xy 2 - In | y |= 0 

(n + K-\)y'~ n =(1 ~n)x K + c.x 1 ~ w , n* l,K + n* 1 
x K =Kln|^|,n= 1,K*0; y=cx 2 , n= 1, K = 0, 


y'~* =(l-n)x'- n ln|cx|, n*l, K + n=l 


(x 3 +cos 2 x + lx 2 y 2 +sen 2 x)dx + 2x 3 ydy = 0 Rpta: x 2 y 2 =-——lnx + c 


dy (x + l)lnx-x(3x + 4)_y 3 
dx (jc 3 + 2 jc 2 — 1 )y 2 


<■”> 


sen 2 x 


6 


y'+y = (1 + cosx)y 3 


(x 2 +x + l)y/+( 2 x + l)y 2 = 2 x-l 


[113) 2(1 -x 2 >y— (1 -x 2 )_v = xy 2 e~ x 


[y cos x — y 3 (x cos x - sen x)]dx + 2 sen xdy = 0 


xy'-3y = 2 x, y( 1 ) = 0 


116) (xy 2 + x 2 y 2 + 3)dx +(x z y)dy = 0 


3 vV+— -8x + 8 = 0 

x + \ 


^—' dx X y‘ 


xy(\ + xy 2 )^j- = \ , y(l) = 0 
dx 


[120) 3(1 + x 2 )-^- = 2xy(y 3 - 1 ) 

dx 
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2.10. ECUACION DIFERENCIAL DE RICCATI.- 


Consideremos la ecuacion diferencial de la forma: 


^ = P(x)y + Q(x)y 2 +R(x) 
dx 


... ( 1 ) 


donde P (x), Q(x) y R(x) son funciones solo de x. 

A la ecuacion (l) se conoce con el nombre de ecuaciones diferenciales de “RICCATI”. 
Estas ecuaciones diferenciales no se puede resolver por metodos hasta este momento 
estudiados, pero sin embargo si se conoce una solucion particular, se puede hallar la 
solucion de la ecuacion diferencial suponiendo que y = i|/ (x) sea una solucion particular 
entonces se puede hallar la solucion de la ecuacion diferencial, haciendo y = v;/ (x) + z, 
donde z es una funcion incognita, que se va ha determinar con la ayuda de la ecuacion 
diferencial. 


Es decir: y - y(x) + z => — = \\f '(x) + — , reemplazando en la ecuacion (1) se tiene: 

dx dx 


v '(*) + ~r~ P(xXv (*) +z )+Q( x Kv(*)+ z ) 2 + R( x ) 

dx 


... ( 2 ) 


Agrupando los terminos de la ecuacion (2) 

dz 


dx 


P{x) + 22(x)i|/(jt))z - Q(x)z + (\|/ \x) - P(x)y(x) - 2(x)\|/ (x) - R(x)) = 0 ... (3) 


Como y = y (x) es una solucion de la ecuacion diferencial de “RICCATI” entonces se 

tiene: y , (x)- J P(x)\|/(x)-g(x)y 2 (x)-^(x) = 0 ... (4) 

t 


de las ecuaciones (4) y (3) se tiene: 


— - (P(x) + 2Q(x)v(x))z = Q(x)z 2 
dx 


.. (5) 


Luego la ecuacion (5) es una ecuacion diferencial de Bernoulli y la solucion de estas 
ecuaciones ha sido estudiado en (2.12). 
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a. Ejemplos: Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes: 



dv 1 1 2 

— = —y + — y - 1 , donde una solucion es y = v;/ (x) = x 
dx x x 2 


Solucion 


Sea y = y (x) + z = x + z, la solucion de la ecuacion diferencial dada, donde z es una 

funcion por determinate, entonces — = 1 + — , reemplazando en la ecuacion diferencial 

dx dx 


dada. 


(JZ 1 l 2 

1+—= — (a + z) + — (a + z) -1 simplificando 
dx x x 1 


— - — z = z 2 , ecuacion diferencial de Bernoulli 
dx x x 2 


dz 3 1 2 , • , , 

-z = —z , multiplicando por z 

dx x x 


i/z 3—1 1 i , 

z-z ' =— , multiplicando por (1 - n) o sea por-1 

dx x x~ 


-z 


-2 


dz 3 _i 
— + — z 
dx x 



... ( 1 ) 


Sea co = z 


t/<t> _ 2 

c/a 


... ( 2 ) 


</o 3 1 . 

reemplazando (2) en (1) se tiene: — + — z = —- ecuacion lineal en co. 

dx x x 


y la solucion general es: co = e [ 

• . * 


f-<& f —dx 

\e J (——) + c] calculando la integral 

J A 


co = e‘ 3,njr [ 


f ij n v dx \ x x 

_ c]= ( +c) 
J A A i 
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1 1 _c_ 2 c-x 2 __ 2 x 3 

Z 2x X* 2x i 2c - X 2 

Luego la solucion general es y = x + z 

— = x + (— - x 2 )y + y 2 , donde una solucion es y = \|/(x) = x 2 
dx x 

Solucion 

Sea y = x 1 +z , la solucion de la ecuacion diferencial dada, donde z es una funcion por 

determinarse, entonces — = 2x + — reemplazando en la ecuacion diferencial dada. 
dx dx 


r = 


lex + JC 
2c - x 2 


l 2w 2 


2x + — = JC + (— - JC 2 )(x 2 + z) + (jc 2 + z) 2 simplificando 
dx x 


— - (— + x 2 )z = z 2 ecuacion de Bernoulli 
dx x 


multiplicando a la ecuacion diferencial por z" 


z 2 — + x 2 )z 1 = I; de donde co = z 1 se tiene: 

dx x 


— = z 2 —, reemplazando obtenemos 
dx dx 


d(D ,1 1 dCD J 2 \ , 

-(- + X )CD = 1 => -+ (-h X )t0 = — 1 

dx x dx x 


es una ecuacion lineal en co cuya solucion es: co = e 


- f-(-+X 2 )£/A- r f-(i+X 2 


= <? J x 


[\e 


J x 


)dx 


(-dx) + c] 


ir j 1 ** 

z' 1 ^' 3 [~K 3 dx+c] => z' 1 = xc 3 *dt + c] 
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b. EJERCICIOS PROPUESTOS. 




© 

© 

© 


© 

© 

® 



Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 


dv 


— = y -+1-— , una solucion es cp(jc) = — + tg jc 


dx 


4x 


2x 


n 1 K sen jc + cos x 

Rpta; y = - + - - 

2jc Acosjc-senjc 


jc 3 > ,,= x 2 y + y 2 -x 2 , una solucion es (p (x) = x 


Rpta: y = 


2cxe x + x 


2ce x -1 


Jy 2 

jc(jc-I) —-(2jc + \)y + y + 2.v = 0 , una solucion es tp (x) = x 
dx 


Rpta: 


x 2 +c 

y = - - 

x + c 


y'-xy 2 +(2x-l)y = x-1, una solucion es <p (x) = 1 Rpta: y- 1 + 


1 -x + ce 


2 2 I 2 , . , , x COS* 

y- sen x.y“ +->> + cos _ jc = 0, una solucion es (p(jc) : 


sen xcosx 


sen jc 


D . sen AT -sen" a U . 

Rpta: y = -(l + (c\e —) ) 

cos x 2 


y'+y 2x - (1 + 2e x )y + e 2x - 0, una solucion es y~e x 
y'+xv 2 - 2x 2 y + x* = x +1, una solucion es <p (x) = x - 1 


— = -8 xy 2 + 4jc(4jc +1 )y - (8jc 3 + 4jc 2 -1) una solucion es (p (x) = x 
dx 

_ 2 v 2 -1 

Rpta: y = [2 4- ce ] + x 


— = — + jc 3 v 2 — jc 5 una solucion es (p (x) = x 
dx x 


V 

Rpta: c.e 5 


> - x 
y + x 
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© 

© 


dy , 2 _ 2senx _ , 1 „ 3cos z x 


dx 


+ y~ sen jc =-- 

COS X 


una solucion es y= - Rpta: y- secjc + ~ 


COSJC 


c — cos x 

5x 


dy c H - 4 c 

— = 3y + y~ - 4 , una solucion es <p (x) = 1 Rpta: y - -— 

dx c-e 5x 


y'= x + (1 - 2x)j>-(l - una solucion es tp (x) = 1 Rpta: y = 1+- 


x + ce 


dv 

— = (\-x)y +(2x-\)y-x , una solucion es cp (x) = 1 
dx 


Rpta: y = (x-2+ce x ) +1 


(U) ^ = 


, ~ 2 27 

ay 2 cos jc-sen :t + j/ 


2 cosjc 


, una solucion es <p (x) = sen x 


Rpta: y- sen jc + ( K cosjc —sen;r) 1 


.y' =—+ una solucion es (p(jc) = — Rpta: y = x 1 +2x(x 2 +2x) 

X* X X 


16) y=l + jc 2 -2xy+y 2 una solucion es cp (x) = x Rpta: y = x + (c-x) 


-i 


17) - = -y 2 +xy + \ una solucion es <p (x) = x 

dx 


dy 


18) H = e 2x -ye*+e x y 1 , una solucion es .y = e x Rpta: y = e x 

dx c + exp(:c-£ x ) 


cxp^.t-e 1 ) 


2.11. ECUACIONES 

DIFERENCIALES 

DE 

LAGRANGE 

Y 

CLAIROUTS.- 






a) Las ecuaciones diferenciales de Lagrange son de la siguiente forma: 


y = xf(y)+g(y‘) 


... (i) 
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Para resolver la ecuacion diferencial de Lagrange se transforma en otra ecuacion 

dy 

diferencial lineal en x como funcion de P, haciendo — -P de donde dy = P dx 

dx 


dy 

Luego se sustituye — = P en la ecuacion; (1) 
dx 


y = x f (P) + g (P) ... (2) 

diferenciando la ecuacion (2) se tiene: dy = f(P)dx + x f'(P)dp + g'(P)dp ... (3) 

reemplazando en la ecuacion (3), dy = Pdx se tiene: 

Pdx = f(P)dx + x f(P)dp + g\P)dp ... (4) 

^ , , , dx f(P) g'(P) 

La ecuacion (4) se puede expresar en la forma: — +- x =- 

dp f(P)-P f(P)~P 

Que es una ecuacion diferencial lineal en x, cuya solucion general es x = (p(P,c) 
donde Pds un parametro y la solucion general de la ecuacion (1) se da en forma 
parametrica. 


lx = <?(P 9 c) 

\y = <p(P,c)f(P) + g(Py 


P es un par&metro 


b) Las ecuaciones diferenciales de Clairouts son de la siguiente forma: 

y = *y'+g{y') 

La solucion de la ecuacion diferencial de Clairouts se obtiene siguiendo el mismo 
procedimiento del caso de la ecuacion diferencial de Lagrange. 


c) Ejemplos: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 
(T) 2y = xy' + y' In y' 

Solucion 


A la ecuacion diferencial expresaremos en la forma: 


v' y’lnv’ 

y = x— + --— 

2 2 


...( 1 ) 
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dy 

Sea y ' = — = P => dy = P dx, reemplazando en (1) 
dx 


P PXnP A't 

y = x — i -, direrenciando se tiene: 

2 2 


dy = y dx + ^ dp + ^ dp , reemplazando dy = p dx 


pdx = ^dx + ^dp + dp + , simplificando 


dx 1 In P + 1 ' .. • i | . 

- x =-, que es una ecuacion diferencial lineal. 

dp P P 


../Hr d-f 


cuya solucion de esta ecuacion es: x = e J p “*- - - dp + c] = - In P - 2 + pc 


y la solucion general de la ecuacion diferencial es: 
(l^ y = 2xy' + sen y' 
dy 


x ~ pc-\nP-2 

c _ , P es un parametro 

y = -p - p 


Sea y } 


dx 


Solucion 

P dp = p dx, reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene: 


y = 2xp + senP, diferenciando se tiene: dy = 2xdp + 2pdx + cosPdp, 

reemplazando dy = pdx, pdx ~ 2xdp + 2pdx + cos Pdp, simplificando 

dx 2 cos P ■ r 

— + — x = -, que es una ecuacion lineal cuya solucion de esta ecuacion es: 

dp P P 


C2Jp [IJp 

x = e p [ p )dp+c\- 


cos P _ c 

-sen P +—r 

P P 2 


P 


P 
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de donde la solution general de la ecuacion diferencial es: 


cos P n c 
x - ---sen P + r~ 

p2 p - 

2 c 2 cos P 

y- -sen P 

P P 


, P es un parametro 




y = *y 


Solution 

dv 

Sea y' = — = P => dy = p dx, reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene: 
dx 


y = xp + —, diferenciando ambos miembros 


dy = xdp + pdx - dp , reemplazando dy = pdx 

P 3 


© 


2a 2a 

pdx - xdp + pdx - -~r dp => (x - ~r)dp = 0 


2 a 

de donde x = —- v dp = 0 => P = c Liuego 
P 3 


2a 


x = - 


a 

y = *C + -y 

c 




Solution 


dy 

Sea / = = P => dy = p dx reemplazando en la ecuacion dada: y = x/? + r , 

dx 

diferenciando => dy = xdp + pdx + 2pdp al sustituir dy = pdx se tiene: 

- L 

pdx = xdp + pdx + 2pdp => (x + 2p) dp = 0 de donde 


fx + 2P = 0 x = -2 P 


\dp = 0 


P = c 


donde 


[ x = -2c 


[y = xe + c~ 
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d. EJERCICIOS PROPUESTOS. 


Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales 


c 1 


© 

y - 2x :/+ In y' 

Rpta. 

p 2 p 

2c 

y = — + LnP-2 

P 

•© 

y = x(\ + y') + y' 2 

Rpta. 

[jc = 2(1 -P) + ce~ p 
{y=2(\-P) + ce~ p (V+P)+P 2 

© 

y = -xy' 2 +y' 2 +1 

Rpta. y = 1 + (c-Vl-x) 2 

© 

y = 2xy'-2y' + \ 

Rpta. (y-1) 2 = c(jt-l) 

© 

y = 2 xy' 2 +y 

Rpta. | 

\x(2P-\) 1 = \nP -2P + c 

! y = 2xp 2 + P 

© 

3 , v 

y = — xv +e 

2 ' 

Rpta. 

c „ p, 1 2 2 

p) p 2 p 3 

3c * p /f 3 3 

2P 2 P P 2 

© 

.2 • 
y = xy — - 

y 

Rpta. « 

cp 1 + 2p-l 
*~2p 2 (P-l) 2 
c / j 2 + 2^-1 1 

2(P-1) 2 P 

© 

y = (x+i)y 2 

Rpta. 

_ 2p-p 2 + c 
(P-1) 2 


y=(x + \)P 


® 


y - x sen y' + cos y' Rpta, 


XQ\p( 


j' cos u du ^ |* sen 11 du 


Jb sen u — u Jo sen u 
y - x sen P + cos P 


exp( 


r 


cos x 


Jo senz-z 


dz)du 
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@ y = 2xy'-2y' + \ 

@ yy a +(2x-\)y'=y 

(12) y = -xy' 2 +y' 2 +1 

(13) y = (y'-\)x + ay'+b 

^ 4 ) y = mxy' + ay' + b 

@ y + xy'=/ 2 

(j6) y''-xy’+2y = 0 

(l7) 2y' 2 +xy’-2y = 0 

@ 2y' i +xy'-2y = 0 

(19) y = xy'+y' 2 

( 20 ) y = xy'-3y' 3 

® y = *y'+-. 

W y 

® y = ,y ' + 7?p 

( 23 ) y = xy'+ciyj\-\-y' 2 


Rpta. (y-\y =c(x~ 1) 

Rpta. y 2 = 2(1 + 2c)(;c + c) 

Rpta. y = \ + (c-y]\-x) 2 ,y = 1 
Rpta. y = (x + a) In (x + a) + c (x + a) + b - x 
Rpta. m (y - b) = (1 - m) (mx + a) In (mx + a) 


Rpta. 


2p . 4 

jc = — + cp * 
3 

y = - X p + P 2 


Rpta. 


\x=P(c-3P) 
[2y = P 2 (c-4P) 


Rpta. 


Rpta. 


[ x = 4P\n(pc) 

\y = P 2 [l + 21n(/xr)] 

\x = 2P(3P + c) 

2y = P 2 (4p + c) 


Rpta. y = cx + c 
Rpta. y = cx - 3c 3 

Rpta. y = cc + — 
c 


Rpta. 


Rpta. 


y — cx + 




2 2 2 
■, x 3, + y 3 = a 3 


1 + 


y = cx + a 


Vi+c 2 , - 2 ■ - 2 


x + y = a 










Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden 


159 



, a 

y = xy+ — 

y 


y = xy' + sen y' 


}’’ = ln(xv'-jO 


, .2 
y = xy-y 


y = xy'+yj\-y' 2 

® 

it 

i 

> 

il 

® 

y ~ xy + Jy- 1 

© 

<N 

V 

1 

* 

II 

© 

y + y' 2 =y'x 

© 

y = xy'+ayj\-y' 

© 

xy - y = In y* 


1 

> 

li 

@ 

^=(x+i)y+y 2 

© 

y = xy' + y'-/ 2 

© 

y = (x+l)y'-\ 

© 

v = xy'+J\+ y' 

@ 

(y-\]\ + y' 2 )dx- 


„ a 

Rpta. y = xc + — 
c 2 

Rpta. y = cx + sen c 
Rpta. y-cx-e c 
Rpta. y = cx-c 2 

Rpta. y = cx + yj\-c 2 

Rpta. y-cx-e c 

„ 1 

Rpta. y - cx + - 

yjc~ 1 

Rpta. y = cx + \ll-c 2 -c.arccosc 
Rpta. y - cx-c 2 

Rpta. y = cx + ayj 1 -c 3 
Rpta. y = cx - In c 

Rpta. y = cx-3c 3 

• 

Rpta. >> = ac + c + c* 

Rpta. >> = cx + c - c * 

Rpta. y = cx + c - 1 
Rpta. y = cx + yj\ + c 

Rpta. v = cx + yj\+c 2 
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2.12. ECUACIONES DIFERENC1ALES NO RESUELTAS CON 
RESPECTO A LA PRIMERA DERIVADA.- 


1° Ecuacion de primer orden y de grado n con respecto a y' 

Las ecuaciones diferenciales de primer orden y de grado n con respecto a y' son de 
la siguiente forma: 


(/)" + +P 2 (x,yXyy- 2 +P n - ] (x,y)y'+P n (x,y) = 0 


... ( 1 ) 


Para encontrar la solucion de estas ecuaciones diferenciales, se resuelve la ecuacion 
(1) con respecto ay'; como la ecuacion (1) es de grado n, entonces se puede tener: 


y'=A(x,y), y'=f 2 (x,y), y'=h(x,y ),..., y'=f K (x,y ),(K = n) ...(2) 


que son las soluciones reales de la ecuacion (1) 

Luego el conjunto de las soluciones de la ecuacion (2) es: 
<P, (*» y* c i) = 9, ip 2 (x,y,c 2 ) = 0 y .... <p K (x y y,c K ) = 0 


donde (p, U\y,c,) = 0, i = 1,2,..., K es la solucion de la ecuacion diferencial 
y= fj(x 9 y) c, i=l,2,...K y que representa la solucion general de la ecuacion (1). 


2° Ecuaciones diferenciales de la forma f(y, y') = 0 

Cuando en esta ecuacion diferencial se puede despejar y* se obtiene ecuaciones 
diferenciales de variable separable, por lo tanto nuestro interes esta en los demas 
casos. 


a) Si en la ecuacion diferencial /(>>,/) = 0 se puede despejar y es decir: 

y-(p(y') — (1) 


dy 

entonces para obtener la solucion se introduce un parametro y ' = — = P en la 

dx 


ecuacion (1), es decir: 


y = <P(P) 


... ( 2 ) 
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ahora diferenciando la ecuacion (2) se tiene: dy - <y'(P)dp 


... (3) 


dy 

Como — = P => dy = p dx que al sustituir en (3) 
dx 

se tiene: p dx = (p'(P)dp de donde dx = ^ x = ~dp + < 

y la solucion de la ecuacion diferencial se ha dado en forma parametrica: 



b) Si en la ecuacion diferencial f(y 9 y') = 0, no se puede despejar ni y, ni y\ 
pero estas ultimas pueden expresarse en forma parametricas mediante algun 
parametro t. 

y = <p(0; /=<p(0 (/ > =" 7 -) 

dx 

y'=-j- = i (K0 => dy=<?(t)dx 
dx 


Como y = cp(/) => dy = (p(t)dt , de donde 
<p\t)dt 


(p (t)dx — (p(t)dt => dx - - 


<p(0 


de donde x = 


I 


cp KM 


+ c 


y la solucion de la ecuacion diferencial es dada en forma parametrica. 
fcp’tO 


X = 


J 


-dt + c 


q >(0 

y = 9(0 

3° Ecuaciones diferenciales de la forma f(x,y*) = 0 

Si en la ecuacion diferencial f(x,y*) = 0 , se puede despejar x es decir: 

x = <p(y') — (0 












162 


Eduardo Espinoza Ramos 


de donde para obtener la solution se hace y'— P de donde en la ecuacion (1) se 


tiene: 

x = cp (P) => dx = cp (P) dp 

... (2) 

Ademas 

d\ r. . d >' 

— = P => dx = — 
dx P 

... 0) 


de (2) y (3) se tiene ^ = (p\P)dp de donde dy = P(p'(P)dp => y= ^Py\P)dp 
Luego la solution general de la ecuacion diferencial es dada en forma parametrica: 

* = <p(/>) 

y= jpy’(P)dp 

a. Ejemplos: Resolver las siguientes ecuaciones. 


@ y 2 ~(2x + y)y' + (a- 2 + xy) = 0 


It ;« 


Solucion 


y' 2 -(2x + y)y + (x J +xy) = 0, despejando y'setiene: 


2x + y± J(2x + y) 2 -4(x 2 + xv) 2x + y ± v 

y' = --- 2 - = — 


de donde 


I v. = x + y 

1 ! 

b: = x 


y, = ce r - x -1 
x 2 

-V2 = — + c 


@ xy' 2 +2xy'-y = 0 


Solucion 


xy* 1 +2xy'-y = 0 , despejando y' se tiene: y f = 


~2x ± yJ4x 2 + 4xy 

— simplilicando 


2jc 


\X 


de donde z~=x + y 
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_ dz , , _ dz _ dz . , z ~ dz z 

2z — = 1 + y => y - 2z -1 de donde 2z -1 = —1 ± — = => 2z — = ±—j= 

dx dx dx yfx dx y]x 


dx I — 

2dz = ±—= integrando z = ±vx + c 
>Jx 

yjx + y =±sfx +c => x + y = x + c 2 ±2c-fx 
y-c 2 =±2cy/x => (y-K) 2 =4Kx 


y = y' 2 c y 

Solucion 

Sea y'~P => dy = pdx, remplazando en la ecuacion dada 

y-p 2 e p => dy ~ (2pe p + p 2 e p )dp , de donde p dx - (2pe p + p 2 e p )dp 

dx = ( 2e p + pe p )dp , integrando x**e p +pe p +c 

\x = e p + pe p +c 
\y = P 1 e p 


2 2 2 
y 5 + .y ' 5 = a 5 


Solucion 


Sea 


j y = a cos 5 / 
lv' = a sen 5 t-P 


, dy 5acos /sen/ _ _ 4 . 

dx = —=- 7 - dt = -5c tg /d/ 

a sen / 

dx = -5c tg 4 tdt integrando x = -5c tg / + 5/ + c 


x = - 


5c tg 3 / 


- 5c tg / + 5/ + c 


y = a cos / 


3 
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© y A -y' 4 -yy' 2 =0 

Solucion 

Sea y'-yt reemplazando en la ecuacion y 4 -y A t A - y } t~ = 0 y~yt A 

y(\-t A ) = r => y = ——- diferenciando dv = ——~rdt 
i -/ 4 • a -t 4 ) 2 


como y'=P => v = — puestoque / = y/ 


^--/> 4 -— = 0 => P = -!—~ Como P = ^- 
f 4 t \-t 4 dx 


dy =- -dx 

• i -/ 4 


2t 5 + 2t 


de (1) y (2) se tiene: =—— ~rrdl r=> dx = ^ + -f - integrando 

l-/ 4 (l-/ 4 r (/ 4 -l)C 


A H C D E 

x = -2 |l — + ^- +-+-+ — 

J / r / + 1 /-I r 


£/ + £ 


+ 1 


)<*) 


© 


2 , , / + ! ^ 

* = — + In -| -2 arctg / + c 

t t -1 


v = 


l-r 
x = In y' + sen y 


Solucion 


Sea y'=P 



x = In P + sen P diferenciando se tiene: 


dx = — + cos p.dp Como dx - — 

P P 


-t 2 = 0 

...d) 

... (2) 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


© 

© 



+ cos pdp => dy = dp + P cos pdp. integrando 


y = P + P sen P + cos P + c 


b. EJERCICIOS PROPUESTOS. 


Resolver los siguientes ejercicios. 
y' 2 -2yy'= y 2 (e x -1) 


x 2 y' 2 +3xyy'+2y 2 = 0 


xy' -2yy'+x = 0 


y 2 -2y-8x 2 =0 


I jc = in 

\y = P 


= In P + senP 

+ / > sen/ > + cosP + c 


x/2 


Rpta. In (K y) = x ± 2 e 


Rpta. xy = c, x L y - K 


„ cx 2 1 

Rpta. y = — + —, y = ±x 
2 2c 


Rpta. y = 2x 2 +c, y =-x 2 + K 


y ,3 +( x + 2)c v =0 


y' 3 -yy' 2 -X 2 /+X 2 y = 0 


Rpta. 4e 3 = (x + 2) 3 + c 


v 2 

Rpta. y = — + c,y = ~ — +K ,y-Ae 


y 4 -(jc + 2y + l)y 3 +(x + 2v + 2xy)y' 2 -2xyy' «= 0 

Rpta. y = c, ,y = * + c 2 ,2;; = x 2 + c 3 , y = c 4 e 
sug: y(j-l)(^’-Jc)(y-2y) = 0 

jcyy 2 +(x 2 + xy + y 2 )y'+x 2 + xy = 0 Rpta: 2 xy + x 2 -c = 0,x 2 +y 2 =c 


(x 2 + x)y' 2 +(x 2 + x- 2xy-y)y'+y 2 - xy = 0 Rpta: y = c (x + 1), y - -x - In c x 
x 2 y 2 +xyy'-6y 2 = 0 Rpta: y = cx 2 , y = ~j 
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© 

© 

© 

@ 


Rpta: 2y-x~ = c , xy - x = c 
Rpta: y = x + c, y 2 + x 2 = C 


xy' : -2yy'+4x = 0 Rpta: y + y]y 2 -x 2 = cx 2 (y + >]y 2 -x 2 ) = c 

y 4 -(* + 2y + l)y 3 +(jv + 2y + 2xy)y' 2 -2xy.y'= 0 


Rpta: y = c,y-x = c, 2y-x 2 = c , y = ce 2x 


© 

xyy' 2 +(x 2 +xy + y 2 )y'+x 2 +xy = 0 

Rpta: 2xy + x 2 -c = 0 , x 2 + y 2 -c = 

© 

(x 2 +x)y' 2 +(x 2 -x-2xy-y)y'+y 2 -xy = 0 

Rpta: 

y-c(x+ 1) = 0, y + x In (cx) = 

© 

x 2 y' 2 +xyy'-6y 2 =0 

Rpta: y-a c 2 = 0 , jy = or 3 

@ 

xy' 2 +(y-x 2 -l)y-x(j-l) = 0 

Rpta: 2y-x 2 + c = 0 , xy - x + c = 0 

® 

xy' 2 -2)y'+4x = 0 

Rpta: cy = x 2 +c 2 

@ 

lx 4 y ,2 -xy'-y = 0 

Rpta: xy = c (3 cx - 1) 

® 

l] \ d\ \ 

y = a(—)' +b(—) , a, b constantes. 
dx dx 

Rpta: < 

„ 3 bp 2 

x = 2a p +-h c 

2 

y=P\nP 

® 

^ = yin y 

Rpta: 

(lnP + l) 2 

X = --—+ c 

2 

y = Pin P 


y = y'( 1 + y cosy) 

Rpta: 

[ x = In P + sen P + P. cos P + c 
| y P + P 2 cos P 

© 

y = {y'~ Ve> 

Rpta: 

f p 

\x = e +c 

[^(P-l)^, y = -l 
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y = arcsen y + ln(l +y'* ) 


jr 

© y' = ey 

© y'~+e y = 2 

2 2 

© ^+/ 3 =1 

© x = y' 2 -2y' 2 +2 

© *(1+/ 2 ) = 1 

© y' 2 x = e y 

X 

© .v(l + ^ ,2 )2 =a 



X 


= y+ sen y 


Rpta. 


. „ , , l + Vl-P*’ , 

x = 2 arctg P - In |-—- +c 

3; = arcsen Z 3 + ln(l + P ~) 


Rpta: 


x = lnfln P) +-+ c 

ln/> 


J = 


In p 


Rpta: 


1 i j. 

x = - r =r\n -p +c 

V2 P + V2 

y = ln(2-P 2 ) 


Rpta: 


f x = 4- 3c tg t + c 


cos' t 


Rpta: 


x = P 2 -2p + 2 

y = -P 3 -P 2 +c 
3 


Rpta: 


y + c = ±(vr 


x - x + arcsen 


\fx) 


Rpta: 


jr = * 


P* 

l 

e p (P+ 1) 


+ c 


Rpta: 


x- a cos t 
[y = -a sen 3 1 + c 


Rpta: 


x = P + sen P 


y = -b P sen P + cos P + c 

2 
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Xyj\ + y' 2 =y' 


Rpta: 


r 

sI[ + P- 

_l _ 

\[\ + P 


+ c 



x =y 3 -y 


x = P ? -P 


Rpta: ■ 



P 2 

— + c 


2 


2.13. SOLUCIONES SINGULARES.- 


Consideremos una ecuacion diferencial u la forma: F(x , /,/) = 0 ...(1) 

Llamaremos solucion singular a y = (p(x) de la ecuacion (1) si en cada punto se infringe 
la propiedad de unicidad, es decir, si por cada uno de sus puntos (x 0 , y 0 ) ademas de esta 
solucion pasa tambien otra solucion que tiene en el punto (* 0 ,y 0 ) la misma tangente 
que la solucion y = cp (x), pero no coincide esta ultima en ningun entomo del punto 
( x o» yo ) arbitrariamente pequeno. 


A la grafica de una solucion singular se denomina curva integral singular de la ecuacion 

( 1 ). 


Si F(x,y,y') = 0 y sus derivados parciales — y —, son continuas con respecto a 

Gy Gy' 

todos sus argumentos x, y, y '. 


Entonces cualquier solucion singular de la ecuacion (1). 


Tambien satisface a la ecuacion: 


rF(.x,y,y') 

dy' 


= 0 


... ( 2 ) 


Por lo tanto para hallar las soluciones singulares de la ecuacion (1) se elegira y' entre las 
ecuaciones (l)y (2) obteniendo la ecuacion. 


... 0 ) 


M/ (x,y) = 0 
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A la ecuacion (3) se denomina P - discriminante de la ecuacion (1) y la curva determinada 
por la ecuacion (3) se denomina curva P - discriminante (C.P.D.) siempre ocurre que una 
curva P - discriminante se descompone en unas cuantas ramas, en este caso debe 
averiguarse si cada una de estas ramas por separado es solucion de la ecuacion (1) si es 
afirmativo se debe comprobar si es solucion singular, es decir, si se infringe la unicidad 
en cada uno de sus puntos. 

Llamaremos envolvente de una familia de curvas. <j) (x, y, c) = 0 ... (4) 

a la curva que en cada uno de sus puntos es tangente a una de las curvas de la familia (4) 
siendo cada segmento de la misma tangente a una infinidad de curvas de la familia (4). 

Si la solucion (4) es la integral general (1), la envolvente de la familia de curvas (4), en 
caso que exista, sera una curva integral singular de esta ecuacion. 

En efecto, en los puntos de la envolvente los valores x, y, y' coinciden con los valores 
correspondientes de la curva integral que es tangente a la envolvente en el punto (x,y), por 
lo tanto en cada punto de la envolvente los valores x, y, y f satisfacen a la ecuacion 

F(\\ v, y ) = 0 es decir la envolvente es una curva integral. 

Ademas en cada punto de la envolvente se infringe la unicidad, puesto que por cada punto 
de la misma pasan al menos dos curvas integrales en una misma direccion, la envolvente 
y la curva integral de la familia (4) que es tangente a esta en el punto considerado. 

En consecuencia, la envolvente es una curva integral singular, ademas por el curso de 
analisis matematico se conoce que la envolvente forma parte de la curva c - discriminante 
(C.C.D.) determinada por el sistema de ecuaciones: 


J 

H x >y> c ) = o 

d<t <x,y,c) n 


■ ■ — — 0 

dc 


Una rama de la curva c - discriminante es envolvente, cuando en el la se cumple las 
condiciones siguientes. 
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<3u> ity 

Que las derivadas parciales —,— 

8x dy 


cx dy 


existan y sus modulos estan acotados. 


donde M y N son constantes 


2° — * 0 6 sino — * 0 
dx dy 

Observaciones 


a) Las condiciones 1° y 2° solamente son suficientes, por lo cual pueden ser 
envolventes tambien las ramas de la carva c - discriminante en las que no se cumple 
algunas de estas condiciones. 

b) En el caso general, el P - discriminante contiene: 

i) A la envolvente (E) 

ii) A1 lugar geometrico de los puntos de contacto al cuadrado (C 2 ) 

iii) Al lugar geometrico de los puntos cuspides (6 de retroceso) (R) 

Ap = E C 2 R 

c) El c - discriminante contiene: 

i) A la envolvente (E) 

ii) Al lugar geometrico de los puntos Anocdales al cuadrado (A ) 

iii) Al lugar geometrico de los puntos cuspidales (o de retroceso) al cubo (7? 3 ) 

Ac = E.A 2 .R 3 

Entre todos los lugares geometricos solamente la envolvente es solucion (singular) 
de la ecuacion diferencial. 

Esta figura tanto en la curva P - discriminante como en la curva c - discriminante a 
la primera potencia, circunstancia que facilita la averiguacion de la solucion 
singular. 
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a) Ejemplos: 


Encontrar la solution general y tambien la solution singular, si ella existe, de la ecuacion: 

(—) 2 + 4x 5 — - 1 2x*y = 0 
dx dx 

Solution 


Sea 



dy = pdx 


p 2 +4x 5 p-\2x 4 y = 0 diferenciando 


2pdp + 20x 4 pdx + 4x 5 dp-48x*y dx- \2x 4 dy = 0 

2 a 5 

2pdp + 20x 4 pdx + 4a 5 dp - 48x 3 (~- - )dx - 1 2x 4 pdx = 0 

12 * 

(2p + 4x s )dp + 20x 4 /x/x-4 ^ ■ 1 -1 2x 4 pdx = 0 

x 

• 

(2p + 4 a’ )dp + 8x 4 /?<ix--— t/jc-16x 4 /xix = 0 

x 


(2p + 4x s )dp-(^— 


-Sx 4 p)dx = 0 => 2x{p + 2x 5 )—-4p(p + 2x 5 ) = 0 

dx 


(p + 2x 5 )(x^--2p) = 0 
dx 


<=> (/? + 2x 5 ) = 0 


x —— 2/7 = 0 
dx 


Si x —- = 2p -> — = 2^1 In /; = 2 In a + In -> lnp = ln/Cx 2 -> P = Kx 2 
dx p x 

reemplazando p - Kx 4 en la ecuacion /? 2 +4x 5 /?-12x 4 y = 0 
se tiene K2x 4 +4KX 1 = L2x* 4 y => AT 2 + 4Ax 3 = 12 v 


£(£ + 4x 3 ) = 12 y solution general. 
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Si p + 2x 5 =0 => p = - 2x 5 reemplazando este valor en la ecuacion dada tenemos: 


4x 10 -8x 10 = 12x 4 => 3 y = -x 6 solucion singular. 


( 2 ) Encontrar la solucion general y tambien la solucion singular, si ella existe, de la ecuacion: 



dx dx 


Solucion 


Sea — = p => dy- pdx , reemplazando en la ecuacion dada 
dx 

x*p 2 + x 2 py +1 = 0 => y = -xp -diferenciando 

x P 

dy = -xdp-pdx + ^^-+ f* • ; pero dy = pdx 
xrp p x* 

pdx = -xdp - pdx + + ~~ => (2 p - )dx + (x - y~y)dp = 0 


x p p x 


X p 


P X 



1 - 



Si x —+ 2/7 = 0 => 



Jx 


/? x 
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| 9 1 

Si 1- - = 0 => p = — => p ~ x 2 reemplazando 

x' p~ x 

_3 

enlaecuacion x 3 p 2 + x 2 py + \ = 0 se tiene 1 + x 2 x 2 y + \ = 0 => 2 + Vxy = 0 



y = —-= => >> x - 4 = 0 solucion singular 
Vx 

Encontrar la solucion general y tambien la solucion singular, si ella existe, de la ecuacion: 

x{ *Lf- 2 y(% 2 -\6x 2 
dx dx 

Solucion 


dy 

Sea — - p dy - pdx 
dx 


xp 3 - 2yp 2 -1 6x~ = 0 


xp 8x~ 


diferenciando dy = — dp + — dx -^—^dx + —dp 

2 2 p 2 p 


_ . . f x f p _ 16x 1 

Como ay = wax => wax = — dp -\— dx -— dx h--— 

2 2 / / 


.X 16x 2 v 16x XJ _ r , '1 16x dp ,1 16x 

(— H-—)dp - (— + —--)dx = 0, factorizando x(— h— r-) —- p(— + ——) = 0 

2 n 5 2 n 2 n 5 dx 2 rr 


A 16x dp 1 I6x dp 

(- + —)(x-^-/7) = 0 o - + —= 0 v x~—P-0 
2 p* dx 2 p 3 


dx 


dp „ dp dx _ . 

Si x— — p = 0 =>-= 0 mtegrando 

dx p x 


In p -- In x = In K => In — = In K => p = Kx 
x 









174 


Eduardo Espinoza Ramos 


reemplazando en la ecuacion y ~~~ 



Kx 2 8 jc 2 Kx 2 8 

setiene y = -—— => y -- 

2 K 2 x 2 2 K 2 

2K 2 y-K 3 x 2 —\6 es la solucion general 


1 \6x 16x 1 /? 3 

Si — +—— = 0 => —- = => -2— - -2 

2 p 3 p 3 2 16x 


i 


p 3 = -32x => p = -2>/4x' reemplazando en la ecuacion 


_ ^ 

xp 8x 2 x(-2>/4x 3 ) 8x 

v =-— se tiene v =- 

2 p 2 2 


4\f\6x 3 


3/T 3 2x 3 

,= -* T 


4 

.V = -(fe => 2/=-27/ 


2j> 3 +27x 4 =0 solucion singular 


b. EJERCICIOS PROPUESTOS. 

Encontrar la solucion general (S.G) y tambien la solucion singular (S.S.) si ella 
existe de las siguientes ecuaciones diferenciales. 


© 

dy ~,dy 2 
y = *-2(—) 

dx dx 

Rpta: S.G.: y~kx-2k 2 ; S. S.: 8j> = x 2 

© 

2 ,dyp ^ dy 
y (—) +3x~-y = 0 
dx dx 

Rpta: S.G.:y 3 +3kx-k 2 = 0;S.G.:9x 2 + 4>> 3 = 

© 

xi—) 1 -2y—+4x = 0 
dx dx 

Rpta: S.G.: A 2 x 2 -^y + 1 ; S.S.: y 2 -4x 2 ■ 
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© 

x(^) 2 -2y^ + x + 2y = 0 
dx dx 

Rpta: S.G.: 2x 2 + 2k(x-y) + k 2 =0 



S.S.: x 2 +2xy-y 2 = 0 

© 

(1+y 2 )y 2 -Ayy'-Ax = 0 

Rpta: S.S.: y ' =4x + 4 

© 

y' 2 -4y = o 

Rpta: S.S.: y = 0 

© 

y' 3 -4xyy'+8y 2 = 0 

Rpta: S.S.: y = 0, y = -^x 3 

© 

y' 2 -y 2 =0 

Rpta: No hay S.S. 

© 

(£)»+*>*-2*V-0 

dx dx 

Rpta: S.G.: k 2 +kx 2 =2y ; S.S.: 8y =-x 4 

@ 

ax ax 

Rpta: S.G.: 2* 3 x 3 = 1 -6£ 2 p ; S.S.: 2y = x 2 

@ 

dx dx 

Rpta: S.G.: y-kx-k 2 ; S.S.: 4y = x 2 

@ 

dy ^ „,dy 2 

y = X + A. ( — ) 

dx dx 

Rpta: S.G.: y = kx + k 2 c ; S.S.: x l - -4ky 

@ 

x 8 (—) 2 +3x — + 9^ = 0 
dx dx 

Rpta: S.G.: x 3 (y + * ) + k = 0 = 0 ; S.S.: 4x 6 y = 1 

@ 

) 2 — 2^— + 4jr = 0 

Vv dx 

Rpta: S.G.: x 2 =k(y~k); S.S.: y =• 2x, y = -2x 

© 

o 

dx dx 

Rpta: S.G.: xy = k(3kx-l) S.S.: 12x‘y = -l 

© 

o 

II 

1 

+ 

1 

+ 

CM 

Rpta: S.G.: xA: 2 + (x - y)k +1 — y = 0 

S.S.: (x + y) 2 =4x 
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© 

6 / dy , 3 </>• 

x (—) - 3x-3y = 0 

& A 

Rpta: S.G.: 3.xy = k(xk 2 -3); S.S.: 9*V =4 

@ 

^ dv \ dv 

dx ax 

Rpta: S.G.: fccy = k(k 2 x-\) ; S.S.: 27x i y 2 =4 

® 

12^-0 

or ax 

Rpta: S.G.: 2k 3 y = A: V + 12 ; S.S.: 3y 2 = ±8x 3 

© 

*4) j -A + i=o 

ax ax 

Rpta: S.G.: xA' - yk 2 + 1 = 0 ; S.S.: 4y 3 = 27x 2 


,dx 2 dx 4 

4—) +>-— = 3^ 

ay ay 

Rpta: S.G.: 3y = k (1+k xy); S.S.:12.xy‘ =-l 

@ 

x(—f-2y(— ) 2 +4x 2 =0 
<& dx 

Rpta: S.G.: x 2 = 4k(y-8k 2 ) ; S.S.: 8y 3 = 27x 4 

© 

4x 5 (— ) 2 +12x 4 y — + 9 = 0 
<fa rfx 

Rpta: S.G.: x 2 (2ky-\) = k 2 ; S.S.: x 3 y 2 =1 

@ 

4 + .h,-4)=i 

ax abc 

Rpta: S.G.: (k + l) 2 (y- kx) = 1 

S.S.: 4(x + y) 2 = 27x 2 

@ 

I**,’ -*,£ + ,.<> 
dx dx 

Rpta: S.G.: kx = y 2 + k 2 ; S.S.: x = ± 2y 
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CAPITULO III 


3. APLICACIONES DE LAS ECUACIONES 

DIFERENCIALES.- 


3.1. PROBLEMAS GEOMETRICOS.- 


Consideremos una curva C descrita por la ecuacion 


C : F (x, y) = 0 


y tomemos un punto P 0 (x 0 , v 0 ) de la curva C 



y la ecuacion de la recta tangente es: 


L r ■ y-y 0 = y 0 (x-x 0 ) 


...(I) 


La pendiente de la recta normal es: mL - -= - 

mL, y' 0 


L N '-y-y 0 =— 7-(*-*o> 
y o 


y la ecuacion de la recta normal es: 


... ( 2 ) 
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ahora calculamos el punto de intersection de la recta tangente con el eje x. 
Sea A e L t n eje x ==> y = 0 , de la ecuacion de la tangente se tiene: 


Vo v 

—y 0 = y o ( x ~ *o) => x ~ x o - - de donde A(x 0 —-—,0) 

y 'o y'o 

Tambien calcularemos el punto de intersection de la recta normal y el eje x. 
Sea B g L n n eje x => y = 0, de la ecuacion (2) se tiene: 


-y 0 = — \-{x-x 0 ) => x = x 0 +y 0 y’ 0 dedonde B(x 0 +^ 0 >’o,0) 

y o 

La longitud del segmento de la tangente entre el punto P 0 y el eje x es L r = d(A, P) 


Lt = J(*6 -(**- ^~)) 2 + (Jo - 0)- = 4- Vl + .v'o 2 

V y o y» 


La longitud de la sub tangente es la proyeccion del segmento tangente AP 0 sobre el eje x 
es decir: 


L o =d(A,c) 


uo-(^-4)) 2+0= 4- 

y o ;’o 


La longitud del segmento de la normal entre el punto P () y el eje x es: L N = d(B , P 0 ) 

l n =V( x o-( x o+>'o> ;, o)) 2 +(j'o~°) 2 = .VoV 1 + >’'o 2 

La longitud de la sub normal es la proyeccion del segmento normal sobre el eje x, 
es decir _ 

LS„ = djCJi) = V(* 0 + ypy Wo)' ■+ (0-0) : = y 0 y\ 

Generalizando estas longitudes en cualquier punto p(x,y) de la curva 


C: F (x,y) = 0 se tiene: 
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L t =^-J\ + y' 2 

— 

longitud de la tangente 

y 

H 

= 

longitud de la sub tangente 

y 

L H =yj\ + y' 2 

- 

longitud de la normal 

Co 

II 

% 

= 

longitud de la sub normal 


para el caso en que la curva esta dado en coordenadas polares. Consideremos la curva: 
C: r = f (0) y P (r ,0) e C entonces: 



tga = r —— , donde a es el angulo comprendido entre el radio vector y la parte de la 
dr 

tangente dirigida hacia el origen de la curva. 


2 </0 

r tg a = r — , 
dr 


dr 

rc tga- —, 

i/0 


es la longitud de la sub tangente polar. 


es la longitud de la sub normal polar 


c/0 

rsena = r 2 -—, es la longitud de la perpendicular desde el polo a la tangente. 
ds 
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ds - yj(dr) 2 + r 2 (d$)~ 



+(—) 2 de 

de 


es un elemento de longitud de arco. 


, es un elemento de area. 


a. PROBLEMAS RESUELTOS 

(7) Hallar la ecuacion de las curvas, tales que la parte de cada tangente, comprendida entre el 
eje Y, y el punto de tangencia, queda dividido en dos partes iguales por el eje de las X. 


Solucion 



© 


Hallar la ecuacion de las curvas, tales que la parte de cada tangente, comprendida entre el 
eje de las x y el punto de tangencia, esta dividido en dos partes iguales por el eje de las y. 


Solucion 



En el A M A P se tiene: 


tg 0 = 


AP 

MA 


y_ 

2x 




Como tg0 = — 
2x 
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A , , dv . dy y 

Ademas — = tg 0 => — - — 
dx dx 2x 


— = — , integrando se tiene: 
y 2x 


In y = + c => v 2 = Kx 

2 

(3) La tangente en cualquier punto de una curva y la recta que une ese punto con el origen 
forman un triangulo isosceles con base en el eje de las x. Hallar la ecuacion de la curva 
sabiendo que pasa por el punto (2,2) 

Solucion 



i 

\ 

( / ln 


M /p(*.yj 

^ y = f(x) 

/IV^ 

0 

i 

/ 

X 


Como L w _L L t => tg a. tg 0 = -1 r=> tg0 = -ctga = - — 


ademas — = tg 0 = -eta => — = , de donde 

dx dx x 


— + — = 0 , integrando In xy = Ink, es decir: C: xy=k 

x y 


pero (2,2) e C -> k = 4, xy = 4 



Hallar la ecuacion de una curva tal que, si en un punto cualquiera de ella, se trazan la 
normal y la ordenada, el segmento que ambos interceptan sobre el eje de las x es una 
constante a. 
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Luego 


-T = ±c tg a 

ax 


dy a . . 

— - ±— , de donde 
dx y 


y dy = ± a dx integrando se tiene: 


y~ ±lax = c 



Hallar una curva para la cual el area a Q- limitada por la curva, el eje OX y las dos 
ordenadas. 

-5 y 

x = 0, x = x, sea una funcion dada de y: Q = a~ In — 

a 


Solucion 



de donde 


5 

a m 

y = - 

c-x 


(hiperbolas) 



Demostrar que la curva, que posee la propiedad de que todas sus normales pasan por un 
punto constante es una circurfferencia. 

Solucion 



Sin perdida de generalidad podemos asumir que 
c(h,k) = c (0,0). 

d\ 

Sea LN: y = bx, donde m LN, ademas mLt = — y 

dx 

como LN _L LT, entonces: 

r 1 dx , . . dx 

mL v - -- es decir que b- - , 

mL ; dy dy 
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© 


como y = bx => b = — de donde — = - — y dx + x dx = 0 integrando 

.v x dy 

•s 1 „ 

a" + = R 

Hallar la curva para la cual, la razon del segmento interceptado por la tangente en el eje 
OY, al radio vector es una cantidad constante positiva. 

Solucion 


Por dato se tiene: — = c La ecuacion de la recta 
d 2 

tangente es: L t : y - y 0 = m(x - x 0 ), de donde 
L ( : y = / (a 0 )x - y' (a 0 )a 0 + y Q 



para x = 0 se tiene d, = y 0 -y' (a 0 ) .v 0 ademas d 2 - y[x% + Vq , luego : 

y (i - v '(a ‘ 0 )a 0 ,. , . v-v'x 

- - = c , generalizando se tiene: . .= -c 

I ' 1 2 2 

yj x o + >’o v x + - v 

y - xy ' = Cyjx 2 + v 2 => (cyjx 2 + y 2 - y)dx + xdy = 0 
Sea y = ux ==> dy = udx + xdu 


(cyjx 2 + u 2 a 2 - ux)dx + x(udx + xdu) = 0, para x * 0 


(cyl\ + u 2 - u)dx + udx + xdu = 0 => cyj\+u 2 dx + xdu = 0 , separando las variables, 

c —— h — r~z^=- = 0 integrando cln(.r) + ln(w + yj\ + /#* ) = In A 

v Vuii 2 


In 


r ~ 2 ,2 

a c (// + yj\ + u 2 ) = In A: => x c (u + >[\ + u 2 ) = k , de donde : a c (— + --) = k 


v + ^/a 2 + v 2 - Aa 1 c ^ ^a~ t- v 2 = kx x c - y , elevando al cuadrado 
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x 2 + y 2 = k 2 x 2{l ~ c) -2kvx ] c + y 2 , de donde v = — kx [ ' c —-x 1+c 

2 k 

Hallar la linea para la cual la subnormal en cualquier punto sea a la suma de la abscisa y 
la ordenada como la ordenada de este punto es a la abscisa. 

Solucion 


Sea P (x,y) un punto cualquiera de la linea. 

dy 

La subnormal en el punto P(x,y) es y — 

dx 


Luego de acuerdo a las condiciones del proHlema se tiene: 


x — = x + y (x + y)dx - x dy = 0 
dx 


xdy - ydx = xdx de donde 


xdy - ydx 


dx 


x 


y dx 

d(— ) = — integrando 
x x 


v 

— = ln(xc) 

A' 


y = x ln(*c) 



Hallar la linea para la cual la distancia que media entre la normal en cualquier punto suyo 
el origen de coordenadas y la que media entre la misma normal y el punto (a,b) estan en 
razon constante e igual a k. 


Solucion 
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se tiene: 


(b + --c) 


1 + 


1 + 


1 


a x.x 

c = k(b -f-c) como v =-+ c => c = y-i — 

m m m 


Luego: y + — = k(b + — - v) 
m m ' m 

my + x = k (bm ra-my-x) => [ak - (k + 1) x] + [kb - (k + 1) y] m = 0 

[ak-(k + l\x] + [kb-(k + l)Y]— = 0 => [ak - (k + 1) x] dx + [kb-(k + 1) y] dy = 0 

dx 

i £ +1 2 k + \ 2 

integrando: akx - —x +kby -— y = c } 

2 2 2k 

x +v- (ax + by) = c 

k +1 

Hallar la curva que posee la propiedad de que la magnitud de la perpendicular bajada del 
origen de coordenadas a la tangente sea igual a la abscisa del punto de contacto. 

Solution 

Por dato del problema se tiene: d - x Q 
ademas m Lt\ p = y'(A 0 ), y la ecuacion de la 
recta tangente es: Lr.:y-y Q = mLt(x-x y) ) 

y Esdecir: t\ jcy'(.x 0 ) - y + y 0 - yx 0 .y'(x 0 ) = 0 

L,^ X 

/.) = 1 A ° '1 , por condicion del problema se tiene: d(0, Li) = x Q 

\j[y'( x o)f +l 



Lvo --Vq^'(^o)I 

^1 +[.v'(.v 0 )] 2 


= v, generalizando en cualquier punto 


lyjv'Xmx => \y~xy'\=yj\ + (y') 2 x 
+ (r 1 ) 2 
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y 2 -2xyy'+x 2 y' 2 = x 2 +x 2 y' 2 de donde y 2 -x 2 -2xyy'= 0 => (y 2 -x 2 )dx-2xydy = 0 

Sea y = ux => dy = udx + xdu 

(u x“ - x )dx - 2x~u(udx - xdu) = 0 para x^O 
2 2 2 

(u - \ )dx - 2u dx - 2uxdu = 0 => -(u + l)dx - 2uxdx - 0, separando las variables. 

dx 2udu . . , , y 2 » 

— + —-= 0 integrando In x + ln(w +1) = In k 

x u* +1 

de donde se tiene: lnjc(w 2 +1) = \nk => x(u 2 +l) = k 


y“" -> 

reemplazando u se tiene: x(— + 1) = A => x ~ + y~ — Lx 

x 2 



Dada la figura adjunta, determinar todas las curvas para las cuales PR es tangente y 
al mismo tiempo es QR ortogonal al radio vector OP 


Solucion 



v 1 x i 

tga= — => RQ : y = -— (x-x) =-(x - x) => y---(x-x) 

x tg a y x 
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RO a eje v => x = 0 => y - — OR = — ... (2) 

y y 


de (1) y (2) se tiene: OT = —— 

yy' 


( 3 ) 


T ■ y-yo =y'(x-x n ) 


T a eje y => x = 0 => OR = y-xy' (4) 

de(2)y(4) se tiene: — = => (x~ - y )dx + xydy = 0 


Sea y = ux => dy = udx + xdu 

(x 2 -u 2 x 2 )dx + x 2 y(udx + xdu) = 0 => (1 ~u 2 )dx + u 2 dx + xudu = 0 



dx + uxdu = 0 => — + udu = 0, integrando In x + — = c => lnx 2 + —— = k 

x 2 2 


Calcular la eurva para la cual la longitud de la porcion de la normal comprendida entre la 
curva y el eje X es proporcional al cuadrado de la ordenada. 



\jk 2 v 


dy 1 ’ i i 

= dx integrando — In | ky + sjk y +1 |= x + c 
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j\n\y + ^y 2 +^-\=x + c x => In ly + ^j.V 2 \=kx + k C] => y + Jy 2 +p- = Ae Lx 

b. PROBLEMAS PROPUESTOS. 

La normal en el punto p(x.y) de una curva corta el eje de las x en M y al eje de las y en 
N. Hallar la ecuacion de las curvas para las cuales p es el punto medio de MN. 


Rpta. y - x = k 



Determinar una curva tal que si por un punto M de ellas se traza la langente MA a la 
parabola y 2 - 2px , la tangente MT a la curva buscada es paralela a OA. 


Rpta. 


2 p 

X - co| c +—- 
3(o 3 


} 


CO 



c + 


2p ) p 
3 co 3 ) CO 


dv 

, CO = — 

dx 


Z El eje de las x, la tangente y la ordenada en cada punto de una curva forman un 
triangulo de area constante k. Hallar la ecuacion de la curva, obteniendo los valores 
correspondientes de k y de la constante de integration, suponiendo que pasa por los 
puntos (0,4) y (1,2). Rpta. y + xy - 4 = 0 



Hallar la ecuacion de la curva que pasa por el punto (1,2) y tal que la tangente en un 
punto cualquiera p y la recta que une este punto con el origen determinan el 

2 2 

angulo complementario con el eje de las x. Rpta. y - x =3 



La parte de la normal comprendida ebtre el punto p (x,y) de una curva y el eje de las 

2 2 2 

x tiene una longitud constante k. Hallar la ecuacion de la curva. Rpta. y + (x - c) - k~ 



© 


La normal en el punto p (x,y) de una curva corta al eje de las x en M y al eje de las y en 
N. Hallar la ecuacion de las curvas, para las cuales N es el punto medio de PM. 

2 > 

Rpta. y + 2x~ - k 

Las normales en todo punto de una curva pasan por un punto fijo. Hallar la ecuacion de 
la curva. Rpta. (x - h) 2 + ( v - k) 2 = R 
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Hallar la ecuacion de una cun a, tal que el area comprendida entre la curva, el eje de las 
x, una ordenada fija y una ordenada variable, sea proporcional a la diferencia entre estas 

jr 

ordenadas. Rpta. y - Ae k 



El area del sector fomiado por un arco de una curva y los dos radios que van desde el 
origen a sus extremos, es proporcional a la diferencia de esos radios. Hallar la ecuacion 
de la curva. Rpta. ((0-rc) + 2k = 0 


© 

© 


El arco de una curva es proporcional a la diferencia de los radios trazados desde el origen 
a sus extremos. Hallar la ecuacion de la curva. Rpta. ln( 0 = - 


V * 2 


+1 


El area limitada por y = f(s), el eje de las x, y dos ordenadas es igual al producto de 
las ordenadas. Comprobar que f(x) = 0 es la umca solucion. 



Ei area limitada por el eje de las x, una curva y dos ordenadas es igual al valor medio 
de las ordenadas multiplicado por la distancia entre ellas. Hallar la ecuacion de la curva. 


Rpta. y -y 0 =c(x-x Q ), v = y 0 


13) Hallar la linea que pase por el punto (2,3) y cuya propiedad sea la siguiente: el segmento 
de cualquier tangente suya comprendido entre los ejes de coordenadas se divide en dos 
partes iguales en el punto de contacto. Rpta. xy 6 



Hallar la ecuacion de una cun r a tal que la suma de los intersectos de la tangente 
en cualquier punto es una constante k. Rpta. y = cx + kc 


15) La tangente a una curva en cualquier punto, forma con los ejes de coordenadas 

ch. 

un triangulo de area 2k. Hallar la ecuacion de tal curva. Rpta. y - cx ±—==- 

VI + C 2 

16) Por cada punto de una curva se trazan paralelos a los ejes para forma un rectan do 
con dos lados sobre los ejes. Hallar la ecuacion de la curva sabiendo que i da 
rectangulo de esta clase queda en dos partes cuyas areas son el doble una de la otra. 


Rpta. y“ — cx 6 x~ - c\ 
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© 

@ 


Hallar la ecuacion de la cur\a cuya normal en cualquier punto pasa por el origen. 

Rpta. jt + y* = c 2 

Si el producto de las distancias de los puntos (-a,0) y (a,0) a la tangente de una curva 
en cualquier punto en una constante k. Hallar la ecuacion de dicha curva. 


Rpta. 


V = CX ± yjk+(k +ci 2 )c~ 



Hallar una curva que pasa por el punto (0,-2) de modo que el coefieiente angular de 
la tangente en cualquier de sus puntos sea igual a la ordenada del mismo punto, 

aumentada tres veces. Rpta. y = -2e 


Hallar la linea que pase por el punto (2,0) y cuya propiedad sea la siguiente: el segmento 
de la tangente entre el punto de contacto y el eje de ordenadas tiene la longitud constante 


e igual a dos. 


Rpta. v = V4- x m +2 In 


2 - 


[21) Hallar la curva para la cual la pendiente de la tangente en cualquier punto es n 
veces mayor que la pendiente de la recta que une este punto con el origen de coordenadas. 

Rpta. y = kx n 


22) Hallar todas las lineas para las cuales el segmento de la tangente comprendida entre 

el punto de contacto y el eje de las abscisas se divide en dos partes iguales en el 

l 

punto de interseccion con el eje de ordenadas. Rpta. parabolas y~ = cx 


^23) Encontrar las curvas cuyas subnormals son constantes. Rpta. y~ ~2kx + c 



Hallar todas las lineas para las cuales la subtangencias sea proporcional a la abscisa 
del punto de contacto. Rpta. y k = cx 



Empleando coordenadas rectangulares, hallar la forma del espejo si los rayos que parten 
de un punto dado, al reflejarse, son paralelos a una direccion dada. Rpta. = lex 4 - c 
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Hallar la curva para la cual la longitud del segmento interceptado en el eje de 
ordenadas por la normal a cualquiera de sus punto, es igual a la distancia desde este 


punto al origen de coordenadas. 


1 9 1 

Rpta. y = —(cx ~—) 

2 c 


Hallar la curva para la cual el producto de la abscisa de cualquiera de sus puntos por la 
magnitud del segmento interceptado en el eje O y por la normal, es igual al duplo del 

*>2 4 

cuadrado de la distancia desde este punto al origen de coordenadas. Rpta. x~ + y = cx 

Hallar la linea que pase por el punto (a,l) y cuya subtangente tenga la longitud 

e(x-a) 


constante a. 


Rpta. y = - 


(29) Hallar la linea para la cual la longitud de la normal sea la magnitud constante a. 


a i 


? 2 

Rpta. (x -c)~ + y~ - a 


Hallar la curva cuya tangente forma con los ejes coordenadas un triangulo de 


area constante S = 2a“ 


Rpta. xy = ±a ~ 


Hallar la linea para la cual la suma de las longitudes de la tangente y de la subtangente en 
cualquier punto suyo sea proporcional al producto de las coordenadas del punto de 


contacto. 


Rpta. y = — In | c(k 2 x 2 -1) I 
k 


Hallar la curva por la cual el segmento de la tangente comprendido entre los 

2 2 2 

ejes coordenadas tiene una longitud constante a. Rpta. x 3 + y 3 = a 3 

Encontrar la curva que pasa por el punto (1,2) cuya normal en cualquier [ ito 

2 2 

(excepto en x = 0) se biseca por el eje x. Rpta. y + 2x" = 6 


34) Hallar una curva que pase por el punto (0,1) y que la subtangente sea igual a la sun de 

X 

las coordenadas del punto de contacto. Rpta. y - e y 
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En todo punto P en una curva, la proyeccion de la normal sobre el eje x y la abscisa de 
P son de longitud igual. Encontrar la curva que pasa por un punto (2,3). 

Rpta. y 2 - x~ =5 6 x 2 + y 2 - 13 

Hallar la linea para la cual el cuadrado de la longitud de un segmento recortado 
por cualquier tangente del eje de ordenadas, sea igual al producto de las coordenadas del 


punto de contacto. 


Rpta. x-ce 





Hallar la curva, sabiendo que la suma de los segmentos que intercepta la tangente a 
la misma en los ejes de coordenadas es constante e igual a 2a Rpta. y = (\fla± yfx) 2 


La suma de las longitudes de la normal, y de la subnormal es igual a la unidad. Hallar la 

2 —x 

ecuacion de la curva, sabiendo que esta por el origen de coordenadas. Rpta. y — 1 - e 



Encontrar la curva en el punto (0,2) tal que la proyeccion de la tangente sobre el eje 
x siempre tenga la longitud 2. Rpta. y~ = 4e 



Hallar la curva, para la cual, angulo formado por la tangente con el radio vector del punto 
de contacto es constante. Rpta. r == ce av/ 



hallar la linea por la cual la ordenada inicial de cualquier tangente es igual a la 
subnormal correspondiente. Rpta. x = y In (cy) 


42) Encontrar la familia de curvas que tienen las siguientes propiedades: la perpendicular del 
origen a la tangente y abscisa de tangencia son de igual longitud. Rpta. x 2 + y 2 - cx 


Encontrar la curva que pasa por el punto (2,1) tal que la interseccion del eje X 


2 -(—) 


con la tangente es el doble de la ordenada del punto de tangencia. Rpta. y 1 ~'e ’ 



Hallar la curva, sabiendo, que el area comprendida entre los ejes de coordenadas, 
esta curva y la ordenada de cualquier punto situado en ella, es igual al cubo de esta 

2 

ordenada. Rpta. 3 y -2x-k 
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Hallar la curva, para la cual, el segmento que intercepts la tangente en el eje OX, es igual 
a la longitud de la propia tangente. Rpta. x~ + (y -by - h~ 



Hallar la Hnea para la cual la ordenada inicial de cualquier tangente sea dos 
unidades de escala menor que la abscisa del punto de contacto. Rpta. y = cx x In |xi - 2 



Hallar la curva, para la cual, el segmento de tangente. comprendido entre los ejes de 
coordenadas se divide en dos partes iguales por la parabola y 2 = 2 a . Rpta. y" + 16.v = 0 



Encontrar las curv'as para las cuales cada norma! y sus interseccion con x tiene la 
misma longitud. Rpta. a 2 + >’ 2 = cx 


(49) Hallar las curvas en el piano XY para las cuales, el segmento de cada 
tangente, comprendido entre los ejes de coordenadas, es bisecado por el punto de 
tangencia. Rpta. xy = c 


(50) Hallar las curvas en el piano XY para las cuales, la pendiente de las normales en todos 
sus puntos es igual a la razon de la abscisa a la ordenada. Rpta. xy = c 



Hallar la Hnea para la cual la longitud de su norma! sea proporcional el cuadrado de la 
ordenada. El coeficiente de proporcionalidad es igual a k. Rpta. y = — \e k '~ c + e ' 



Hallar la curva, para la cual, la normal a cualquiera de sus puntos es igual a la d iancia 

2 2 2 

desde este punto hasta el origen de coordenadas. Rpta. v - a = c 6 x + ■ = c 




Hallar la Hnea para la cual el area comprendida entre el eje de abscisa, la misn Hnea 
y dos ordenadas una de las cuales es constante y la otra variable, sea igual a la r ucion 

del cubo de la ordenada variable a la abscisa variable. Rpta. (2 v" - x~) = cx~ 

Hallar la ecuacion de las curvas que corta al eje de abscisas en x = 1 y que tiene 
la siguiente propiedad: la longitud de la subnormal en cada punto de la curva es igual al 

pro medio aritmeneo de las coordenadas en este punto. Rpta. (x + 2 v)(-v — yY = i 
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Una curva que se halla en el primer cuadrante pasa por el punto A(0,1), si la 
longitud del arco comprendido entre A(0,1) y un punto de la curva p(x,y) es 
numericamente igual al area iimitada por la curva, el eje X, el eje Y y la coordenada del 

+ a A 

punto p(x.y). Encontrar la ecuacion de la curva. Rpta. y =- 



La normal en cada punto de una curva y la recta que un dicho punto con el origen 
de coordenadas forma un trianguio isosceles cuya base esta en el eje de abscisas. 

Hallar la ecuacion de la curva. Rpta. .v" - v" = c 

Hallar la ecuacion de la familia de curvas en el piano XY de tal manera que el trianguio 
formado por la recta tangente a la curva, al eje de las abscisa y la recta vertical que 
pasa por el punto de tangencia siempre tiene una area igual a la suma de los cuadrados de 

las coordenadas del punto de tangencia. Rpta. In cy = arctg(- X V - ) 

V15 VI5x 


Hallar la curva para lo cual el segmento de tangente comprendida entre los ejes> 

'y 

coordenados se divide en partes iguales por la parabola y~ = 2x . Rpta. y“ + 1 6x = 0 



Hallar la linea para la cual el area del rectangulo construido sobre la abscisa de cualquier 
punto y sobre la ordenada inicial de la tangente en ese punto es una magnitud constante 

7 

e igual a (a 2 ). Rpta. y = ±-h xc 

lx 


(60) Encontrar la ecuacion de una curva tal que si se traza una normal en un punto M 
cualquiera de ella encuentra al eje x en el punto P, y la linea que une los puntos medios de 

MP describe una parabola de ecuacion y = 36x. 



Hallar la ecuacion de la curva que pasa por el punto (1,0) y goza de la siguiente 
propiedad: “si por un punto cualquiera P de ella se traza la tangente geometrica y la 
normal respectiva, la tangente corta el eje Y en T y la normal corta al eje x en N resulta 

TN perpendicular a, OP, siendo O el origen de coordenadas. Rpta. a* + y“ = x 
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Hallar la ecuacion de la curva que pasa por el punto (2,1) y para la cual el area del 
triangulo que forma el eje X de abscisas, la tangente a la curva en cualquiera de los 
puntos y el radio vector de dicho punto, sea constante e igual a 4 unidades cuadradas. 


Rpta. x =-2 v 

y 



Determinar la ecuacion de una curva que pasa por (1,1) y tenga la siguiente propiedad: 
por un punto P de ella se traza la recta tangente y la recta normal de modo que la primera 
corta al eje de las y en el punto A y la segunda al eje de las X en el punto B. 

cumpliendose la siguiente condition OA = OB , donde O es el origen de coordenadas. 

Rpta. ln(x 2 + y 2 ) + 2 arctg — = c 

x 


Supongamos que un halcon H, se encuentra en el punto (1,0) y divisa una paloma Q en el 
origen volando en direccion del eje Y, con una velocidad V, el halcon vuela 
inmediatamente en direccion de la paloma con una velocidad w = 2V ^Cual es la 
trayectoria que debe seguir el halcon y en que punto alcanzaria a la paloma? 

x x - - 2 a 2 a 

Rpta. y - (—).(—) 2 -(ax) 2 -i-— ecuacion trayectoria (0,—) es el punto pedido. 

3 a 3 3 



Determinar la ecuacion de la familia de curvas que gozan de la siguiente 
propiedad: El area del trapecio por lo ejes coordenados, la tangente en un punto 
cualquiera de la curva y la ordenada del punto de tangencia sea siempre igual a, b 

unidades cuadradas. Rpta. 3(ex 3 - a^) = 2b 


(66) El triangulo formado por la tangente a la curva, el eje de las abscisas y la recta \ ertical 
que pasa por el punto de tangencia siempre tiene un area igual a la suma de los cu< rados 
de las coordenadas del punto de tangencia. 



El area del triangulo formado por la tangente a la curva, el eje de abscisas y la noi 1 a la 
curva es igual a la mitad del valor de la abscisas de intersection de la recta tangem 


La normal en cada punto de una curva y la recta que une dicho punto con el origen de 
coordenadas forma un triangulo isosceles cuya base esta en el eje de abscisas. Hallar la 
ecuacion de la curva. 
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Hallar la ecuacion de la curva que pasa por el punto (3,5), que tiene la siguiente 
propiedad: “La normal en cualquiera de sus puntos y la recta que une el punto 
considerado con el origen de coordenadas forman un triangulo isosceles con base en el eje 
de abscisas”. Rpta: 


y 2 -x 2 =16 


Sea una curva C en que la tangente y la normal de la curva C en un punto P(x,y) corten al 
eje X en A y y al eje Y en B y B ] respectivamente. Ademas considere el punto E 
(x,0) y 0 el angulo que forma AP con el eje X. Considere a los segmentos como distancias 
dirigid 2 S. Determine la ecuacion de la curva si el area del triangulo °EA l es igual a una 

constante k. Rpta: y 3 - 6 kx + c 


( 71 ) Hallar la curva cuya propiedad consiste es que el producto del cuadrado de la distancia 
entre cualquiera de sus puntos y el origen de coordenadas por el segmento separado en el 

eje de las abscisa de ese punto. Rpta: y 4 +2x 2 y 2 =c 


Encontrar la ecuacion de la curva que pasa por el punto (2, 4) y es tal que: “La abscisa del 
centro de gravedad de la figura plana limitada por los ejes coordenados, la curva y por la 


@ 


ordenada de cualquiera de sus puntos, sea igual a — de la abscisa de este punto”. 

4 

Rpta: y = x 2 

Encontrar la ecuacion de una curva tal que si se traza una normal en un punto M 
cualquiera de ella encuentra al eje X en el punto P, y la linea que une los puntos medios 


- 7 ) ■) 

de MP describe una parabola de ecuacion y ' = ax Rpta: y~ = ax + + c x e a 




Encontrar la ecuacion de la curva que pasa por el punto (1,3) para la cual: “La ordenada 
PN de cualquier punto P(x,y) corta a la recta 2x + y - 10 = 0 en un punto Q y si sobre PN 
tomemos un punto M tal que PM - NQ entonces la recta OM resulta paralela a la recta 
tangente a la curva en P” Rpta: y = 2x In x + 10 - 7x 

Hallar la ecuacion de la curva que pasa por el punto (4, 8) y es tal que: “La tangente de la 
curva en un punto P(x, y) cualquiera de ella corta al eje X en un punto M equidistante del 

_ .X 2 16 

Rpta: — h - + y = c 

y y 


punto P y del punto A(0,4)”. 
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(76) Se da un punto sobre el eje Y. M (0,b); se pide calcular la ecuacion de una curva que goza 
de la siguiente propiedad: “Si un punto P(x,y) cualquiera de la curva, se traza una 
tangente a la curva, esta corta al eje X en el punto R, que equidista de M y P, ademas la 


curva pasa por el punto (7,5). 


„ 1 ~ 12 74 + b\ 

Rpta: x A + +b = v(---) 


@ 


Hallar la ecuacion de las curvas para las que el radio de curvatura proyectado sobre el eje 
X, es el doble de la abscisas. Haga el correspondiente grafico. 


Rpta: y = ^x~Jx(c t - x) + — arctg I —— + c 2 


c, -x 


Si X(t) 


= I 1 '- 


s)e H, ~ s) e*ds. Calcular el valor de: X"(t) + 2X'(t) + X(t) 


Determinar la curva tal que: 

a) Cuya subnormal es la media aritmetica de la abscisa y la ordenada del punto de esta 
curva. Rpta: (y - jc) 2 (x ± 2v) = c 


b) Cuya subtangente es la media aritmetica de la abscisa y la ordenada del punto de 


esta curva. 


Rpta: (y-x) 2 = ky 


Hallar la curva para la cual el segmento de tangente comprendida entre los ejes 
coordenadas se divide en partes iguales por la parabola y 2 =2x. Rpta: v 2 + 1 6x = 0 

a) Graficar y hallar la ecuacion differencial de las curvas tales que la tangente en un 
punto cualesquiera M forme un angulo 0 con el eje OX y que se verifique 

© — (() = — , siendo c() el angulo que Om forme con OX. 

4 

b) Resolver la ecuacion differencial hallada en (a). 

c) Hallar, partiendo de la ecuacion diferencial, la relacion entre el radio de curvatura en 
My OM. 
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Sea Q el punto de corte de la tangente a una curva en P(x,y) y el eje Y. Si la 
circunferencia cuyo diametro es QP pasa por un panto fijo F(a,0). Hallar la ecuacion y 
resolver. Graficar. 

La normal en un punto P de una curva encuentra al eje X en Q. Encontrar la ecuacion de 
la curva si pasa por el punto (0,b) y si el lugar geometrico del punto medio de PQ es 
v 2 =kx. 

Sea A el punto de corte de la tangente a una curva en P(x,y) y el eje Y, si la 
circunferencia cuyo diametro es AP , pasa por un punto fijo (a,0). Hallar la ecuacion de la 
curva. 


3.2. TRAYECTOR1AS ORTOGONALES.- 

Consideremos una familia de curvas planas. 

f{*,y,c) = o 

donde cada valor del parametro c representa una curva. 


(D 


Los problemas que se presentan en los campos tales como Electrostatics, Hidrodinamica 
y termodinamica es de encontrar una familia de curvas que dependen de un parametro k. 


g(* i y**) = o 


... ( 2 ) 


Con la propiedad que cualquier curva de (1) al interceptar a cada curva de la familia (2) 
las rectas tangentes a las curvas scan perpendiculares. 



a las familias de las curvas (1) y (2) se denominan trayectorias ortogonales. 
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Observation. Como ejemplo veremos los casos siguientes: 

(T) En el campo Electrostatico. a una familia de curvas se denomina curvas Equipo- 
tenciales y la otra familia de cun as denominan Hneas de fuerza. 

© En el campo Hidrodinamico, a una familia de curvas se denomina curvas de 
potencial de velocidad y otra familia se denomina Hneas de corriente o Hneas de 
flujo. 

(T) En el campo Termodinamico a una familia de curvas se denomina Hneas isotermas 
y a la otra familia de curvas denomina Hneas de flujo de calor. Si se tiene la 
familia de curvas (1), para encontrar la familia de curvas (2), primero se encuentra la 
ecuacion diferencial de la familia dada en (1) y despejamos y' obteniendo. 


y'=F(x\y) ...(3) 

Como la pendiente de las trayectorias ortogonales debe ser la inversa negativa de la 

V 1 -- : - ...(4) 


pendiente (3) es decir: 


F(x.y) 


Luego las trayectorias ortogonales de la familia dada se obtiene resolviendo la 
ecuacion diferencial (4). 



a. Ejemplos 

Encontrar las trayectorias ortogonales de todas las parabolas con vertice en el origen y 
foco sobre el eje X. 

Soludon 

La ecuacion de la familia de parabola es de la forma: y~ = 4px , p * 0 


v . , 2xrrfv - v~dx 

— = 4 p diterenciando se tiene: —-- -= 0 

x jC 


2x dy y dx = 0 


civ v , dy 2x 

— -— y la ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales son: — =-de 

dx 2x dx y 


*> y 

donde 2x dx -r y dy = 0 resolviendo esta ecuacion diterencial se obtiene r+ —= c, 

c * 0 luego las trayectorias ortogonales a la familia de parabolas son las elipses de centra 
en el origen. 
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Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de circunferencias de centro en el 
origen de coordenadas. 

Sofacion 


La ecuacion de la familia de circunferencias de centro en el origen es de la forma: 
x~ + y~ = c, su ecuacion diferencial se obtiene diferenciando. 

dy x 

se tiene x dx + y dy = 0 => — = — 

dx v 



y la ecuacion diferencial de las trayectorias 

ortogonales es —- = — resolviendo esta ecuacion 
dx x 

se obtiene: — = — In y = In kx => y - kx, 

y x 

Luego las trayectorias ortogonales a la familia de 
circunferencias son la familia de rectas y = kx. 



Encontrar las trayectorias ortogonales de todas las hiperbolas equilateras de centro en el 
origen de coordenadas. 

Solucion 


2 2 

La ecuacion que corresponde a una familia de hiperbolas es: x -y - c\ c * 0, su 
ecuacion diferencial se obtiene diferenciando a la ecuacion. xdx - ydy = 0 de donde 

— = — , y la ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales es: 
dx y 
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de donde In yx = In k 


dy x dv dx , _ 

— = — => — +— = In A:, 

dx y y x 


xy = k ecuacion de la familia de las trayectorias ortogonales. 
Yi 




(4) Encontrar las trayectorias ortogonales de las circunferencias que pasan por el origen 
con centro en el eje X. 

Solucion 

La ecuacion que corresponde a esta familia de circunferencias es: x 2 + y 2 =cx, su 
ecuacion diferencial se obtiene diferenciando a la ecuacion 


~ dy 1 2 _ dy y 2 - x* 

2 xy— = y -x => — = -- 

dx dx 2 xy 


y la ecuacion diferencial de las trayectorias 


ortogonales es: — = —v resolviendo esta ecuacion 
dx y l -x 


2xydx - x 1 dy = —y 2 dy 


2xvdx x 2 dy 


-dy => d(—) = -dy integrando se tiene 


— ■ -y + k => x 2 + y 2 = ky ecuacion que corresponde a las trayectorias ortogonales 

y 

que son circunferencias con centro en el eje Y. 


b. EJERCICIOS PROPUESTOS. 


Q Encuentrese la trayectoria ortogonal que pase por (1,2) de la familia x 2 + 3y ** = cy 


Rpta: y 2 =jc 2 (3x+1) 
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© 


Encontrar las trayectorias ortogonales de ax~ + y = kx donde a es un parametro fija y 

2 


k es una constante. 


2 2 

Rpta: y = c[(a-2)x -y ], a ^2 ; ye y - c para a = 2 


(5) Encontrar las trayectorias ortogonales de cos y — acoshx = k senhx, donde a es una 
constante fija y k es un parametro. 

.© Probar que las trayectorias ortogonales de y — In | tg(x + sen x + k) | es 2senh x + tg= c 
® Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas dadas. 


a) y = ax n y a es un parametro 


Rpta: x + ny~ = k 


b) ^ + = 
2 


Rpta: y = 2bx 


c) x 2 -^ = a 2 
3 


Rpta: xy = b 


,, 2 2 

d) x - xy + y = c 


Rpta: x ^7 = /:(x + - y) 


(js) Encontrar las trayectorias ortogonales, que pasan atraves del punto especificado, de 
cada una de las siguientes familias de curvas. 


a) y =kx,(- 2,3) 


Rpta: 2x 2 + y 2 =17 


b) y 2 =x 2 +ky,( 1,-2) 


Rpta: x 3 + 3x> 2 = 13 


c) y 2 = 2x + 1 4- ke 2x , (o,e) 


Rpta: x = y 2 [\ -\ny] 


© 

© 


Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de elipses con centro en (0,0) y 
dos vertices en (1,0) y (-1,0) 


Rpta: x 2 + y 2 = 2Ln(kx) 


Encontrar las trayectorias ortogonales de las siguientes familias de curvas. 
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® 




a) 

(x - l) 2 + >> : + far = 0 

Rpta: 

2 2 . 
x + y -1 = cy 

b) 

2 2.3 

x = y + ky 

Rpta: 

T 2 2 

3x + y - cx 

c) 

2 3 

y = ax 

Rpta: 

2x~ + 3y 2 = k “ 

d) 

X -V 

e + e = c 

Rpta: 

II 

H 

1 

1 

e) 

II 

c> 

* 

Rpta: 

y = j2x + k 




x sen 2x 

0 

y = tg x + c 

Rpta: 

y - -h 

2 4 

g) 

x 2 + 3 y 2 = ky 

Rpta: 

2 2 3 

y - x = cx 

h) 

y = k(sec x + tg x) 

Rpta: 

y 1 - 2(c - sen*) 


Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de circunferencias que pasan por los 
puntos P(0.-3) y Q (0,0). Hacer la grafica para ambas familias. 

x 2 

Rpta: -+ y -3 In | 2y + 3 \-c 

2y + 3 

Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas j = jctg-^(y + /:) 

Rpta: x + y - ce 

Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas P 2 = A'(Psen 0 - 1) 

Encontrar la ecuacion de la familia de trayectorias ortogonales a la familia de curvas 

b 1 

r = 4acos<9tg# Rpta: r 2 ---- - — 

cos 2 0 + 2sen 2 0 

La temperatura de una placa delgada esta dada por T(x,y) = e v cos x. Encontrar 
la ecuacion de las lineas de flujo de calor. Rpta: y = In [sen x| + k 

Hallar las trayectorias ortogonales a la familia de circunferencia que pasan por los 
puntos (0,0) y (2,0). Rpta: x" + y" + £(1 - x) = 0 
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Hallar la ecuacion de la familia de trayectoria ortogonales a todas las circunferencias 
que pasan por el origen de coordenadas y cuyo centro esta en la recta y = x. 

Rpta: x 2 + y 2 =( y-x)k 

Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas que satisface la 
siguiente propiedad; la recta tangente a las curvas en cualquier punto P, es la bisectriz 
del angulo determinado por la recta vertical que pasa por P y la recta que une P con 


el origen de coordenadas. 


v 2 c 

Rpta: y = —- + c 


Hallar el valor de “m” de modo que x 7 + y m +25 = kx _ea las trayectorias ortogonales 

Rpta: m = 2 


2 2 

de las circunferencias x + y - Icy = 25 


Una familia de curvas goza de la siguiente propiedad: si por un punto cualquiera P(x,y), 
de cualquiera de las curvas que componen la familia, se traza la recta normal, el segmento 
de normal comprendido entre los ejes coordenados tiene una longitud constante de 4 
unidades de longitud; se pide hallar la ecuacion de la curva, que pasa por el punto 
(4,0) y es ortogonal a la familia de curva que se menciona. 

Hallar la ecuacion de la familia de trayectoria ortogonal a la familia de curvas, que 
cumple la propiedad “si por un punto cualquiera de las curvas de la familia, se trazan la 
recta tangente y normal a la curva, el area del triangulo formado por las rectas tangente y 

kx 2 

normal con el eje Y es igual a — donde k es la ordenada del punto, en que la tangente 
intercepta al eje Y. 

Demostrar que la familia de trayectorias de la familia (a'-^)(2x + y) 2 = kx 6 con una 
rotacion de 90° en el origen esta dado por (x + y)(x-2y) 2 =cy b . 

Hallar la ecuacion de la curva que pasa por el punto P(2,l) y para la cual el area del 
triangulo que forman el eje X, la tangente a la curva en cualquiera de sus puntos y el radio 

vector de dicho punto es una constante e igual a hi 1 . 

Determinar una curva tal que si por un punto M de ella se traza la tangente MA a la 
parabola y 2 = 2px , la tangente a la curva buscada es paralela a CA . 
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Determinar una curva tal que si por un punto M de ella se traza la tangente MA a la 
parabola y 2 = Ipx , la tangente MT a la curva buscada es paralela a OA . 


Encontrar las trayectorias 
(x-l) 2 +y 2 +kx = 0 


ortogonales a la familia de curvas definida por 


(26) 

© 

® 

(29) 


(30) 

© 

( 33 ) 


Encontrar las trayectorias ortogonales de la familia y = xtg^(y + k) 

Hallar la curva que pasa por el punto (1,1) y corta a las parabolas semicubicas y 2 - /ex 3 
Encontrar las trayectorias ortogonales de y = In tg(x + senx + k) 

Hallar la familia de curvas ortogonales a la familia de circunferencia que pasan por el 
origen y con centro en el eje Y. 

Hallar las trayectorias ortogonales de la funcion de curvas C : lay 2 = x(x 2 + y 2 ) donde 
a > 0 es una constante. 

Hallar las trayectorias ortogonales a la familia de curvas y = lax 2 +1 
Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas x 2 - ay 2 =1 

Determinar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas (-a-x)y 2 - x 2 (x -3a) 

Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas que satisfacen la siguiente 
propiedad: “La recta tangente a una de la curva en un punto cualquiera P, es la bisectriz 
del angulo determinado por la recta vertical que pasa por P y la recta que une P con el 
origen de coordenadas”. 

Hallar la ecuacion de las trayectorias ortogonales de la familia de curvas que satisfacen la 
propiedad: “Si por un punto cualquiera P(x,y) de una de las curvas se trazan la recta 
tangente y la recta normal a ella, entonces el area del triangulo formado por la recta 


tangente, el eje X, y la recta normal es siempre igual a- *\ 

y' 
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^35) Una familia de curvas goza de la siguiente propiedad: “Si por un punto cualquiera P(x,y), 
de cualquiera de las curvas que componen la familia, se traza la recta normal, el segmento 
de normas comprendido entre los ejes coordenados tiene una longitud e igual a 6 
unidades”. Se pide hallar la ecuacion de la curva que pasa por el punto (6,0) y es 
ortogonal a la familia de curvas que se menciona. 


3.3. CAMBIO DE TEMPERATURA. - 

La ley de enfriamiento de Newton establece, que la rapidez de cambio de temperatura de 
un cuerpo en cualquier tiempo t, es proporcional a la diferencia de las temperaturas del 
cuerpo y del medio circundante en el tiempo t. Ccnsideremos a T la temperatura del 
cuerpo en el tiempo t y a Tm la temperatura del medio circundante y a T 0 temperatura 
inicial del cuerpo (t = 0). 

Como la variacion de la temperatura puede ser que aumente o disminuya. 

Luego de acuerdo a la Ley de enfriamiento de Newton se expresa mediante la ecuacion 
diferencial. 

dT dT 

—- ~k{T-Tm) 6 — = -K(T-Tm) ya sea que aumente o disminuya, donde k es el 
dt dt 

factor de proporcionalidad. 
dT dT 

Si — = -k(T -Tm) —- + KT-kTm que es una ecuacion diferencial lineal de 

dt dt 

primer orden y su solution es: T = e 

ademas se debe cumplir que para t = 0, T = T Q . Luego T = Tm + (7^ - Tm)e 




[ I e kt .kTmdt + c] de donde T = Tm+ Ae 


-h 


3.4. DESCOMPOSICION, 

CRECIMIENTO 

Y 

REACCIONES 

QUIMICAS.- 





La rapidez de descomposicion de una sustancia radiactiva en un tiempo particular t es 
proporcional a la cantidad presente en ese tiempo. 
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La rapidez de crecimiento del numero de bacterias en una solution es proportional al 
numero de bacterias presente. Si S representa la masa de una sustancia radiactiva presente 
en el tiempo t, o el numero de bacterias presente en una solution en el tiempo t, entonces 

dS 

la Ley de descomposicion y de crecimiento, esta expresado por — = -KS para la 

dt 

descomposicion y — = KS para el crecimiento, en donde K es un factor de 
dt 

proporcionalidad. 



Como — = KS , las variables s y t son separables. Luego: — = kdt , integrando 
dt s 

In (s) = kt 4- c S = Ae kt que es la solution general. Si S 0 representa a la cantidad 
inicial es decir: S = S 0 , cuando t = 0, Sq = 

Problemas Resueltos 

Segun la Ley de Newton, la velocidad de enfriamiento de un cuerpo en el aire es 
proporcional a la diferencia en la temperatura T del cuerpo y la temperatura Tm del aire. 
Si la temperatura del aire es de 20°C y el cuerpo se enfria en 20 minutos desde 100°C a 
60°C.^En cuanto tiempo su temperatura descenders hasta 30°C? 

Solution 

Sean T = temperatura del cuerpo ; Tm = Temperatura del aire = 20°C 
T 0 = Temperatura inicial 


La descripcion matematica es: 


— =-k(T-Tm) 
dt 


y la solution de acuerdo a lo descrito es: T = Tm + (Tq - Tm)e 


para t = 20° , T = 7^ = 60°C Entonces: 
60=20+(100-20)e 20k => 40 = 80(T 20 * => K = 
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. In 2 * — t 

I »/ i 70 

porlotanto 7 = 20 + 806 20 => 7 = 20 + 80e ln2 => 7 = 20 + 80.2 20 

para t = ? 7 = 30°C 

30 = 20 + 80.2'' 20 




Determinar el camino S recorrido por un cuerpo durante el tiempo t. Si su velocidad es 
proporcional al trayecto, sabiendo que en 10 seg. el cuerpo recorre 100 mts. y en 15 segs. 
200 mts. 

Solucion 


Sean S = el camino recorrido ; t = tiempo en segundos ; V = — = velocidad del cuerpo 

dt 


La descripcion matematica es: — = ks 


La solucion de la ecuacion diferencial es: S = Ae kt , para t = 10 seg. S = 100 mts 

100 


reemplazando se tiene: 100 = Ae m => A = 


ioa: 


.(i) 


>00 

para t = 15 seg. S = 200 mts., reemplazando se tiene: 200 = Ae 5 => A = ... (2) 

e * 

igualando (1) y (2) se tiene: K = , reemplazando en (1) o en (2) se tiene: A = 25. 


Luego el camino recorrido es: S = 25.2 5 

( 3 ) Cierta cantidad de una sustancia indisoluble que contiene en sus poros 2 Kgr. de sal 
se somete a la accion de 30 litros de agua. Despues de 5 minutos se disuelve 1 Kgr. de 
sal. Dentro de cuanto tiempo se disolvera el 99% de la cantidad inicial de sal? 

Solucion 
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Sea S = cantidad de sal por disolverse 

ds 

La description matematica es: — = ks , k factor de proporcionalidad 


La solucion de la ecuacion diferencial es: 

S - Ae kt \ determinaremos A. para t = 0, s = 2 kgr. => A = 2 

Luego S = 2e kt , determinaremos k, para t = 5 min. s = 1 kgr. => 



-*1 n(-) 1 - 

porlotanto S = 2e 5 2 => S = 2(—) 5 

para determinar t, se tiene que buscar el 99% de s es decir: S = 1 .98 kgr. 

entonces: 1.98 = 2(—) 5 => 0.99 = (—) 5 . Luego: r = 5Jn(0.- m * n 

2 2 In(-) 

(T) Un termometro que marca 18°F, se lleva a un cuarto cuya temperatura es de 70°F, 
un minuto despues la lectura del termometro es de 31°F. Determinese las 
temperaturas medidas como una funcion del tiempo y en particular encontrar la 
temperatura que marca el termometro cinco minutos despues que se lleva al cuarto. 

Solucion 

Sean T = temperatura del cuerpo ; Tm = temperatura del cuarto = 70°F 

dT 

La descripcion matematica es: — = K(T-Tm) , K es el factor de proporcionalidad. La 

dt 

solucion de la ecuacion diferencial es: T = T m + ( T 0 - T m )e kl para determinar k se tiene: 


1=1 min., T = 31 °, Tm = 70°F 

39 39 3 

Luego 3! = 70 + (l8-70)/ => / = — de donde k - In(^) = In(-) 





210 


Eduardo Espinoza Ramos 


por lo tanto: T = 70 - 52e 


rln(^) 
4 



para t = 5 min. T = ? setiene: T = 70-52(—) 5 * 58°F , T « 58°F 

4 

A la 1 p.m. un termometro que marca 70°F, es trasladado al exterior donde el aire 
tiene una temperatura de - 10°F a las 1.02 p.m. la temperatura es de 26°F a las 1.05 
p.m. el termometro se lleva nuevamente adentro donde el aire esta 70°F, ^Cual es la 
lectura del termometro a las 1.09 p.m.? 

Solucion 


Sean T = temperatura del cuerpo ; Tm = temperatura del aire = -10°F 

dT 

La descripcion matematica es: — = K(T - Tm) , k el factor de proporcionalidad 

dt 

La solucion de la ecuacion diferencial es: T = T m + Ae kt para t = 0, T = T 0 se tiene: 
T ~T m +(T 0 - T m )e kt esto es a la 1p.m. y a la 1.02 p.m. t = 2, t = 26°F 


26 = -10 + 80e 2 * => k = — ln(—) 

2 20 

—In(—) 9 ' 

Luego 7" = -10 + 80e 2 80 es decir T = -10 + 80(—) 2 



a la 1.05 p.m., t = 5 min. setiene: 7 =-10 + 80(^) 2 => 7 = 0.88°F 

Supongase que una reaccion quimica se desarrolla con la ley de descomposicion si la 
mitad de la sustancia A ha sido convertida al finalizar 10 seg. Encuentrese en cuanto 
tiempo se transforma nueve decimos de la sustancia. 


Solucion 


Sea x = cantidad de la sustancia A 
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La descripcion matematica es: — = -kx 

dt 

La solucion de la ecuacion difereneiai es: x= Be kt , determinaremos B. 
para t = 0, x = x 0 => B = x 0 => x = x 0 e~ kt 


Determinaremos k, para esto se tiene: t = 10 seg. x = —- . Entonces: 


’ = V 


-10A 


=>— = <? 
2 


-10 k 


* = 


ln(2) 

10 


Es decir, x = x Q e 


- - ln(2) 9x 

10 , ahora para t = ?, x = — 

P 10 


9x n 


entonces: —- = x 0 e ,0]n(2) 

10 


9 — 

__ _ 2 i° 

10 


o , 101n(^) 

In — =-ln(2) => t - — 

10 10 ln(2) 


^ 33 seg. Luego: t = 33 seg. 


(j) La conversion de una sustancia B sigue la Ley de descomposicion. Si solo una cuarta 
parte de la sustancia ha sido convertida despues de diez segundos. Encuentrese cuanto 

tardan en convertir — de la sustancia. 

10 

Solucion 

Sea x = cantidad de sustancia B. Segun los datos del problema se tiene: 


X 

*0 

3*o 

4 

10 

1 

0 

10 

t 


dx 

La descripcion matematica es: — = -kx , k factor de proporcionalidad 

<ll 
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La solution es: I — = -jc 0 I dx => k = -ln(—) 

J' x j 10 4 

10 




l()ln( > 


/ = - 


lnt^) 

4 


= 80 s^g. 


t = 80 seg. 


Una cierta sustancia radiactiva tiene una vida media de 38 horas. Eacontrar que tanto 
tiempo toma el 90% de la radiactividad para disiparse. 

Solucion 


Sea x = cantidad de la sustancia radiactiva. Segun los datos del problema se tiene: 


X 

*0 

* 0 . 

2 

9*o 

10 

t 

0 

38 

t 


La description matematica es: 


— = ~kx , k factor de proporcionalidad 
dt 


La solucion es: 




dt => k - 


381n(—) 
10 

ln(2) 


ln(2) 

38 


t = 126 anos 


© Una poblacion bacteriana B se sabe que tiene una taza de crecimiento proporcional 
a B misma, si entre el medio dia y las 2 p.m. la poblacion se triplica. A que tiempo, si no 
se efectua ningun control, B sera 100 veces mayor que el medio dia? 

Solucion 

Sea x = cantidad de la poblacion bacteriana B. Segun datos del problema se tiene: 


X 

*0 

3*0 

100jr 0 

t 

0 

2 

t 
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La deseripcion matematica es: — = kx , k factor de proporcionalidad. 

dt 


l it sotutidn de la tcuacttta es: 


r*.* r 

Ah T J' 


dt => k = 


ln(3) 


J* 00 * 8 cfc _ In 3 J 


. 2ln(100) 0 , 0J 

dt => r =- - 8.38/?r.v. 

ln(3) 


t = 8.38 horas. 


10) Se sabe que un cierto material radiactivo decae a una velocidad proporcional a su 
cantidad de material presente. Un bloque de ese material tiene originalmente una masa 
de 100 gr. y cuando se le observa despues de 20 anos, su masa ha disminuido a 80 grs. 
Encuentre una expresion para la masa de ese material como funcion del tiempo. 
Encuentre tambien la vida media del material. 

Solucion 

Sea x (t) = cantidad de sustancia radiactiva en cualquier t la deseripcion matematica es: 

dx(t) 


dt 


■ = —kx(t) 


Resolviendo la ecuacion se tiene: x(t) = Ae~ h determinaremos la constante A, para esto 
se tiene: 


Para t = 0, x (t) = 100 gr. => A = 100, Luego reemplazando se tiene: x(r) = 100<? 
determinaremos la constante k, para esto se tiene: 


-ki 


para t = 20 anos, x (20) = 80 entonces: 80 = 100e 


- 20 * => k = —ln(-) 

20 4 


Luego ur(O = I00exp[-^ln(j)] 


© Un isotope radiactivo del carbono, conocido como carbono 14 obedece a la Ley del 

decaimiento radiactivo ^ = KQ , donde Q(l) denota la cantidad de carbono 14 

dt 


presente en el tiempo t. 











214 


Eduardo Espinoza Ramos 


a) Determmese K, si la vida media del carbono 14 es de 5568 anos. 

b) Si Q 0 representa la cantidad de carbono 14, presente al tiempo t = 0. Encuentre una 
expresion para Q como funcion del tiempo. 

c) En anos recientes se ha hecho posible hacer medidas que conducen a conocer la 

Oi t \ 

razon - - para algunos restos de maderas y plantas que contienen 

Qo 

cantidades residuales de carbono 14. Los resultados de a, y h, pueden usarse 
entonces para determinar el tiempo pasado desde la muerte de estos restos, esto es, 
el periodo durante el cual ha tenido lugar el decaimiento. Encuentre una expresion 
para t en terminos de Q, O 0 y K. Erxuentrese el intervalo desde que principio el 

decaimiento, si el valor actual de — es 0.20. 

& 

Solucion 

El carbono 14, obedece a la Ley de decaimiento radiactivo. 

*' * = KQ(t) y la solucion de esta ecuacion 
dt 

es: Q(t) = ce kt de donde para t = 0, 0(0) = Q 0 


c = Qo Luego Q(t) = O 0 e kl 

a) Determinaremos k, para esto se tiene que: 

La vida media del carbono es 5,568 anos es decir: 

para t = 5,568 Q(t) = ~~ entonces: — Q^e 5 568 ' 

245x10^ => k=- 1.245 + 10 -4 

5,568 


b) Hallaremos Q como funcion del tiempo. 
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Q(t) 

Qo 

t 

0 


Hn(2) 

de la parte (a), se tiene: Q(t) = Q 0 e KT 6 Q(t)=Q 0 e x568 => Q(t) » Q 0 ~ (L245vl0 >' 
c) Hallaremos una expresion para t en terminos de: Q, £> 0 yK 


jjn(2) 

de la parte b) se tiene Q = 0 O £? 5 568 


ln(0 = ln(&)--^-ln(2) 

J .jOo 


5,568 Q ln(2) Q 


< = —^ln(0.20) dedonde t = ln(5) = 12,930 anos 

ln(2) 0 ln(2) ln(2) 

"‘Isotopo.- Cuerpo que tiene igual numero atomico y ocupa el mismo lugar que otro en la 
tabla periodica de los elementos, pero que se distinguen de aquel por la diferente 
constitucion y peso de sus atomos” 

n) Un cuerpo cuya temperatura es de 30°C requiere de 2 minutos, para descender 
su temperatura a 20°C, si es colocado en un medio refrigerante con temperatura 
constante de 10°C. Cuanto tiempo tardara el mismo cuerpo para bajar su temperatura de 
40°C a 35°C, si ahora el medio esta a la temperatura constante de 15°C? 

Solucion 

Llamemos: T = Temperatura del cuerpo en el instante t. 

T m = Temperatura del medio exterior (refrigerante) 

T q = Temperatura inicial del cuerpo (t = 0) 

Suponiendo que se cumpla la Ley de Newton, para el intercambio de temperaturas, 
entonces: 


— = -K(T - Tm) donde K es el factor de proporcionalidad. 
dt 
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La solucion para la ecuacion diferencial es: T = T m + ce kt 

determinaremos c, para esto se tiene: para t = 0, T = T 0 , C = T 0 - T m 

por lo tanto: T = + (7 0 + T m )e~ kt determinaremos k, para esto se tiene: 

t = 2 min. T = 20°C, T 0 = 30°C, T m = 10°C de donde T = T m +(T 0 + T m )e~ k ' 

20 = 10 + (30 — 10)e _2A , que al despejar k se tiene: k » 0.348 

por lo tanto: T = T m+ (T 0 + T m )e^ MU 

de donde al despejar t se tiene: t * 0.64 minutos. 


© 


Una sustancia radiactiva A se descompone dando lugar a una sustancia radiactiva B, la 


que a su vez se desintegra para dar un producto estable C, segun el esquema siguiente: 


C 


B 


A 


En el instante t = 0, se tiene 10 mgrs. de A, mientras que B y C no se tiene cantidad 
alguna. La vida media (es decir el tiempo que debe transcurrir para que la cantidad 
original de sustancia se reduzca a la mitad) de A es de 2 horas, mientras que la de B es 1 
hora, ^Cual es el valor de B y C despues de 2 horas? 


Solucion 


Llamemos m } , m 2 y w 3 a las cantidades de sustancias radiactivas de A, B y C 
respectivamente en el instante t. 



cuya solucion es conocida: m x = m 0 .e A,/ 


... ( 2 ) 
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, . ^ dnt-, 

v para la sustancia C es: -= 

dt “ “ 


... (4) 


estas ecuaciones se resuelven del modo siguiente: de (2) en (3) se tiene: 


drri', _ 

—— + A n m~> = a, m m e 1 
dt 


k i tfin 


y la solucion de esta ecuacion es: m n ——■—— +ce k2 ‘ , c constante de integracion 

ky - k { 


usando las condiciones iniciales de que en : t = 0, m 2 = 0 => c = - 


V y; oi 

ky " k] 


por lo tanto: 


r Ai/ -A-jl*. 

w-, =— — -[g ' -e - ] 

' k 2 ~k\ 


... (5) 


ahora de (5) en (4) se tiene: 




dt k 2 k j 

integrando directamente, usando la condicion inicial de que en t = 0, m 3 =0 se tiene: 

V'* 1 ' -v~* 2 ' 


w, =m cl .[l 


*2 _ ^l 


... ( 6 ) 


finalmente podemos reemplazar valores numericos en: 

(5) y (6) con *, =^ = !^!=i y = —— = ln(2) y« ol =!Omgrs. 
t! 2 t2 


obteniendose: m 2 =2.5 mgrs.; m 3 =2.5 mgrs. y tambien de (2), m ] = 5 mgrs. 


EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


© Supongamos que la razon a que se enfria un cuerpo es proporcional a la diferencia entre 
la temperatura del cueipo y la temperatura del aire que lo rodea un cuerpo originalmente a 
120°F se enfria hasta 100°F en 10 minutos en aire a 60°F. Encontrar una expresion para la 


2 — 


temperatura del cuerpo en un instante cualquiera t. Rpta: T = 60 + 60(-) 10 Vr 
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© 


Para una sustancia C, la velocidad de variacion con el tiempo es proporcional al 
cuadrado de la cantidad X de sustancia no convertida. Sea k el valor numerico de la 
cantidad de sustancia no convertida en el tiempo t = 0. Determinar X, V t £ 0 

Rpta: X = — V/> 0 
1 +■ x 0 kt 

Un quimico desea en friar desde 80°C hasta 60°C una sustancia contenido en un matraz 
se coloca el dispositivo en un recipiente amplio por el que circula agua a 15°C. Se 
observa que despues de 2 minutos la temperatura ha descendido a 70°C. Estimar el 
tiempo total de enfriamiento. Rpta: t = 4.45 minutos. 

Un tennometro que marca 75°F se lleva fuera donde la temperatura es de 20°F. 
Cuatro minutos despues el termometro marca 30°F. Encontrar: 

a) La lectura del termometro siete minutos despues de que este ha sido llevado 
al exterior y. 

b) El tiempo que le toma el termometro caer desde 75°F hasta mas o menos medio 
grado con respecto a la temperatura del aire. Rpta: T = 23°, t = 11 minutos. 

Dentro de cuanto tiempo la temperatura de un cuerpo calentado hasta 100°C 
descendera hasta 30°C. Si la temperatura del local es de 20°C y durante los primeros 
20 minutos el cuerpo en cuestion se enfria hasta 60°C. Rpta: t = 60 minutos. 

Si el 45% de una sustancia radiactiva se desintegra en 200 anos. ^Cual es su vida media? 
En cuanto tiempo se desintegrara 60% de la cantidad original?. Rpta: t = 3 1 9.4 anos 




Se tienen dos recipientes con soluciones a temperaturas constantes, la primera a 30°C y 
la segunda a 25°C un tennometro que marca la temperatura de la primera solucion es 
puesto en contacto con la segunda, cuatro minutos despues marca 27°C mas 
adelante el tennometro es puesto nuevamente en contacto con la primera solucion, 10 
minutos despues del comienzo del expenmento el tennometro indica 28°C, ^Cuando 
fue llevado el termometro del segundo al primer recipiente? Rpta: t = 4.73 minutos. 

Un cierto material radiactivo tiene una vida media de dos horas. Encuentre el 
intervalo de tiempo requerido para que una cantidad dada de este material decaiga hasta 

2 ln(10) 

un decimo de su masa original. Rpta: / = - horas 

ln(2) 
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© 

@ 


Suponer que una gota de lluvia esferico se evapora a una velocidad proporcional a su 
area superficial. Si originalmente el radio es de 3 mm., 1 bora despues se ha reducido a 
2 mm. Encontrar una expresion para el radio de la gota como funcion del tiempo. 

Rpta: r = 3 -1 mm, 0 < t < 3 

El azucar se disuelve en el agua con una rapidez proporcional a la cantidad que queda 
sin diluir. Si 30 lbs. de azucar se reduce a 10 lbs. en 4 horas. ^En cuanto tiempo se 

habra diluido el 95% del azucar? Rpta: t = ^ n (20) 

ln(3) 

El radiactivo tiene una vida promedio de 5600 anos aproximadamente. ^En cuantos 
anos desciende el 20% de su cantidad original? ^A1 10%?Rpta: t =-—--— 

El radio se descompone con una velocidad proporcional a la cantidad de radio presente. 
Supongase que se descubre que en 25 anos aproximadamente 1.1% de una cierta cantidad 
de radio se ha descompuesto. Determinese aproximadamente que tanto tiempo tomara el 
radio para que se descomponga la mitad de la cantidad original. Rpta: 1,566.7 anos 


Dos sustancias A y B se convierten en un solo compuesto C, en el laboratorio se ha 
mostrado que para estas sustancias se cumple la siguiente ley de conversion. La velocidad 
de variacion con el tiempo de la cantidad x del compuesto C es proporcional al producto 
de las cantidades de las sustancias no convertidas Ay B, supongase que las unidades de 
medida se eligen de tal forma que una unidad del compuesto C esta formado de la 
combination de una unidad A con una unidad B. Si el tiempo t = 0, hay “a” unidades de 
sustancia A,“b”, unidades de sustancia B y r inguna del compuesto C presente. Muestrese 

dx 

que la ley de conversion puede expresarse con la ecuacion — = k(a - x)(b-x) resolver 

dt 


esta ecuacion con la condition inicial dada. Rpta: 


ab[exp(a -b)kt-1 ] . 

jc = —-——--- a*b 

bexp(a —b)kt—a 


(14) Cierta cantidad de sustancia, que contenia 3 kgrs. de humedad, se coloco en una 
habitacion de 100m 3 de volumen donde el aire tenia al principio el 25% de humedad. El 
aire saturada, a esta temperatura, contiene 0.12 kgr. de humedad por lm 3 , si durante el 
primer dia la sustancia perdio la mitad de su humedad. oO u ^ cantidad de humedad 

Rpta: Q.%2kg. Sug.— = ks(s + 6) 
dt 


quedara al finalizar el segundo dia? 
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15) La salmuera de un primer recipiente pasa a otro, a razon de 2 decalitros/min., y la 
salmuera del segundo recipiente pasa al primero a razon de 1 decalitro/min. En un 
principio hay 1 hectolitro de salmuera, conteniendo 20 kgrs. de sal, en el primer 
recipiente, y 1 hectolitro de agua en el segundo recipiente. Cuanta sal contendra el primer 
recipiente al cabo de 5 minutos. Se supone que en todo momento es homogenea la mezcla 

l 

de sal y agua en cada recipiente. Rpta: 6 — kgr. 


16) Salmuera que contiene 2 kgr. de sal por decalitro entre un primer tannue a razon de 2 
decalitros/min. del primer tanque pasa la salmuera a un segundo tanque a razon de 3 
decalitros/min., y sale de este segundo tanque a razon de 3 decalitros/min. En un 
principio, el primer tanque contiene 1 hectolitro de salmuera con 30 kgrs. de sal, y el 
segundo tanque contiene 1 hectolitro de agua pura. Suponiendo las soluciones 
homogeneas en cada tanque. Hallar la cantidad de sal en el segundo tanque al cabo de 5 
minutos. Rpta: 19.38 kgr. 


Se ha descubierto que una bola de naftalina que tenia originalmente un radio de - de 

4 


pulgadas, tiene un radio de — de pulgada al cabo de un mes. Suponiendo que se evapore 

8 

a un indice proporcional a su superficie. Encuentrese el radio en funcion del tiempo; 
despues de cuantos meses mas desaparecera por completo. 

Rpta: r = (2 -1) 8 despues de 1 mes mas. 


18) El Presidente y el primer Ministro piden cafe y reciben tazas a igual temperatura y 
al mismo tiempo. El Presidente agrega inmediatamente una pequeha cantidad de crema 
fria; pero no se toma cafe hasta 10 min. despues. El primer Ministro espera 10 min. y, 
luego anade la misma cantidad de crema fria y comienza a tomarse su cafe. ^Quien 
tomara el cafe mas caliente? Rpta: El Presidente. 


19) Supongamos que un elemento radiactivo dado A, se descompone en un segundo elemento 
B y que, a su vez B se descompone en un tercer elemento, C. Si la cantidad de A presente 
inicialmente es de X 0 , si las cantidades de A y B presentes en un momento posterior son 
X y Y respectivamente y si , K 2 son las constantes de rapidez de esas dos reacciones. 


Rpta: 


S:K X 


*K 2 y = 


K i l °— r e -*i' 

K i~ K \ 


— e ~ k °‘) 


Encuentrese y en funcion de t. 
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20) Se desea enfriar una solucion contenida en un matraz y que esta a 90° C. Se coloca el 
dispositivo en un recipiente amplio por el que circula agua a 18° C y se observa que 
despues de 2 min. la temperatura desciende 10° C. Halle el tiempo total de enfriamiento. 



Se mezclan “a” grs. de sustancia A y “b” grs. de sustancia B para formar el compuesto X 
con m partes en peso de A y n partes de B. Encontrar la cantidad de X formado durante el 
tiempo t. 


3.5, APLICACIONES A LOS CIRCUITOS ELECTRICOS SIMPLES.- 

Consideremos circuitos electricos simples compuestos de un resistor y un inductor o 
condensador en sene con una fuente de fuerza electromotriz (f.e.m.), a estos circuitos 
mostraremos en la figura a) y b) y su funcionamiento es simple de entender. 




Ahora estableceremos las relaciones siguientes. 


1 ° 


Una fuerza electromotriz (f.e.m) E (Volts) producido casi siempre por una bateria 
o un generador, hace fluir una cargr electrica Q (coulombios) y produce una 
corriente I (Amperios). La corriente se define como la rapidez de flujo de la carga Q 


y puede escribirse: 



...( 1 ) 


2° Un resistor de resistencia R (ohms) es una componente del circuito que se opone 
a la corriente y disipa energia en forma de calor. Produce una caida de voltaje 
que esta dada por la ley de ohm. E R = R1 ... (2) 


3 ° 


Un inductor de inductancia L (henrios) se opone a cualquier cambio en la 

dl 

corriente produciendo una caida de voltaje de: E L ~ L— ... (3) 
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4° Un condensador de capacitancia C (farandios) acumula o carga. A1 hacerlo se resiste 

al tlujo adicional de carga, produciendo una cafda de voltaje de: E c - — ... (4) 

c 

Las cantidades R, LyC son generalmente constantes dependientes de los componentes 
especificos del circuito; E puede ser constante o una funcion del tiempo. El principio 
fundamental que gobiema estos circuitos es la ley de los voltajes de Kirchoff. “La suma 
algebraica de todas las caidas de voltaje alrededor de un circuito cerrado es cero”. 

En el circuito de la figura (a), el resistor y el inductor produce caidas de voltaje E R y 
E l , respectivamente, pero la f.e.m. produce un aumento de voltaje E. (es decir, una caida 
de voltaje de -E). Entonces la ley de los voltajes de Kirchhoff da: 

E R + E ^ — E — 0 ... (5) 

reemplazando (3), (4) en (5) se tiene: L — + RI = E 

dt 

EJERCICIOS DESARROLLADOS 

© Una inductancia de 2 henrios y una resistencia de 10 ohms se conecta en serie con 
una f.e.m. de 100 volts, si la corriente es cero cuando t = 0. ^Cual es la corriente despues 
de 0.1 seg? 

Solucion 


Como L = 2, R = 10 y E = 100 entonces la ecuacion que gobiema es: 

L^j-+RI = E reemplazando tenemos: 2-^- + 10/ = 100 simplificando 

dJ t . 

— + 57 = 50 ecuacion lineal en I. 
dt 

I(t) = e [ \e^ 50 dt + c]=e~ 5t [ 1*50 e 5 ‘dt + c] 


/(/) = e 5/ [10t? 5/ +c] => 7 (/) = 10 + c.e^ 1 Como 1(0) = 0 
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0 = 10 + c => c = -10 /,„ = 10(l-f 5 ') 

ahoraparat = 0.1 => 7(0.1) = 10(1-e” 05 ) = 3.93 amp. 

Un circuito en serie consiste de una resistencia de 120 ohms, y una inductancia de 
— henrios un generador de cc. de 220 voltios, se encuentra en serie con un generador 

71 

de c.a. de 220 voltios (frecuencia de 60 ciclos) y de combinacion conectada a un circuito 
por medio de un interruptor. Encontrar: 

a) La corriente en el tiempo t despues que se ha cerrado el interruptor. 

b) La corriente despues de — — seg. 

20n 

c) La corriente en estado permanente (o estacionaria) 

d) El voltaje en la inductancia y el voltaje en la resistencia cuando t = —?— seg. 

20ti 


Solucion 


Datos: V 0 = 220 voltios ; V = V 0 sen cor = 220 sen oo/ , , 

W = 2rr f = 120 rad/seg. ; R = 120 ohms. v ^ 


L — — henrios 

71 




a) La ecuacion que gobiema la corriente en el circuito al cerrar el interruptor S, es 
dado por la segunda Ley de Kirchoff. 


L — + R = V 0 +V = F 0 (1 + sen wt) 
(it 


di R V 0 „ 

-h — i = —(1 + sen wt) 

dt L L 


».(D 


La solucion de esta ecuacion diferencial es: 

/f 

,, 1 R sen wt - Lwcos wt ^ -77 

, = Fo[ p + - j -J +cc 

A R T i >1 


... ( 2 ) 
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aplicamos ahora la condicion inicial, evidente de que para t = 0 => i = 0 


1 Lw 

c - V 0 [ - , , —-] y reemplazando en (2) 

R R’+Lrw' 


R Lw . T . , Lw 

sen wt ----—rcos wt] 4- V Q (— - - — -~\)e u 


. _ v\. r, 

* 4 r 2 +1} ^ vV T /. * R 2 + L 2 w 2 


R +L*xv m 


definimos el angulo 0 del modo siguiente: 


Q LW R 

tg 0 =-, cosO = — - ■ - 

K 


sen 0 - 


Lw 


V R 1 + L~ w 2 


y y t j — 

entonces: i = (—) + — === sen( wt - 0) + V 0 (—- 7 — —-)e L 

* V* 2 +lV R 2 + L 2 w 2 r 


(3) 


que es la solucion final. 

Reemplazando los valores numericos dados, en (3) 

/ = — [1 + —fL=r sen( 1 20 ti/ - arctg 6 ) — e~ 20Kt ] ... (4) 

6 V37 37 

b) reemplazando en (3) t- —seg. 

20n 



y sen (6 - arctg 6 ) e 0.969 amp. 


observe que el argumento de la serie es dado en radianes 

c) La corriente permanente (o estacionaria) corresponde a t muy grande, entonces 
e ” 20tu y por lo tanto la ecuacion (4) se reduce. 

i = — [1 + - 7 l=sen( 120 n/ - arctg 6 )] 

6 V37 


d) V R = iR = 0.969 a1 20 =^116.3 voltios. 
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Vi - L— = - — [ 6 cos(l 20tu -arc.lgS) -+ 1L e 2 ° 7I/ ]/ = —\ V L % 42.3 vlts. 
L dt v37 \[yj 20 k 

T) En un circuito RC el condensador tiene una carga inicial q 0 y la resistencia R varia 
linealinente de acuerdo a la ecuacion. R = k ] + k 2 t , con k x > 0 y k 2 > 0 

La segunda Ley de Kdrchoff, que suponemos valida pese a que R no es consrante asegura 

_ a _ . . (iu l _ 

que: Ri-t—-E 0 esto es: + k 2 i)— + — q = £ 0 

c di c 

Encontrar i cuando t - 0.3 segundos. 

Si q {) = 2 coulomhios, k\ = 1 , A ' 2 = 0,1, c = 0.05 farandios , E 0 = 50 voltios 


Solucion 




De la ecuacion dada se tiene: 
dq 1 £ 0 


q =- 

cfr c(£, -rk 2 t) -rk 2 t 

^ esta ecuacion diferencial es. 


y la solucion de 


r dt 


En 


q=e • l ' u, ^' ) [ _ C '° i dt + C 0 ] 

ck~, lr.| A* -* • ft k : in| A'; +A / ) *-0 


q=e 


•r 


A', *- k-,t 


] 


I 1 i _ 

?=[A. -/r 2 /] £<2 [ J(A +A0 *** £„<// +C 0 ] => ^ = C£ 0 +A l t * 2 ( % -C£ 0 )(A I +Av) ‘* 2 


v derivando para hallar la corriente electrica. i - — = (A, )‘* 2 ( E 0 -^-)(A| +k 2 t) ‘* 2 

dt C 


ahora reemplazando los valores numericos: 

t = 0.3 seg. = 2 coul, k ] — 1 , k 2 = 0.1, c = 0.05 farad. E 0 = 50 voltios 


encontrandose: i ^ 0.0244 amperios 
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Haliar la intensidad de corriente que circula por un circuito RL impulsada por la 
fuerza electromotriz: V = V Q e ~ 2: cos 2 x cuando L = 0.4 henrios. 


R = 5 ohmios. V 0 = i 00 voltios, i = 0 para t = 0 


Solucion 



De acuerdo a la segunda ley de Kirchoff, la 
corriente en el circuito es gobemada por la 
ecuacion: 


Ri + L^-V 

di 


y reemplazando V = K 0 e 21 cos 2/ 


di R 


y, 


+—i = (—)e cos 2/ 


dt L 


R , _ , ohm 

— = 12.5- y 

L henrios 


^, 250 *“” 
L henrios 


entonces —+ 12.5/ = 250c 2/ cos2n/ 
dt 


y la solucion de esta ecuacion es: 


i = e~' 25 '[ \e' 25 ‘250e~ 2 ‘ cos2 dt+c] 

W 

siendo C una constante de integration efectuando la integral se tiene: 

, - e~ l2Sl [250e' oi ' [l0 ’ Sc ° s2m ± 2 ’ t!ien2 " 1 + C j 

Kio.sr+(2^r] 

i = 1.66c 2/ 10.5 cos2>tt + 2n sen 2 rrt +ce 12 5/ 

usando ahora las condiciones iniciales de que para r = 0, i = 0, entonces: C = -17.43 

Por tanto: /= 1.66[10.5cos27tf + 2n sen27rt]e ~ l -17.43c 

?) Se introduce una f.e.m. en un circuito que contiene en serie una resistencia de 10 ohsms. 

y un condensador no cargado cuya capacidad es de 5x10^ faradios. Encontrar la 
corriente y la carga en el condensador cuando: t = 0.01 seg. 










iplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales 


227 


a) Si V = 100 voltios b) Si V = 100 sen 120 t volts. 

Solucion 


La ecuacion para el circuito se obtiene de la segunda Ley de Kirchoff. /?/ + — = V 

c 

dq 1 dq 

— 4 -- q-V (se usa i = —) 

r dt RC dt 

y la solucion de esta ecuacion diferencial es: 

—I— ^ 1 

_I q = t> * r [ ] ?-j-dt+c) -..(I) 

Siendo C 0 una constante de integracion 



a) 


t 

Si V = 100 voltios constantes, entonces en (1) e integrando. q - VC -+- C 0 e RC 
y usando la condicion inicial de que para t = 0, q = 0, se halla C 0 , luego: 

t 


q = VC[[~e * c ] 

la corriente electrica i es dado por: / = — L = —e Rr 

r At f? 


... ( 2 ) 
... (3) 


reemplazando valores numericos en (2) y (3) para t = 0.01 seg. se encuentra: 
q - 0.043 coul. ; i* 1.35 amp. 

b) Si V = 100sen20nt volt, entonces reemplazando en (1) e integrando y a la vez 
reemplazando los valores numericos salvo, t se tiene: 

q = 0.0022(5sen 1 20 t it- 30ti cos 1 20nt) + C 0 e~ 200t y usando la condicion: 

t = 0 => q = 0 se halla C 0 = 0.0207 , de modo que: 

q = 0.0022(5 sen 120 tc/ -3 On cos 120:tf) + 0.0207c -_00/ 
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i = — = 0. 83(5 cos 1 2Cta + 3tt sen 1 20%t) -4A4e 200r 
dt 

y para t = 0.01 seg. se tiene: q = 0.0131 coul. ; i =-8.5 amperios. 

el signo menos en i indica que el sentido de la eorriente en el circuito es contraria al 
caso (a) 

D Una f.e.m. de 100 voltios se introduce en un circuito que contiene en serie una 
resistencia de 10 ohsms y un condensador no cargado cuya capacitancia es de 5.vl0"~ 4 
faradios. Cuando se ha alcanzado el estado permanente (o estacionario), se desconecta la 
f.e.m. del circuito. Encontrar la eorriente y la carga del condensador 0.01 seg. despues de 
la desconexion de la f.e.m. 

Solucion 


Este problema en su pnmera parte es decir cuando esta conectado V, es igual a la parte (a) 
del problema anterior y por lo tanto se cumple: 


q = VC[\-e RC ] 




el estado permanente (o estacionario se cumple cuando t es un tiempo muy grande y 

t 

entonces: e RC tiende a cero, por tanto los valores finales de carga y eorriente seran: 

q = VC = 0.05 Coulb., i = 0. 

R En la segunda parte, cuando se desconecta la fuente 
en f.e.m. V del circuito (instante inicial t = 0, H) se 
tiene: para t = 0 => q-qo= 0.05 coulb. y la ecuacion 

Q 

para el circuito de acuerdo a la segunda ley de 
Kirchoff, con V = 0 sera: 



/?<> — = 0 esdeeir: - + -^—q = 0* dedonde 
c dr RC 
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j = dq_ = _* Le -ic 

dt RC 


... ( 2 ) 


Reemplazando los valores numericos en (1) y (2) para: t = 0.01 seg. se encuentre 


q = 0.00677 coul, i = - 1.354 

El signo menos en i se refiere a que ahora el sentido de la corriente es contrario al caso en 
que la fuente de f.e.m. estaba conectada al circuito. 



Una inductancia de 1 henry y una resistencia de 100 ohms, estan conectadas en serie 
con una fuente constante E (volts.) por medio de un interruptor. El interruptor se cierra y 
0.01 seg. mas tarde la corriente es 0.5 amp. Encontrar E. 

Solucion 



Cuando se cierra el interruptor la ecuacion diferencial 
para la corriente de acuerdo a la segunda ley de 

Kirchoff es: L — + Ri = E , de donde — + — / = — 
dt dt L L 


Luego la solucion de esta ecuacion diferencial. 


■ <!> r 
= L [ 


i — e 




dt + C] 


E H-W 

Siendo C constante de inteeracion de donde: / = — f Ce 1 por condiciones iniciales se 

R 


tiene: para t = 0, i = 0 




E E 

C — -portanto: / = —[1 - ^ 1 

R R 


aqui reemplazando los valores para t = 0.01 seg. i = 0.5 amp., junto con el resto de 


valores numericos y despejando E: E = -- * 79.4 volts. 

\~e~ 
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s) En el movimiento de un objeto a traves de un cierto medio (aire a ciertas presiones es 
un ejemplo) el medio efectua una fuerza de resistencia proporcional al cuadrado de la 
velocidad del objeto movil, supongase que el cuerpo cae por accion de la gravedad, a 
traves de tal medio. Si t representa el tiempo y v la velocidad positiva hacia abajo, y g es 
la aceleracion de la gravedad constante usual, y w el peso del cuerpo, usando la ley de 
Newton, fuerza igual a masa por aceleracion, concluir que la ecuacion diferencial del 
w dv 2 n 

movimiento es:- -w-kv , donde kv es la magnitud de la fuerza de resistencia 

g dt 

efectuada por el medio. 


Solucion 


dv 2 , 2 

La descripcion matematica es: — = — kv , ademas F = w — kv 

dt 


_ . , dv w T _ w dv 

para F = m.a, tambien a = — y m = — Luego: t = - 

dt g g dt 


W 


Por lo tanto se tiene: “fuerza viscosa es obtenida en forma experimental”. 


© 


w dv . 2 

-= w -kv 

g dt 

Resuelvase la ecuacion diferencial del ejercicio ( 8 ) con la condicion inicial que 

o w 

v = v 0 cuando t = 0 introducir la constante a~ =— para simplificar las formulas. 

Solucion 


w dv 2 w dv 

Como la ecuacion diferencial es: (—)— -w-kv —> (—)-=- = dt 

g dt g w - kv~ 


n dv , 9 vv a 2 dv 7 2 f dv 

(—) - = dt , como a =— se tiene: - = gdt a I— - T = g t + C j 

gk vv _ v 2 k a 2_ v 2 Ja--v 2 

k 


a , ,a + \’ 

-ln(- ~) = gt + c, 

2 a -v 


1„, £± v,_2 £ + 

a -v a 


k 
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a -f v 2— 

-= ce a para t = 0, v = v 0 

a-v 


a + v 0 fl + v a + v Q 2#/ 

-~ = c => para t £ 0; -=-~exp(—) 

a - v Q a-*' a — v 0 a 

10) Hay medios que oponen una fuerza de resistencia al paso de los cuerpos que los 
atraviesa proporcional a la primers potencia de la velocidad. Para tales medios plantear y 
resolver problemas similares a los ejercicios 8 y 9, excepto que, por convenience, debe 

escogerse una constante P ara reemplazar a la constante a 2 del ejercicio 9. Mostrar 

que b dene las dimensiones de una velocidad. 

Solucion 


La description matematica es: 


dv 

di 


= -k \>, adernas F = ma de donde: 


vr dv wdv . M f dv f , w 

(—)— = m-Av => -= gdt . mtegrando — I -= I gdl+c i pero o - — 

g dt w-Av J u v J 

A 




.? dt 4- c. 


ln(i> — v) = 



gt 

b-v~ce b 


para t = 0, v = v 0 se dene: 6 - v 0 = c 


gf_ _&L 

Luego v — b — ce b => v = b - (b - v 0 )e h => v = b + (v 0 — b)e h , t > 0 



Dos comentes estan conectados mediante una caneria, tal como se muestra en la 
figura adjunta. Cada uno contiene 50 Its. de solucion, con 10 gr. de soluto al tanque No, 1 
y 5 grs. al tanque No. 2. Se abren las tres carierias, haciendose entrar agua a traves de A. 
Por A, B y C circula Hquido a razon de 2 litros/min. Encontrar la cantidad de soluto de 
ambos recipiente despues de 30 minutos (las soluciones se mantienen homogeneas 
mediante agitadores). 
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Solucion 

Antes de proceder a resolver el problema consideremos el caso mas jimple de un solo 
recipiente de v litros de agua en el que se encuentra una mezcla de agua y sal (soluto). Se 
accionan simultaneamente las Haves de A y B haciendose ingresar agua pura por A a 
razon de 5 litros/min. y se extrae solucion pc * B en la misma proportion. para describir la 
cantidad de sal (soluto) x en funcion del tiempo se razona del modo siguiente: 



Consideremos un intervalo de tiempo muy pequeno At minutos, entonces: 

S A t = cantidad de solucion que sale por B en A t minutos. 

X 

— - concentration uniforme de sal en la solucion (gr/lts) 

V 

(^-)AA/ = cantidad de sal que sale por B en t minutos por tanto la variation de sal ei 
recipiente Ax durante el At es dado por: Ax--(—)XAt 


T j 

Luego — = -(—)X y en el limite en que At —> 0: 

dx S 

— = -(—)X que sera la ecuacion que gobiema X en el recipiente: 
dt V 
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Si en el lugar de agua pura entra una solucion salina con una concentracion constante 
de c gr/lts por B, un analisis similar conduce facilmente a la ecuacion diferencial: 


fly S 

- = SC- — X ...( 2 ) 

dt V 


Usando estas ideas es inmediato plantear el problema dado: 

Llamemos: V l = volumen del recipiente No. 1. 

X x = Cantidad de soluto del recipiente No. 1 en el instante t. 
X 1 = Cantidad de soluto del recipiente No. 2 en el instante t. 
V 2 = Volumen del recipiente No. 2. 


entonces se cumple: 


dt 


< )X ' 


dx 

dt 


S S 
(-)X -(—)X 2 

V 1 V, 2 


... ( 3 ) 

... ( 4 ) 


La ecuacion (3) se puede integrar directamente reemplazando: 


— = 0.004- y usando la condicion inicial que 

V ] min. 


para t = 0, X } = A r 0l = lOgr^. de soluto 


Luego: X } = \0e~°'° 4r gr. de soluto 


( 5 ) 


reemplazando (5) en (4) con — = 0.04—-— 

min. 


dx 

~dt 


- + 0.04jc^> = 0 . 4 ^ 0 04/ de donde la solucion es: x 2 -e 004/ [ f(^° 04/ )( 0 . 4 ^ 0 04/ )^ + c] 

t ~ J 
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donde C es una constante de integration, integrando esta ecuacion, usando la condition 
inicial de que para t = 0, X 2 = X 02 = 5grs. se tiene: x 2 = (0.4/ + 5)e 0m04t ... (6) 

9 

fmalmente reemplazando en (5) y (6). 

t ~ 30 minutos se encuentra: = 3.01 gr. de soluto y X ? =5.12 gr. de soluto 

EJERCICIQS PROPUESTOS.- 

Supongamos que el circuito RL de la tlgura (a) tiene los valores dados para la resistencia, 
la inductancia, la f.e.m. y la corriente inicial. 

Halle una formula para la corriente en cualquier tiempo t y calcule la corriente despues 
de un segundo. 


a) 

R = 10 ohms.. 

L = 1 henrios, 

E = 12 volts.. 

1(0) = 0 amp. 

b) 

R = 8 ohms.. 

L = 1 henrios. 

E = 6 volts., 

1(0) = 1 amp. 

c) 

R = 50 ohms.. 

L = 2 henrios. 

E = 100 volts., 

1(0) = 0 amp. 

d) 

R = 10 ohms.. 

L = 5 henrios. 

E=10sent, volts.. 

1(0) = 1 amp. 

e) 

R = 10 ohms.. 

L = 10 henrios, 

E = e f volts., 

1(0) = 0 amp. 

Use la resistencia, la capacitancia, la f.e.m. y la carga inicial dada para el circuito R C dc 
la figura (b). Halle una expresion para la carga en cualquier tiempo t. 

a) 

R = 1 ohms.. 

C = 1 farad.. 

E = 12 volts.. 

Q(0) = 0 coulomb. 

b) 

R = 10 ohms., 

C = 0.001 farad.. 

E = 10 cos 60 t volts. 

0(0) = 0 coulomb. 

c) 

R = 1 ohms.. 

C = 0.01 farad.. 

E = sen 60 t volts.. 

Q(0) - 1 coulomb. 

d) 

R = 100 ohms.. 

C = 10' 4 farad., 

E = 100 volts.. 

Q(0) = 1 coulomb. 

e) 

R = 200 ohms.. 

C = 5x10' 5 farad.. 

E = 1000 volts.. 

0(0) = 1 coulomb. 

Se conecta en serie 

una inductancia de 1 henry y una resistencia de 2 ohms, con una 


bateria de 6e ° 0001 ' volts, imcialmente no fluye ninguna corriente. ^Cuando llegara la 
corriente a 0.5 amperios? 
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© 





Una resistencia variable /? = -— ohms, y una capacitancia de 5 + 10 A farad, se 

5 +1 

conecta en serie con una f.e.m. de 100 volts. <?,CuaI es la carga del condensador 
despues de un minuto si Q(0)= 0? 

Halle la comente de estado estacionario, si se conecta en serie una resistencia de 
2,000 ohms, y una capacitancia de 3x10 6 farad, con un altemador de 120 cos 2t volts. 

Un condensador de capacitancia 4x10 4 faradios descarga a traves de una resistencia de 
100 ohms, si al corriente es 1 amp. al final de 0.01 seg. ^Cual era la carga imcial del 
condensador?. ^Cuanta resistencia debe sacarse del circuito para obtener la mitad de 
la corriente en el mismo tiempo? Rpta: q = 0.0487 coulomb., R = 2.49 ohms. 


Un condensador sin carga, de capacitancia c (farads) se descarga una fuente de voltaje 
constante a traves de una resistencia R (ohms) ^Cuando sera la corriente (amps) igual 


en magnitud a la carga (coulomb) del condensador 0 


Rc -r 1 

Rpta: t = Rr ln(- )seg 

Rc 


Una f.e.m. de 100 sen 120rct volts, se introduce en un circuito que contiene en serie una 
resistencia de 100 ohms, y un condensador con capacitancia de 5x10 4 faradios se tiene 

una carga inicial en el condensador al tiempo t = 0, cuando la f.e.m. se introduce, tal que 
la corriente en el tiempo cero es 1 amp. (positiva) encontrar la corriente 0.1 seg. mas 
tarde. Rpta: 0.181 amp. 

Una resistencia de 10 ohms, se conecta en serie con una inductancia de L henrios. Ed 
circuito esta conectado por medio de un interruptor a una fuente constante de E voltios si 

3 

la comente alcanza las — de su valor de estado permanente en 0.1 seg. Encontrar L. 

4 

Rpta: 0.721 henrios. 

Un cierto relevador (o interruptor magnetico que esta disenado de manera que cierre 
un circuito cuando se aplica 60 voltios a sus terminates (es decir, cuando y = 60 voltios). 

La bobina del relevador tiene una inductancia de ^ henry y opera de una fuente de 

120 voltios c - c. Si el circuito se cierra 0.05 seg. despues de conectado a la fuente. 
Encontrar: 
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a) La resistencia del relevador. 
Despreciar la resistencia de los puntos. 


b) La corriente cuando se cierra el circuito. 
Rpta: a) R = 6 95 ohms. 

b) i =8.63 amperios. 


© 


Una bobina de impedencia que tiene una resistencia de 14 ohmios y una inductancia 
de 0.05 henrios, y una rama que tiene una resistencia no inductiva de 15 ohmios y un 
condensador de capacidad 10 4 faradios en serie, estan conectados en paralelo a traves de 
los terminales de una f.e.m. de 220 voltios. Hallar las expresiones en funcion del tiempo 
para la carga del condensador, la corriente en la bobina de impedencia, la corriente en la 
resistencia no inductiva y la corriente total. Ver figura. 



ii 

a: 


2 .000 r 

Rpta: q- 0.022(1 -e 3 ) 


/. = 15.71(1 


2 . 000 / 

44 - — 

i* =—e 

- 

3 


C = 10 4 


2,000/ 

/ = i } + i 2 — 15.71(1 — e '"" 8; ) +—e 3 


© 


Para el sistema representado en la figura No. 1 obtener mediante la ley de la corriente en 
el punto A, / = +/ 2 y por la ley de la f.e.m. aplicando a los circuitos ARHGyABH 

G. L- — = £senu7 , Ri 2 ,= Escript resolver estas ecuaciones para /,, i 2 e i en 
dt 

funcion de t, determinar una constante de integracion teniendo en cuenta la condicion 
i = 0 cuando t = 0. 


Rpta: f> = —senwf 

R 


: = -—(1 - COS Wt) 

Lw 
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De la figura No. 2, deducir las leyes de Kirchoff i = i, + i 2 , Ri, = E sen wt 

I f 9 

- \ i 2 dt = — = Esen wt y Hallar q y r, „ i 2 e y en funcion de t. 

c X c 


Rpta: /j = — sen wt, q =cE sen wt 

R 


i 2 = cEwc os wt ; i = i { + i 2 



14) Deducir para el sistema indicado en la 
figura, tres ecuaciones aplicando las leyes 
de Kirchoff, supongase que la carga del 
condensador es nula cuando t = 0 y 
deduzcase que siempre i 2 = 2 amperios y 


1 ^- 10 / 


que /, = — e 
1 10 

rapidamente a cero. 


teniendo tanto 



Si al principio la carga del condensador 
de la figura indicada es q 0 e i { = 0. 


Demostrar que q-q.cos 
‘"Observation e = 0”. 


+£ 2 

C L\ xL 2 


Hallar i en funcion del tiempo t en el 
sistema representado en la figura 
indicada, si con cero todas las corrientes 
iniciales y la carga del condensador, 


-U U —i- 

—'—i 

L, 

-i ^ 


'i c 



1 i 

--i- 

:c 


WtP- 


L = — Henrios 
l o 


Q e = 5 sen 300 1 


o 

o 


C, = 10* 4 f 


J 
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Un punto material de masa igual a 1 gr. se mueve en linea recta debido a la accion de una 
fuerza que es directamente proporcional al tiempo, calculando desde el instante t = 0, e 
inversamente proporcional a la velocidad del punto. En el instante t = 10 seg. La 
velocidad tendra el punto al cabo de un minuto del comienzo del movimiento? 

Rpta: V = 1CK/725— Sug. — = 20- 
seg dt v 

Suponiendo que la velocidad de gasto de agua (volumen por unidad de tiempo) a traves 
de un orificio en el fondo de un tanque sea proporcional al producto del area del orificio 
por la raiz cuadrada de la profundidad del agua, la ecuacion diferencial es: 

A— = -KB>fh , donde h (m) es la profundidad del agua y A (w 2 ) es el area de la 
dt 

superficie del agua en cualquier tiempo t tseg.) y B (aw 2 ) es el area del orificio. La 


constante de proporcionalidad, K( -) se puede determinar empiricamente. Encontrar el 

seg 

tiempo requerido para vaciar un tanque cubico de 1.20 m. por lado. El tanque tiene un 
agujero de 5 cm. de diametro en el fondo y originalmente esta lleno de agua (tomar 
k = 2.65) Rpta: t » 10.2 minutos. 

H9) A un tanque contiene 400 Its. de agua fresca, se le incorpora salmuera que contiene 
\ kg It 

-de sal a razon de 8- y la mezcla mantenida uniforme por agitacion, abandona el 

8 It min 

tanque a razon de 4-^- . Encontrar: 
min 

a) La cantidad de sal presente cuando el tanque contiene 500 Its. de salmuera. 

b) La concentracion de sal en el tanque al final de 1 hora. 

(20) Un tanque originalmente 100 galones de agua fresca. Se vierte agua que contiene media 

gal 

libra de sal por galon dentro del tanque a una velocidad de 2-, y se permite que saiga 

min 

la mezcla con la misma rapidez. Despues de diez minutos se para el proceso, se vierte 

gal 

agua fresca dentro del tanque a la velocidad de 2—— , dejando salir tambien la mezcla a 

min 

la misma velocidad. Encontrar la cantidad de sal en el tanque al final de los 20 minutos. 

Rpta: Q = 5~e^ 2 (\-e 92 )lb 
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Un tanque con capacidad de 500 galones contiene originalmente 200 galones de agua 
con 100 libras de sal en solucion. Se introduce dentro del tanque agua que contiene una 

Q(Xl 

libra de sal por galon, a la veiocidad de 3—— y se permite que la mezcla fluye afuera del 

min 

gal 

tanque a un3 veiocidad de 2-. Encuentrese la cantidad de sal en el tanque para 

min 

cualquier tiempo (en libras por galon), anterior al instante cuando la solucion principia a 

ioo(20or 

exceder la capacidad del tanque. O - 200 + /- r libras, t < 300 

(200 + /)- 



En cuerpo de masa constante m se proyecta verticalmente hacia arriba con una 
veiocidad inicial t 7 0 suponiendo que la atraccion gravitacional de la tierra es constante, y 
despreciando todas las otras fuerzas que actuan sobre el cuerpo, encontrar: 


a) La maxima altura alcanzada por el cuerpo. 


b) El tiempo en el que se alcanza la maxima altura. 


c) El tiempo que tarda el cuerpo en retomar al punto de partida. 


Rpta: 


, k; 

a) T~ 

7 Cr 


b) -2- 


c) 


2^o 

g 



Un cuerpo es dejado caer verticalmente hacia abajo, con un veiocidad inicial F 0 en un 
medio que ofrece una resistencia proporciona! a la magnitud de la veiocidad. Encuentrese 
una relacion entre la veiocidad v y el tiempo t; v tambien la veiocidad Hmite que 


alcanza despues de un largo tiempo. 


Rpta: 

K K 



En objeto de masa m se deja caer desde el reposo en un medio que ofrece una resistencia 
proporcional a la magnitud de la veiocidad. Encuentrese el intervalo de tiempo que 
transcurre antes de que la veiocidad del objeto alcance el 90% de su valor limite. 

m 

Rpta: /= — lnlO 
K 
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Un hombre y un bote de motor pesan juntos 320 libras . Si el empuje del motor es 
equivalente de 10 lb. en la direction de movimiento que si la resistencia del agua al 
movimiento es numericamente igual a dos veces la velocidad en Ps/seg. y si el bote esta 
inicialmente en reposo encontrar: 


a) La velocidad del bote al tiempo t. 


b) La velocidad Hinite. 


Rpta: a) b = 5(1 -e" 02 ' )— 

aeg 


b) limF = 5— 

seg 


26) Un cuerpo con masa m es lanzado verticalmente hacia abajo con una velocidad inicial V Q 
es un medio que ofrece una resistencia proportional a la raiz cuadrada de la magnitud de 
la velocidad. Encuentrese la relacion entre la velocidad V y el tiempo t; asi como la 


velocidad limite. 


Rpta: 

/v K 


a,,, 

mg ~ K\jV K 


Un cuerpo de masa m cae desde el reposo en un medio que ofrece una resistencia 
proporcional al cuadrado de la velocidad. Encuentrese la relacion entre la velocidad v y el 

„2 fe . 


mg \ m 

tiempo t, asi como la velocidad limite. Rpta: V - ( -)-==■ 

K 2 kg 

e v 


t -1 


lim = . 


/ + 1 


Comenzo a nevar una mariana y la nieve siguio cayendo continuamente durante todo 
el dia. Al medio dia, un quitanieves comenzo a limpiar una carretera a un ritmo constante, 
en terminos del volumen de nieve retirado a cada hora. El quitanieves limpio 2 millas 
para las 2 de la tarde y una mil la mas para las 4 de la tarde <;Cuando comenzo a trabajar? 

Rpta: (J5 -1) antes del medio dia. 



Un deposito contiene 100 gl. de agua pura. A partir del tiempo t - 0 se introduce 
salmuera que contiene 1 lb. de sal, por galon a razon de 1 gal. por minuto, la mezcla se 
mantiene uniforme ya que se resuelve al mismo ritmo ^Cuando habra 50 lb de sal 
disuelta en el deposito? Rpta: Despues de 100 en 2 minutos. 
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30) Un gran deposito contiene 100 gl. de salmuera en la que estan disueltas 200 lb. de sal. 
A partir del tiempo t = 0, se introduce agua pura a razon de 3 galones por minuto y la 
mezcla (que se mantiene uniforme resolviendola) sale del deposito a razon de 2 gl. por 
minuto. ^Cuanto tiempo se necesitara para reducir la cantidad de sal que hay en el 
deposito a razon de 2 gl. por min. ^Cuanto tiempo se necesitara para reducir la cantidad 

de sal que hay en el deposito de 100 lb.? Rpta: 100(V2 -1) min. 


3-6. APLICACIONES A LA ECONOMIA.- 


Para el planteamiento de las ecuaciones diferenciales aplicadas a la economia, es 
necesario dar algunos conceptos de los terminos economicos. 


a) Costo.- Sea “y” el costo total de producir y comercializar “x” unidades 
de una mecanica, esta dado por la funcion y = F(x), Entonces: 


El costo promedio por unidad es: 


y = E(x) 

X X 


Si la produccion total se incrementa en una cantidad A x a partir de un cierto nivel 
V y si el correspondiente incremehto en costo A y, entonces el incremento 

Ay 

promedio del costo por unidad de incremento en la produccion es —. Luego el 

Ax 


costo marginal definiremos por: lim — - = — = F r (x), es decir que el costo 

Ar-v0 Ax dx 


marginal es la derivada del costo total y = F(x). 


b) Ingreso.- Sea y = f (x) cualquier funcion de demanda donde “y” representa el 
precio unitario y u x” el numero de unidades. 

El ingreso total R es el producto de “x” por “y” es decir: 

R = x y = x f (x) 

El ingreso marginal con respecto a la demanda es la derivada del ingreso total con 
respecto a x. 

dR 
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c) Elasticidad.- La elasticidad de punto de la funcion y = f(x) en el punto x esta dado 

como la razon del cambio proporcional y con respecto al cambio 
unitario x. 

dy 

Ey y _ x dy 

Ex dx v dx 

x 

d) Renta Nacional, Consumo y Ahorro.- Se llama funcion de consumo a la relacion 

entre la recta nacional (total) disponible y 
el consumo nacional (total). 


Luego la funcion consumo expresaremos mediante la ecuacion: 

c = f(x) 


donde c representa el consumo nacional total y ' L x" la renta n acional (total), 
entonces la propension marginal al consumos es: 


dx 


= /U) 


mediante una analisis teorico se tiene, la renta nacional es igual 1 consumo mas el 
ahorro la cual se expresa. 


X = c * s 


La propension marginal al consumo es: 


dc 

dx 


f\x) 


La propension marginal del ahorro es: - = l- 

dx dx 

Ejemplos. 

© La relacion entre el precio P y la cantidad demandada X es tal que la tasa de 
dismmucion en la demanda, a medida que el precio aumenta, es proporcional a la 
cantidad demanda e inversamente proporcional a la suma del precio mas una constante. 
Encontrar la funcion de demanda si. P = P 0 cuando X = X 0 . 

Solucion 
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Sea X = X(P) la funcion de la demanda. de acuerdo al problema la descripcion 

, . dX bx . . dx dp 

matematica es: -= - de donde — =- mtegrando 

dp p-r a x p + a 


In X = ln(p + ay c 


X = (p + ayc C = 


{p + a) 


—, ahora para P 0 = P , X = X 0 


© 


Luego la funcion de demanda es: X = —- 7— 

(P,+a) b 

La lasa de incremento del costo total y, a medida que crece el numero X de 
unidades fabricadas, es proporcional a la suma de las unidades fabricadas mas una 
constante e inversamente proporcional el costo total. Hallar la funcion de costo si y = y^ 

cuando x = 0, graficar la relacion hallada. 

Solucion 


Sean X = unidades fabricadas. 


Y = Y(x) costo total de las unidades fabricadas, 
de acuerdo al problema la descripcion matematica es: 

— = , de donde y dy = a (x + b) dx 

dx v 


a(x± by 


4- C , determinaremos C para esto: 


y = y 0 cuando x - 0 => = ab 1 + C 


C = — 


- Es decir: 

2 


y 2 _ a(x + b) 2 y^ ab 2 
2 + 2 2 


y 2 — ax" J r2ab 2 + y^ 


■ Jax 2 +2 ab 1 + yl 



Supongase que una suma de dinero esta colocado a un interes que se 
acumula continuamente. Si la cantidad es S 0 . ^Cuando el capital alcanzara la suma 

S - 2S 0 si el grado de interes anual es 3%, 4%, 5%? 
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Soiucion 

Llamemos: S(t) = inversion en cualquier momento ; S(0)= inversion original, K= interes 

La description matematica es: * = KS(t) => 5(0 = Ae kl 

dt 

determinaremos A, para esto se tiene: para t = 0 => S (0) = A, 

luego S(T) = S(0)e kl , para un interes del 2%, (k = 0.02), 


S (t) = 2S (0) , 25(0) - 5( 0)e 
ln( 2 ) 


0 02r 


t=- 


t =- 


t = ' 


0.02 

ln(2) 

0.03 

ln(2) 

0.04 


In ( 2 ) = 0.02 t 
t = 34.66 , para un interes del 3%, k = 0.03 


/ = 23.10 , para un interes del 4%, k = 0.04 


t = 1 7.33 , para un interes del 5%, k = 0.05 


© 


ln ( 2 ) ^ 
t = - => t — 32.19 anos 

0.05 

Un cierto hombre tiene una fortuna que aumenta a una velocidad proporcional al 
cuadrado de su riqueza presente. Si tenia un millon de pesos hace un ano, y ahora tiene 
dos millones. ^Cuanto tendra dentro de seis meses?. ^Dentro de dos anos?. 

Soiucion 

Sea S (t) = fortuna del hombre. La descripcion matematica es: 


S'(t) - KS 2 it) , que resolviendo se tiene:- = Kt + C , encontraremos C. 

Sit) 


para t = 0, S (0) = S, luego C = -^777 , entonces -— = Kt- 


S{ 0 ) 


5(0 5(0) 
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k=- 


I 


r5(0) tS(t) 


1 \-kt(S(Q)) 


-. Como 1 


I 


5(0 5(0) 


— kt 


5(0 = 


5(0) 


5(0 5(0) 1 - ktS(0) 

ademas 5(0) = 1 x 1000 6 pesos = cantidad original 
S (t) = cantidad actual en t anos. 

1 I 1 


Como K =- 


1 = — 10 -6 


tS(0) tS(t) lxl 0* 2x10'' 2 

a) A los 6 meses = 0.5 afios. 

Si hace un ano tenia 10 6 pesos, entre seis meses ha transcurrido t =1+0.5 = 1.5 anos. 
10 6 !G 6 


5(1.5) = 


1 — 1 " 6 i o 6 (1.5) 1“ 


= 4.10” => S( 1.5) = 4'000.000 de pesos 


b) A los 2 anos, S (2) = ? para t = 2 anos 
10 h 10 r 


5(2) = 


-.2 0 


= 00 => S (2) = x pesos 


^5) Un fabricante ha encontrado que el cambio en el costo de distribucion D, a 
medida que aumenta las ventas S, es igual a una constante multiplicada por las ventas, m 
es otra constante Si D = 0, cuando S = 0. Hallar D como una funcion de S y diagramar la 
relacion obtenida. 

Solucion 


Sean D = costo de distribucion D , S = las ventas 

= cambio en el costo de distribucion D 
dS 
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a medida que aumenta las ventas S. Segun el problema, la description matematica es: 
— = aS + b de donde: dD = (aS + b) dS integrando D = — + bS + C 



PROBLEMAS PROPUESTOS.- 


La razon del incremento de las ventas S, a medida que crece la gestion de propaganda X 
es igual a una constante menos las ventas dividiaas por una constante mas la gestion de 
propaganda. Hallar la relacion entre las ventas y gestion de propaganda, si S - 5 0 


cuando X = 0 graficar la relacion obtenida. 


_ „ a-S () x 

Rpta: S = S 0 -— 


2 ) Supongase que la tasa de incremento en el costo de ordenar y sostener y, a medida 
que crece la magnitud de la orden S, es igual a la relacion entre la suma de los cuadrados 
del costo y la magnitud, dividida por el doble producto del costo y el tamano. Hallar la 
relacion entre el costo de ordenar y sostener y el tamano de la orden si y = 3 cuando s = 1 

I 

graficar la relacion obtenida. Rpta: v = (85 + s* ) 2 



La relacion entre el ingreso R y la cantidad demandada X es tal que la tasa de 
incremento en el ingreso, a medida que aumenta la cantidad demandada, es igual al doble 
del cubo del ingreso menos el cubo de la cantidad demandada, todo dividido por el triple 
del producto de la cantidad demandada y el cuadrado del ingreso. Encontrar la relacion 
entre el ingreso y la cantidad demandada si R = 0 cuando X = 10, graficar la relacion 

l 

obtenida. Rpta: R = (l(h 2 -x 3 ) 3 


4J La relacion entre el costo de fabricacion por cada item M y el numero de clases de 

item fabricados N es tal que la tasa de incremento del costo de fabricacion, a medida que 
aumenta el numero de las clases de item, es igual a la razon del costo por item mas el 
numero de clases de item dividido por el numero de clases de item. Hallar la relacion 
entre el costo de fabricacion por item y el numero de clases de item fabricados si 
N-Mq cuando N=l. Rpta: M = N(M 0 4- In N) 
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(?) La relacion entre el costo de operar un almacen de deposito y el numero de galones de 

dy 

aceite almacenados en el deposito esta dado por — = Kx + a donde y es el costo mensual 

(Lx 

de operar el deposito (en dolares) y x es el numero de galones de aceite almacenados. Si 
y = yo (costo fijo) cuando x = 0, hallar y como funcion de x, y graficar. 

o te 2 

Rpta: v =- + ax + c 

2 


(?) La relacion entre la utilidad neta P y el gasto de propaganda x es tal que la tasa de 
incremento de la utilidad neta a medida que crece el gasto de propaganda, es proporcional 
a la diferencia entre una constante y la utilidad neta. Hallar la relacion entre la utilidad 
neta y el gasto de propaganda, si P - P 0 cuando x = 0y graficar. 


Rpta: P = a - (a - P 0 )e 


-kx 


(?) La razon del incremento en el costo y a medida que crece el numero de unidades 
fabricados x es igual del doble del cuadrado del costo menos el cuadrado del numero de 
unidades di\idido por el producto del costo y el numero de unidades. Hallar la relacion 
entre el costo y el numero de unidades fabricadas si y = 3 cuando x = 1. 


Rpta: v = V8.v 4 + x 2 


^) La razon de crecimiento del volumen de ventas S, a medida que el precio P decrece. 

es proporcional al volumen de ventas e inversamente proporcional a la diferencia entre el 
precio y una constante. Hallar la relacion entre el volumen de ventas y el precio, si 


S = Sq cuando P = P 0 . 


Rpta: S = S 0 (—) a 
0 p-b 


La relacion entre la utilidad neta P y el gasto de propaganda X es tal que la tasa de 
incremento de la utilidad neta, a medida que crece el gasto de propaganda es proporcional 
a la diferencia entre una constante y la utilidad neta. Hallar la relacion entre la utilidad 


neta y el gasto de propaganda, si P = P 0 cuando x - 0. Rpta: P = a -(a — P 0 )e 


-kx 





248 


Eduardo Espinoza Ramos 


10) La relacion entre el costo promedio “y” y el numero de unidades producidas “x” es tal 
que el cambio en el costo promedio, a medida que crece el numero de unidades es igual a 
la relacion del numero menos el costo promedio, dividido por el numero de unidades. 
Determinar la relacion entre el costo promedio y el numero de unidades producidas, si 


- 9 

y - — cuando x = 1, graficar la relacion obtenida. 


- v 4 
Rpta: y=- + - 

2 x 



El arrendamiento de un apartamento (dos alcobas, muebles “estandar”) en un colegio 
varia con la distancia del apartamento al campus. Supongase que esta relacion esta dada 
por: 

rfv K 

— = -(— + 4/), , < x < 10 

dx x 


en que “y” es el arrendamiento mensual (en dolares) y “x” es la distancia (en millas), K y 
a son una constantes, si y = 225 cuando x = 1. Hallar “y” como una funcion de “x” y 
diagramar la relacion obtenida. Rpta: y = 225 + a ~ ax - K lnx 
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CAPITULO IV 


4. 

ECUACIONES 

DIFERENCIALES 

DE 

ORDEN 


SUPERIOR.- 





En las ecuaciones diferenciales de orden superior consideraremos dos tipos especiales: 
1° caso: Las ecuaciones diferenciales de la forma: 


d”y 


dx" 


-f(x) 


...d) 


donde f (x) es una funcion solo de x. 

La solucion de la ecuacion (1) se obtiene por integracion sucesivas, es decir: 


d 

dx 


4= f f(x)dx+c i 

J 


/( x) dx + c { ]dx + c 2 


y = 


JH 


/ ( x)dx + Cj ,...]dx + c n 


2° caso: Las ecuaciones diferenciales de la forma: 


d 2 y _ . 

dx 2 ^ 


donde g es una funcion solo de y. 

para obtener la solucion de la ecuacion (2) se hace del modo siguiente: 


d'y _ dy* _ dy % dy _ , dy 1 
dx 1 dx dy dx dy 


... ( 2 ) 


pcro como 
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d~y dy' 

—~ m g(y) entonces y * — = g{ y), de donde 
dx 1 dy 


>V= gW y integrando => ^ 

y' = J2[ \g(y)dy 


+ Cj ] separando las variables 


dy 




g(y)dy + q , de donde 


f. f .. f. 

’ , 4 jgW^ + c,] 


dx + c-> 


A 


en forma similar si se tiene —- = g(y) 

dx' 


d 3 v d 3 v* dy 1 2 

se deduce que —— - —-— + (^-) 2 ] 

dx d~>> dy 


3° caso: Las ecuaciones diferenciales de la forma. 


F(x,y 


(*> 




,y n) ) = o 


... (3) 


donde la ecuacion (3) no contiene a y, se puede rebajar el orden de la ecuacion tomando 
como nueva funcion incognita la derivada de orden inferior de la ecuacion dada, 6 sea 

y ik) - z . Obteniendose la ecuacion F(x, z, ,| ) = 0 


© 


a) Ejemplos.- Resolver las siguientes diferenciales. 


d h_ 

dx 3 


= xe 


Solucion 


x d 2 v f x , , , 

—- = xe => —I xe dx + c.=xe -e +c. 

dx 2 dx 2 J 

— = \(xe x -e x + q )dx + c 2 = -2c T + c,x + c 2 

dx J 

y „ Cl AT' 

(xe x -2e x +CjX + c 2 )Jx + c 3 => >> = ;tc -3c — + c 2 x + c 3 
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© 


d'y . 

— + ay = 0 
dx" 


Solucion 


n d‘y ,</>•’ 
Como —— = v- 

rfv 2 dy 


v'—- + ay = 0 => y rfv 1 + ay dy = 0 , integrando se tiene: 

</v 


- - ,2 

I y'dy'+ \a 2 ydy = c l => -^-+a 2j y = c, 


« P) 2 2 

v = 2 c, - a v 


dy 


yjlci -a 2 y 


= dx 


1 ay 

— arcsen 
a 



= x + X 2 => arcsen( 


>/ 2 q 


ax + ac 7 


= sen(ax + ac ^) => v = A', sen ax + /C 2 cos ax 

yJ 2c i 


(?) xy” = y'ln(—) 

Solucion 


y' = z => xr' = zln(—) => z' = — In — 
x xx 

es una ecuacion homogenea z = ux de donde dz = udx + xdu entonces 
dz ~ — ln(— )dx => u dx + x du = u In u dx 

X X 

x du = (u In y u - u) dx, separando la variable. 

——— - — => In (In u - l) = In cx => In u - 1 = cx => In u = 1 + cx 
u\nu-u x 


it =e 


l-c.r 


— = e 


1+car 


=> z = xe 


x 
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d\ 

~fa 


- = xe 


l+CA 


* 1+CV ^ 1 * cl « 


dv = xe dx integrando y = —e cx —-e y +k 

c c m 

4 3 


(7) Resolver xy'(yy"-(y') 2 -y(y'Y ) = x*y* 

Solucion 


[z(y)c/y 

Sea: y = e J 


Luego: XZ(x)e 


fz(.t)rf.Y [z(.x)cJ.x , [z(x)d.\ 

=> y' = Z(x)e J a y" = Z'(x)e- ^(Z(x)ye^ 

(z (v )dx \z{x)d.x fz(.v)d.v . fz( i\dx ~ 2 \z{x)d.x 

w [eJ (z’(x)e J +(z(x)ye J )-(z(x))~e J 


[z{x)dx , 2 fz(.r)<fr , 3 [i 

-e - (z(x))^t? ■> =x 4 e J 


Z(x)dx 




3 IZ(.v)rf.v 


. 3|Z( 
— x" 0 J 


x)dx 


e J". [x=(x)z\x) + A-(z(A-)) 1 - x(z(x))' - (r(A-))- ] = x i e J [az(a)z'(a) - ( z(x )) 2 ] = a * 


I 


z'(,v)-(—)z(,v) = ,r (z(x)) . Ecuacion Diferencial de Bernoulli en z conn = -l 

.v 


~ -2 f-dr 2 f-rfv , 2 / 2 

j* [2 e r ^y + c] ,irc) => z = xyx +c 

y T 

r fl j -!-(.r 2 +c ) 2 
y = +C<fa = e 3 


© 


vV- 3>y’>"+ 2(y) 3 + — (vv(A 7 ’} 2 ) = 

•r a ' 2 

Solucion 


{z(x)dx |z(,r)</jr |zU)dv ? |z(*)</.y 

ea :y = e J => y' = z(x)e J o a y” = z\x)e J +ze J 

[zdx f zdx I * zdx x f zdx 

; m = z"e J +zz'e J +2ze J z'+z j e J 


Reemplazando en la Ecuacion Diferencial dada 
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2 f dx fr dx f zdx - fr c/x 2 fr<A fr dx ^ f zdx . 3 f zdx 

e J (:V J +3 zz'e* +z 3 e J )-(3e J )(z'e J + zV J ) + 2z*e J + 

, f d.\ [zdx f-<A f.-Ji 2 [zdx _ 7 3 fr 

a e * (<? J (z'e J +2 e J ))-z e 1 ] = x~e* 


[A 


? fiJi 

^ r z" 


[z"+3zz'+ 3 -3zz'-3r 3 +2z 3 + x 1 z ’+ x } z 2 -x ] z 2 ] = x ^ => z"+-z' = x ~ 2 

jr 


j •>, 3 frrfx 

Z" 1 = X “e J 


© 


Sea: t = r' =^> /’= z ,r 

Luego la ecuacion diferencial es de la forma: /'+ — t = x 2 ecuacion diferencial en t 

x 


- \—dx f— dx f In v c 

f = e J' [>•>* + x *dx + c] = x ( |x~</v + c) =——H— 

J XX 


fin x Cdx 

|(ln~ r+ln x)dx 

=> z= - dx + c 1— 

II 

J V J X 

y = >■' tg x - (y ) 2 sec 2 x 



Solucion 


dx 

Sea: z = senx => z' = (cosx) — 

dy 


C' = f) 

dy 


v = — (— a')-(— ) 2 (—) 2 => y = — --f => v'(z') 2 -zz'+l =0 

a' z' a' z z (z')-’ 


Sea: z' = P => P~-zp +1 = 0 de donde 


P 2 + 2vP^f--P^f--z^f- = 0 
dy dy dy 


P 2 +2yP^-P 2 -z^ = 0 


^f-(2vP-z) = 0 => — = 0 =>P = c, => z = c,y + c 7 
kV dy 


sen x = c, >’ 4- c 2 


=> en: yc\ -(senx)Cj + 1 = 0 es decir: c ] y~c ] senx + l = 0 
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Z dz d\ 

2yP - z = 0 => P = — => — = — integrando se tiene: 
2 y z 2 v 


Inz = — In y + In K 


z = Ky 2 


sen" x = K h v 


(7) jtvy"-x(v') 2 -_y;v' = 0 


Solucion 

Sea: 7 '= yz => y"= y' z + yz'= yz 2 + vz' , e s decir: v'*=v(z 2 +z) 
Reemplazando en la ecuacion diferencial 

x_y 2 (z 2 + z') - xyz 7 - _y * z = 0 de donde xz~ + xz'-xz 2 -z = 0 

xr' - z - 0 de donde —-= 0 integrando In r - In x = In c ] es decir: — = c, 

z x x 

^ v' v* dy . , , c, 2 

Como: z = — :=> — = c, => — = qmv integrando se tiene In v = — x + c 2 
^ vx .y 2 

/ k*x~ 

v = 


(5) * 2 >’>'"=(.v-*y) 2 


Solucion 

Sea: / = yz => y = y(z 2 + z) => x 2 y 2 = (z“ +r‘) = [>’-x>(z)]“ 
es [x z 2 4- z 2 + z] = y 2 [\-xz] => x 2 z 2 + x 2 z' = 1 -r x 2 z 2 -2xz 


,. + l r .± 

X X 2 


-p<*' f f-J> I 

z=e Jy [ |e Jr dx + c] integrando 


dy 


z = x 2 [x + c] -> — - x 1 + cx 2 => — = (x 1 + cx 2 )dx 

y y 

C a V + C ,) 32 

ln/ = lnxH— + c 2 => y = xke x La solucion: >> = c 2 e 3 
x 
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Observacion.- Cuando la ecuacion diferencial es homogenea para la funcion y sus 

frz/_v 

derivadas, la sustitucion y'=y~ 6 v = e J reduce el orden de una 
ecuacion diferencial una unidad. 

0 4x 2 yy'=9xy 2 +6x + 54v 6 +108v 4 + 72v 2 +16 

Solucion 

4 x 2 yy’= 3x(3y 2 + 2) + 2(3 y 2 + 2 ) 3 


Sea: z = 3v 2 + 2 => z '=6 yy' 



= 3xz + 2z 3 



Bernoulli en z con: n = 3 

, : I— Jx r -2 f — —tlx 3 

[-2 e J 2 ' - — 


f 


< 3 

-dx + c] - x~ 9 (-6. — + c) => z~ 2 - — a +cx~ 9 

- 8 4 


ecuacion: (3 y* + 2 ) - = 


1 


3 _9 

-A' + CX 

4 


<3y 2 + 2) 2 =- 4 * 


—3jt + 4c 


(3j’ 2 + 2) 2 (-3x 8 + 4c) - 4x° = 0 


@ xyy' V.v( v*) 2 = 2 yy' 

Solucion 

Sea: y'=yz => y = >^(z 2 4 z') => xy 2 (z 2 + z') + at" z~ -2 > 2 z 

2 T 

2xz 2 +xz'- 2z - 0 => z ’—z = -2z 2 Bernoulli con n - 2 

x 


dz 


—— = 0 , integrando se tiene: In z - 2 In x = In c 

.Y 


z - ex' 


Pero: r 


v dy ■* , , 

— => — = cx^dx integrando se tiene: 

y y 


, C 3 

In v = — x 

' 3 


y 



\ 
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(Tj) yy' '-2yv' In v - v ' 2 = 0 


Solucion 


Sea: P= y ? => y" = P— => vP—- 2yP\ny- P 2 « 0, factorizando se tiene: 
r/v ’ Jy 


P( v — -2 In v- P) = 0 => P = 0 => y = q 

dr 


6 —-- P = 21n v ; lineal en P 

dy y 

fP 2 2 

Luego: P = e J 1 [ |c J 1 .2\i\ydy + c x } = y[~ln y + c,] 

— = y In 2 v + c, v integrando I-—-= dx 

dx Jyln“y + qy 


I 


dv , in v v 

7 —- -dx => arctg(-) = x + c 2 => In y = Cj tg(x + c 2 ) 

ybry + qy C\ 


b. EJERCICIOS PROPUESTOS. 


Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 


© 


d x 2 
dr 


Rpta: x =- r Ci/ 4- cs 

12 1 


rf- V 


© = x<T\ y(0) = 1, y'(0) - 0 

c/x~ 


Rpta: y = (a* + 2)e l +x~l 


© 


~~~r = COS’ x, v(0) = —. y'fo), v"(0)=-. v m (0) = 0 
dx J 32 8 


4 2 ^ 

Y X cos 2 x 


Rpta: v=-— + — + 
48 8 


32 
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© 

© 

© 

© 

© 

© 

@ 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


—= Arsen x, >(0) = 0, _y'(0) = 0 
dx i 

y"= 2 senxcos" .v - sen 3 x 

y'"=xe\ v(0) = 0, v'(0) = 2, 
y' ' = (2.v + 3) - 2y' 2 = 0 

•+>’"' = yy" 

yy"-y ,2 = 0, v(0) = 1, y’( 0) = 2 

1 ■> 

yy m - y'~ =y In y 


Rpta: y = x cos x - 3 sen x + x~ + 2x 


„ A sen x 

Rpta: y = —-— + qx + c 2 


3x‘ 

>*"(0) = 2 Rpta: y = -(x+3)e x + : -+ 3 


Rpta: — ln(2>+3) = c,x + c 2 


Rpta: v = K cosh(———■) 
K 


Rpta: y = e 


2.v 


Rpta: In v = c { e x +c 2 e 


v( 1 - In v) v"+■ (1 4- In y)y ' 2 = 0 

/•<l 



= -v(x-l), y(2) = 1, y\ 2) = -l 

x -1 

(I-x )y"—xy’= 2 
(l + x 2 )/'+l + y’ i = 0 


A'+CT 

Rpta: y = e x+C] 

Rpta: ln[c, ( y + 1 ) - 1] = c, (x + c 2 ) 
Rpta: x = y[y -^-\n(2^y +c { ) + c 2 

Rpta: y — —(3x 4 -4x 3 ~36x~ + 72x4- 8 ) 

24 

Rpta: y = (arcsenx)' +c, arcsenx + c, 

I x 

Rpta: v = (l + — 5 -)ln(l + c,x)- + c-, 

c « 
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© 

© 

® 

© 

© 



v m '(a - 1 )-/' = 0, y(2) = 2, , y'(2) = 1, y"(2) = 1 

Rpta: v = — (.v 3 - 3 a* 2 + 6a* + 4) 

6 

*» 

y “ cos a(cosa + 2 \y ') = 2 v sen a*(cos a* + 2yy' )y'-4yy' cos x sug: y~ = z, sen a = 

v M -y ,2 +yy' 3 = 0, y(0) = 1, y'(0) - 1 Rpta: y 2 -2y-2e A v = 2 a-3 

Hallar la ecuacion de una curva que satisface a la ecuacion diferencial: yy M = 2(y') 2 4- y‘ 
y tenga pendiente v3 en el punto (0, 1) Rpta: 2y = sec(A* + —) 


( v * '+ y ' ) e x + (cos a * + x * ) y ’+( 2 a - sen x)y ~ - sen a * 4 - 2 a * 


2 »"- 3>'' 2 = 4 y 


23 ) . rv ' ( yy ' y ' 2 ) - yy ' 2 = x 4 y 3 


y 2 y " - 3 yy ' y "+ 2 y ' 3 + - (yy y ' 2 ) = — 


d’y 

25 ) — : r ~ = a * + sen a* 

dx 


d 2 y _ a 4 - 6 a 
— _ 

dx x 


( 27 ) A — f - l + A 2 

dx 1 


y ** = a In a, y(l) = y '( 1 ) — y "(0 — 0 


29 ) y ' M -a + cos a 


(■* + 2) 3 


KD = >-•(!) = >-"(!) = 0 


31 ) v "= a <? 


rf‘v a 


33 ) v J , >’"=- 1 , >>(!) = 1 , j '( l ) = 0 


, v "= e ~ y , _ y ( 0 ) = 0 , /( 0)=1 


= /(i) = 3<D = l 

dx^ 2 


2^-.' 

dx 2 


3 D 

- ^ 2y 


y '( 0 ) = - l , ^( 0 ) = 0 
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@ 

y"y 3 = ], y = l, y'= 1 para 

® 

l+X 

® 

71 

y" = senycosy, v(0) = —, y'(0) = -l 

® 

„ ,2 2 , 

XV -\V = X X 

@ 

y'"=xe~ x2 , y(0) = y'(0) = y”(0) = 0 

® 

Jl 

X 

1 

/*—s 

7 

® 

y"-y ,2 +yy' 3 = 0 

@ 

,, ,2 

y = y tgx - y secx 

® 

x 2 y" 2 -x 2 y'y'"-y' 2 = 0 

® 

(X 2 +y 2 )y"=(l + y' 2 )(xy'-y) 


( 48 ) a 2 y" 2 =\+y' 2 , ±(jr+c 2 ) = a ln[ -— ——Jo y + c, = ±acosh(^2.) 

a 2 


49 ) ^- = sec 2 y.tgy, y' = - 1, JC = ln2, y = ^ 

^ dx 1 4 


i (/* y y— 

cos v—— = senjy, y' = yj 2, >> = 0, jc = 0 
dx* 
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CAPITULO V 


5. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE 

ORDEN n 


Las ecuaciones diferenciales lineales de orden n son de la forma siguiente: 




d n y d 

+ViW--r+ .+a 0 (x)y=R(x) 
dx dx 


...<!) 


donde a 0 , , a 2 ,..., a n y R son funciones solo de x 6 constante. 


La ecuacion diferencial (1) se puede escribir en la forma: 




... ( 2 ) 


La ecuacion (2) nos indica que estan relacionadas, la variable independiente x, la variable 
dependiente y, y las derivadas ,,M 


Si en la ecuacion (1) la funcion R(x) = 0, se obtiene: 


a n (*)-— + ""“I ( X )~TnT + - + a l Wj + a 0<- l ).V = 0 

dx dx 


... ( 3 ) 


A la ecuacion diferencial (3) se denomina ecuacion diferencial lineal homogenea. 


Si en la ecuacion (1), la funcion R (x) * 0, la ecuacion diferencial (1) se denomina 
ecuacion diferencial lineal no homogenea. 


Si y \»}*2 son soluciones de la ecuacion diferencial (3) y si C| y c 2 son constantes 
arbitrarias, entonces y - c l y ] + c 2 y 2 es una solucion de la ecuacion (3). 


Como y |, y 2 son soluciones de la ecuacion (3) entonces: 
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*+...+ a^x)'/'^ a 0 (x)y } =0 

a ,M)y 2 ,) + Ub'i"’ d,(x)/ 2 + a 0 (x)y 2 = 0 

sumando y agrupando se tiene: 


(.v)(c, vf"’ +<-j.vV' ) )-a„_i(.v)(t l v{"“ 


+ c 2.>;" n ) + a oC r )( c i^'i +c 2 >’ 2 ) = 0 


(.v)( c, v, + c,y 2 ) l ' ,) + (a)( c, v, + c 1 y 1 ) ( '' 1 ’ + a 0 ( a: )( c, y, + c 2 y 2 ) = 0 

entonces c, >q + c 2 >'2 es una solucion de la ecuacion diferencial (3) 


En general si, v,- , i=l,2,..., n son soluciones de la ecuacion diferencial 
lineal homogenea de (3) y si c s , i = i, 2,..., n son constantes, entonces 
v = c l v, -e 2 y 2 + ... + c„y #l . es una solucion de la ecuacion diferencial (3). 

i 5.1 INDEPENDENCIA LINEAL DE LAS FUNCIONES.- 

Consideremos un sistema finito de n funciones: f\{x)* f 2 (x) ./„(x) definidas en algun 

intervalo (a,b), diremos que estas funciones son linealmente independientes si existen 
a| ,cx 2 escalares tal que: 


ai/j (x) + a 2 / 2 (x) + ... + a n f n (x) = 0 entonces =a 2 = ... = a, =0 

Si alguno de los a { , a 2 . f es diferente de cero, entonces diremos que f\ ,/ 2 
son funciones linealmente dependientes. 

Ejemplos: Averiguar si las funciones dadas son linealmente independientes. 

© f\ (*) * x, f 2 (a) = 2x , / 3 (a) = a- 2 

Solucion 

Por detenninar si a, f\ (x) + a 2 / 2 (x) + u 3 / 3 (x) = 0 entonces a 1 =a 2 =cx 2 =0. 


Luego ajX + a-> 2x + a.x“ = 0 , derivando 
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a j + +2a 2 + 2a 3 x = 0 , derivando nuevamente. 

2a 3 =0 => a 3 = 0 a j = -2a 2 

Como a,=0 y a, = -2a 2 => f\ (*), f 2 (x) y / 3 (a) no son linealmente independientes. 


5.2. EL WRONSKIANO.- 


Suponiendo que las n funciones: /j (x),f 2 (x),...,f n (x) son diferenciables cada uno al 
menos (n 1) veces en un intervalo a < x < b. entonces de la ecuacion 
C]J\ + c ifi " r ■■■ + C nfn = 0 por diferenciacion sucesiva se tiene: 

C \f\ + C lf> +- +C nfn 
C lf\^ c lJ*2 + -’+ C nf n n 


... (a) 




1/ 


_ A«-h 
+ C>fy 


,tc 


A" '» 

‘i tJn 


=0 


Consideraremos a (a) como un sistema de ecuaciones en c l9 c 2 . c n 

El sistema de ecuaciones (a) no tiene solution, excepto cuando todos los c 1 ,c 2 ,...,c„ 
son ceros. 

Si el determinante de los coeficientes de no es nulo es decir: 


A h 
f\ f\ 

r i f\ 


An 

f\ 

/" 


= 0 , entonces diremos que las funciones: 


J 2 *** Jn 


An- 1 ) 

J\ 
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/i (*)>/2 (*)-••>/«(*) son linealmente independientes, al determinante de los coeftcientes 
del sistema (a) denotaremos por W, es decir: 


W = 


A 

/', 


f "2 


/„ 

r, 


'i J 2 Jn 


Llamaremos el Wronskiano de las funciones: f\(x),f 2 (x),...,f n (x) 

EjemploN°l: Demostrar que las funciones: e x ,e 2x \e 3x son linealmente 

independiente. 

Solucion 


W = 


2x 


3x 


2e 2x 3e 3 ' 
4e 2x 9e ix 


= 2e bx , V x e R 


entonces las funciones e x ,e 2x ,e ix , son linealmente independiente. 


Ejemplo N°2: Demostrar que las funciones e x ,cosx, sen x son linealmente 

independiente. 

Solucion 


W = 


e cos .X sen x 
e x -senx cosx 
e x - cos x - sen x 


= 2e lx *0, V x e R 


Entonces las funciones e*, cosx, sen x son linealmente independiente. 

Ejemplo N°3: Hallar el Wronskiano de las funciones: /, (x) = x , f 2 (x) = -j- 

Solucion 
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fl(x) 

fl (x) 


1 

.V — 

.V 

1 12 

f\(x) 

f' 2 (x) 


1 -1 

X X X 




A 




para x ^ 0 


2 

Luego W - -; para x * 0 

A 


OBSERVACION 


Que el Wronskiano W * 0, para que las funciones sean linealmente independiente es una 
condicion necesaria pero no suficiente, por ejemplo las funciones: 




si -1 < jc < 0 
si 0 < A' < 1 


0 si -1 < a* < 0 
! a* 2 si 0 < x < 1 


son linealmente independiente 
Wranskiano es cero. 


y 


su 


Este sistema de funciones es linealmente independiente puesto que para 


a,=a 2 =0, se cumple la identidad: a,/, +a 2 /2 =0- En efegto: 


Si x g [-1,0] => a,/, (a) t a 2 / 2 (a) = 0 
a + a 2 *0 — 0 aj.A =0 => a, = 0 
Si x g [0,1] => ct t /, (a) + a 2 / 2 (a) = 0 


a,.0 + a 2 .A 2 =0 => a 2 .A 2 =0 => a 2 =0. Luego ai =a 2 =0 

Consideremos el Wronskiano en [-1,0] y en [0,1] 


W = 


a“ 0 
2a 0 


= 0 , W = 


0 a z 
0 2a 


= 0 . Por lo tanto: W[f \ , f 2 ] = 0 en [-1, 1 ] 
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EJERCICIOS PROPUESTOS.- 



I. 

Obtengase el Wronskiano de las siguientes funciones indicadas: 

- 

® 

1,a, x 2 ,..., x n ~ { para n > 1 

Rpta: 

W = 0! 1! ...(n- 1)! 


© 

e wx , e nx , donde m y n son enteros ym^n 

Rpta: 

LV=(n-m)e (m+nU 


© 

senhx,coshx 

Rpta: 

W = -l 


@ 

jc, xe x 

Rpta: 

W =x 2 e x 

r 

© 

e x sen x 9 e x cos a 

Rpta: 

<N 

1 

II 

& 


© 

cos 2 x, l + cos2x 

Rpta: 

w = o 

• 

© 

e~* ,xe~ x 

Rpta: 

II 

Hi 

1 

hJ 

■ 

© 

e x ,2e\e- x 

Rpta: 

w = o 

- 

® 

2 , cos x, cos 2x 

Rpta: 

W = -8 sen 3 jc 


® 

e~ 3x sen2jc,e -3 * cos2jc 

Rpta: 

W = -2e~ (yx 

r 

II. 

Mediante el Wronskiano, demostrar que 
linealmente independiente. 

cada uno 

de los siguientes conjuntos 

r 

© 

1 -A , 2x 

Ue 9 2e 

© 

In x, x In x 

r 

© 

! 1 

A.v 3 

© 

e ax sen fee, t ?CLX cos bx\ h * Q 


© 

l,sen 2 x,l-cosx 

© 

in — , i 

JC+ 1 

* 

f 

© 

X 

© 

JC •> 

sen — cos “ x 

2 

r 

© 

x\x\x 8 

@ 

e x ,x a ,x 2 e x 
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III. Demostrar que las funciones dadas son linealmente independiente y su Wronskiano es 
cero, construir las graficas de estas funciones. 



f\(x) = 


0 si 0 < x < 2 
(x-2) 2 si 2<x<4 


/ 2 (*) = 


(X-2 Y 
0 


si 0 < x < 2 
si 2 < x < 4 


© 

© 



AM-’ . 


si - 2 < x < 0 
si 0 < jc < 1 

f 2 (x) = x\x\,-\ <X < 1 


= \ ° 2 
l* 


si -2 < x <0 
si 0 < x < 1 


IV. 



Demostrar que el Wronskiano de las funciones: 


1 * 2 '* k n k 

e ...e 


es 


^(k ] +k 2 +..+k„)x 


I 

*2 

k; 


k n 

kl 


r n-l 


. n -1 


n -1 
n 



Demostrar que las funciones: e 2x , xe 2x ,e 2x sen x 9 e~ x cosx son linealmente 
independiente. 


© 


Demostrar que el Wronskiano de las funciones: x a , x p , x y es: 


^.a+p+Y-3 


i i i 
a (3 y 

a(a-l) p(p-l) y(Y-l) 
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5.3. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HOMOGENEAS DE 
COEFICIENTES CONSTANTES.- _ 


Las ecuaciones diferenciales lineales homogeneas de coeflcientes constantes son de la 
forma: 


d n y d n 1 dy 

a m - + - r + ... + a, — + v = 0 

J.t" "dx * 1 ' dx w - 


... 0 ) 


donde a 0y a [y ...,a n son constantes. 


Para resolver estas ecuaciones diferenciales, primero consideramos el polinomio 
caracteristico de la forma siguiente: 

P(r) = r" + a H -i r” ' +...+A I r + flp = 0 

Como el polinomio caracteristico P(r) = 0 es de grado n entonces se puede obtener las 
siguientes raices r x ,r 2 , r 3 r n los cuales pueden ser, reales distintos, reales de 
multiplicidad o numeros complejos. 


Luego para dar la solucion de la ecuacion (1) consideremos los siguientes casos: 

1° Caso Cuando las raices de la ecuacion polinomica P(r) = 0 son reales y distintos: 

r \ < r 7 < — < r n entonces el sistema fundamental de soluciones de la ecuacion (I) tiene la 

forma siguiente e r,, ,e r!Jf v ..,e v , y la solucion general de la ecuacion diferencial lineal 
homogenea (I) es: __ 

nx r-yx r n X 

y t =c , e +c 2 e - +...+c n e 

2° Caso Cuando las raices de la ecuacion polinomica P(r) = 0 alguna de las raices 
son de multiplicidad, consideremos r, - r 2 = ...-r k =r y donde r es la raiz de 
multiplicidad k, y n - k son las demas raices y distintas. 


Luego el sistema fundamental de soluciones tiene la siguiente forma: 
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y la solucion general de la ecuacion diferencial ( 1 ) es: 


y g =c i e 


+ c 3 X 


e +— +c. 


k-\ r 

x e 


+ c 


*+i c 


+...+ce ' 


3°Caso Cuando las raices de la ecuacion polinomica P(r) = 0 alguna de estas raices son 
complejas: r x = a, + /p,, r 2 =a x -/Pj, r 3 = a 2 + i'P 2 » '*4 = cx 2 -/p 2 

" p 

y las demas raices supongamos que sean reales y distintas. 

Luego el sistema fundamental de soluciones son de la forma siguiente: 

a l* o a \ x n a ') x n a ') x n r * x r«.v 

e 1 cospjjc ,e 1 senp,jc ,e 1 cosP 2 x,e 1 senp 2 ^,^ . ..*€• 
y la solucion general de la ecuacion diferencial ( 1 ) es: 
y g -c x e ayX cosp l x+C 2 ^ 0t| * senp l jr+c 3 e a2 ‘ cosP 2 JC + c 4 e a2Jr senp 2 x+c 5 e^' +...+ c n e rn * 
a. Ejemplos: Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales 


© d -f 


d J-y-o 


Solucion 


d-y 


El polinomio caracteristico, correspondiente a la ecuacion diferencial ——~y = Q es 

dx • 

P(r) = r 2 -1 = 0 , y sus raices r x = 1 , r 2 =-l, de donde el sistema fundamental de 
soluciones es: e^\e 2 es decir e x y e~ x y la solucion general es: y g — c x e x + c 2 e ~ x 





+ 2y 


= 0 


Solucion 


1 < » .*n ; q 

El polinomio caracteristico, correspondiente a la ecuacion diferencial. 


^-3 —+ 2 y = 0 es P(r) = r 2 -3r + 2 = 0 
dx' dx 


de donde r x = 1 , r 2 ~ 2 , luego el sistema fundamental de soluciones es: e x \ e 2x y la 
solucion general y-c x e x + c 2 e 2x 
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© 




y" - 4 v’ + 4 v = 0 

Sojucjon 

El polinomio caracteristico a la ecuacion diferencial: 

y"-4y'+4y = 0 es P(r) = r 1 -4r + 4 = 0 de donde r = 2 de multiplicidad 2. 

Luego el sistema fundamental de soluciones es: e 2x , xe 2x y la solution general es: 

y g =c,^ Y +c 2 xe 2x 

y+v = o 

Solucion 

El polinomio caracteristico de la ecuacion diferencial: 
j/= 0 es P(r) = r 2 + 1-0 de donde: r x = i ^ r 2 - -i . 

Luego el sistema fundamental de soluciones es: cos x, sen x, y la solucion general es: 
y x = Cj cosx + c 2 senx 


y '-t-y'+y — 0 

Solucion 

El polinomio caracteristico a la ecuacion diferencial. 


i S i 73. 


y *+y+.y = 0 , es P(r) = r + r +1 = 0 , de donde = - — + /, r 2 = 


? *> 


- 1 yfe — yjl 

Luego el sistema de solucion es: e 2 cos-^-x, e 2 sen -^-x y la solucion general es: 

-f V5 -? S 

y =c,e 1 cos — x + c ? e 1 sen — x 
8 1 2 2 2 


y"'-2y"-y'+2y = 0 


Solucion 
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El polinomio caracteristico a la ecuacion diferencial es: 

P(r) = r 3 - 2r 2 -r + 2 = 0 , de donde: r, = - 1 , r 2 = 1 , r 3 = 2 , luego 

el sistema fundamental de soluciones es: y la solucion general es: 

y g = c,e~ x + c 2 e x +c } e 2x 
(?) y"' + 3y" + 3y' + y = 0 

Solucion 

El polinomio caracteristico de la ecuacion diferencial es: 

P(r) = r 3 +3r 2 +3r + 1 = 0, de donde ^=-1 de multiplicidad 3, luego el sistema 
fundamental de soluciones es: e~ x 9 xe~ x ,x 2 e~ x y la solucion general es: 

y g =c,e- x + c 2 xe~ x +cjx 2 e~ x 

(i) y"'-y" + y'-y = 0 

Solucion 

El polinomio caracteristico de la ecuacion diferencial es: 

P(r) - r 3 -r 2 +r- 1 = 0, de donde: r x = 1, r 2 = /, r 3 = -i , luego el sistema 
fundamental de soluciones es: e x , cos x, sen x, y la solucion general es: 

y g =c l e x +c 2 COSX + C 3 sen a* 

( 9 ) y n, -6y‘ , + [ly , -6y = 0 

Solucion 

El polinomio caracteristico a la ecuacion diferencial es: 

P(r) = r 3 -6r 2 +1 lr -6 = 0 , de donde: r x — 1 , r 2 - 2 , r 3 = 3 , luego el sistema 
fundamental de soluciones es: e x ,e 2x ,e 3x y la solucion general es: 


x 3 x 

y g =c,e +c 2 e +c 2 e 
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Solucion 

El polinomio caracteristico de la ecuacion diferencial es: 

P(r) = r A -1 = 0, de donde: r, - -1, r 2 = 1, r 2 =i, r 4 = -i , luego el sistema 
fundamental de soluciones es: e~ x , e x , cos x, sen x y la solucion general es: 

>• = c*, e * ' + ' + c 3 cos a: + c 4 sen x 

(Tj) >•" - 4/' '+6/ -4>•'+ v = 0 

Solucion 

El polinomio caracteristico de la ecuacion diferencial es: 

P(r) = r 4 -4r 3 +6r 2 -4r + 1 = 0 , de donde: r = 1 de multiplicidad 4, luego el sistema 
fundamental de soluciones es: e* T , xe x , x 2 (? A , x 3 ^ x y la solucion general es: 

y g =c,e r +c 2 xe x +c 3 *V + c 4 *V 

0) / r - 8>’"+!6.v = 0 

Solucion 

El polinomio caracteristico a la ecuacion diferencial es: 

P(r) = r 4 -8r 2 +16 = 0, de donde: (r 2 -4) 2 - 0 

= -2 de multiplicidad 2 ; r 2 =2 de multiplicidad 2 

Luego el sistema fundamental de soluciones es: e~ 2x , xe 2x , e 2x , xe“* y la solucion 
general es: y g =c ] e~ 2 +c 2 xe lx + c 4 X£“ x 

(13) y' v + 2y"+y = 0 

Solucion 


El polinomio caracteristico a la ecuacion diferencial es: 
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P(r) = r 4 + 2 r“ +1 = 0 , de donde: r } = i de multiplicidad 2 y r 2 ~ -i de multiplicidad 2 

Luego el sistema fundamental de soluciones es: cos x, xcosx, senx, xsenx y la solucion 
general es: \\. = c { cos.v + c 2 x cos x + c 3 sen x + c 4 a' sen* 





= 0 


Solucion 

El polinomio caracteristico de la ecuacion diferencial es: 
P(r)- r b + 6/' 4 +9r 2 + 4 = 0, de donde: 


t\ =i de multiplicidad 2 ; r 2 = -i de multiplicidad 2 ; r 3 = 2 /, r 4 =- 2 / 

De acuerdo al tercer caso, el sistema fundamental de soluciones es: cos x, sen x, x cos x, 
x sen x, cos 2 x, sen 2 x y la solucion general es: 


y ~ Cj cos x + c 2 sen x + c 3 x cos x + c 4 x sen x + c 5 cos 2 x + c 6 sen 2x 



b) EJERCICIOS PROPEESTOS.- 


© 

‘ . 2.. o 

,&• * ' 

Rpta: y - c { e x + c 2 e 2 ' 

© 

* -4—+ 4y =0 
(fv* ^ 

Rpta: y = e lx (c\X + c 2 ) 

© 

ft 

Rpta: y = c { cosx + c 2 sen x 

© 

</.t* * • 

~ r V3 >/3 

Rpta: v = e * [c*, cos —x4* ts sen — .y 

© 

—£-+2 — - t 2 y = 0 
i/r 1 • 

Rpta: y = e 1 (c, cos x + c 2 sen x) 
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© 

y'"-2y"-y'+2y = 0 


Rpta: y = c ] e v +c 2 e~ x +c 3 e 2 ' 

© 

y"'+3y"-3y'+y = 0 


Rpta : e v (cj + c 2 v 4* c 3 a* 2 ) = y 

© 

y"'-y" + y'-y - Q 


Rpta: y - c ] e x +c 2 cosa + c 3 sen .v 

© 

O 

II 


D * A- -fr ^ >/3 

Rpta: y = Cj£ + e 2 [c 2 cos a + c 3 sen ——] 


o 

II 

1 ‘ 

V 


Rpta: y =c } e x +c 2 e~ x + c 3 cos x + c A sen.v 

© 

y lv _ 4y ?M -i-6y M -4y'+y = 0 


Rpta: y = e A (c,+ c 2 a + c 3 a 2 +c 4 a 3 ) 

© 

6y"'-y"-6y'+y = 0 


Rpta: y = c,e*+C 2 *"*+c 3 e* A 

@ 

y'"-y"-3y'-y = 0 


Rpta: y + c 2 <? (l "^ >A +c 3 c ll_ ' / “ >l 

© 

,‘ Y -> =0 

* 

Rpta: y = q e x +c 2 e~ x + e 2 [c 3 

S 

cos- 

2 

>/3 1 * j r >/5 >/3 

A' + c 4 sen —a] + e l [c 5 cos —a + c h sen —a] 

© 

^ -2 ^-3^=0 
dx' dx 2 dx 


Rpta: y = Cj+c 2 e * H-c 3 e 3 ' 

© 

d y v d 2 y dy 

—r- + 4 —- + 4— = 0 
dx dx " dx 


Rpta: y = + (c 2 +c 3 x)e 

© 

d*y 

TT = v 

dx 


Rpta: y = c i e v +c 2 e * + c 3 cos jc+c 4 sen x 

© 

d*y * d 2 _v 

</v </r 


Rpta: y = (cj + c 2 a)cos a + (c 3 + c 4 A)senx 

© 

V „ A 

—— + 3 — -~4v =0 
dx 4 dv* 


Rpta: y = c x e x +c 2 e x + c 3 cos 2 a + c 4 sen 2 a 
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dx 4 dx 4 dx 

Rpta: y = c, + c 2 x + (c 3 +c 4 x)e x 


2 £y d^_ 2 dy + =Q 

dx } dx 2 dx y 

t 

Rpta: y = c x e x +c 2 e ' +c 3 e 2 

© 

2 £z. 7 ^ Iy ,o 

dx 5 dx 

Jl J2 

2x t-!“ — U 

Rpta: y = c ] e ' + c 2 ^ 1 + c 2 e 1 

© 

d *v d *v 

—— -14—r- + ^ = 0 Rpta: y 

dx 4 c /* 2 

= Cl e^ Su +c 2 e (2 -^>' +c jC ( - 2+ ^ >r + c 4 e ( - 2 ^ )l 

© 

-> 

Q V •» 

—+ = 0 
dx 2 

Rpta: y = A coskx + B senkx 

© 

dy - 2* + 4v-0 
dx 1 ' dx 

Rpta: y = e x (Acos>j3x+B scn^/lx) 

@ 

d 4 y d~ y 

4 l + 5 ; 9y = 0 

</x 4 dx 2 

v -v 3 3 

Rpta: y - c x e + c 2 e + c 3 cos — x+c 4 sen — x 

© 

14 ^ 

— ^+4v=0 Rpta: 

c/a- 4 

y = ^ T (cj cosx + c 2 sen x) + e r (c 3 cos x-f-c 4 sen x) 

© 

d 4 y -jfy+d 2 * ^^ Q 
</t 4 c£v 3 cfcc- A 

Rpta: = c,e v +c 2 *? v + <? v (c 3 cosx + c 4 senx) 

® 

</ 5 .y , dv 

— 2 —;— 10 —- + — + l(lr- 

dx' dx dx' dx 

0 


Rpta: y = c ] 

{ e Zx + c 2 COSX + C 3 senx + e*(c 4 cos 2 x + e 5 sen 2 x) 

© 

2y"-3y'+y = 0 

Rpta: y = qe 2 +c 2 e x 
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(31) y"-9y'+9y = 0 

( 32 ) y''+y'—2y = 0 , y(0) = 1, y (0) = 1 Rpta: y=e' 


(33 


(36) 

© 

© 

@ 

® 

® 

© 

( 3 ) 


© 


(45) 

(46) 


( 9+3^5 )x (9-3>/S >x 

Rpta: y-c,e 2 +c 2 e 


/’-6/+9y = 0, y(0) = 0, y' (0) = 2 
y"+8y'-9y = 0,y(l) = 1, /( 1 ) = 0 

y”+4y = 0, y(0) = 1, /(0) = 1 ^ 

y"+4y'+5y = 0, y(0) = 1, /(0) = 0 
y"'-y”-y'+y = 0 
y‘ v -5y"+4y=0 


3x 


Rpta: y = 2xe 


Rpta: +*-«*-' 

10 10 


Rpta: y = ~^ sen 2x 


Rpta: 3 ; = e -2x cosx + 2<? 2 * senx 
Rpta: v = Cje x +c 2 xe x +c 3 e~ x 
Rpta: y = c l e x +c 2 e x + c 3 e~ A +c 4 e 


y Vi ~3y ,v + 3y"-y = 0 Rpta: y = qe*+c 2 xe*+c 3 x 2 e x +c 4 e x +c 5 xe x +c 6 x 2 e 
>> v — 3 j; ,v +3y M -3y*+2y=0 Rpta: y = c { +c 2 e x +c 3 e 2x +c 4 cosx + c 5 senx 

y v _8y=0 Rpta: 3 > = c, +c 2 e 2x + e~ x (c 3 cos yfix + c 4 sen V3x) 

3;™ + 8 / v + 16 v = 0 

Rpta: ^ = e r [(c 1 + c 2 x)cosx + (c 3 + c 4 x)sen] + e~ x [(c 5 + c 6 x) cos x +(c 7 +c 8 x)senx] 

Rpta: 7 = Cj + c 2 x + (c 3 +c 4 x)e ~ 3a 


y w +6y M +9y'=o 
4y'"-3y'+y = 0 

4y ,v -4y ,, -23y , +12y+36> = o 
/-/"=0 


Rpta: 3 ; = ^!^ * +(^2 + c 3 x)e 2 


3 * 


Rpta: 3 ; = (q + c 2 x)£ 2x + (c 3 + c 4 x)e 


Rpta: y = c x + c 2 x + c 3 x~ + c 4 e -c 5 €* 
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41) y - 2/' f ~3 y' '+4y'44y = 0 


Rpta: y = (c, +c 2 x)e x +(c 3 +c 4 x)e 


2.x 


4 8) y + ' T — f — 1 6 >? f — 8 _v = 0 Rpta: y = (c, + c 2 x)e + c 


- 2x — +c J'-£) 


49) y"'-3y'-2y = 0 cuando x = 0, y = 0, / = 9, y"= 0 Rpta: y = 2e lx +(3x-2)e 


50) 

5?) 


B 

s> 

S> 

55) 


y ,v + 3y ,M +2y" = 0 cuando x = 0, y = 0, y' = 4, y"= -6 Rpta: y = 2(x + <? x -e 2x ) 
y'' '+y' '-y'-y = 0 , cuando x = 0, y = 1 , cuando x = 2 , y = 0 y tambien cuando x -> oc. 


y —> 0 . 


Rpta: y = --( 2-x)e 


y '-6y'+25y - 0 Rpta: y — e 3x (c { cos 4x + c 2 sen 4.x) 

y"-y = 0, cuando x = 0, y = y 0 , y' = 0 Rpta: y = y 0 coshx 

y"+y = 0 , cuando x = 0, y = y 0 , y' = 0 Rpta: y = y 0 cosx 

y' r '+5 y % '+17y’+l 3y = 0, cuando x = 0, y = 0, y ~ 1, y" = 6 

Rpta: y = e -A — e -2 * cos3x 


i2 ^ [/ 

56) —- + k 2 x = 0 , k real cuando t = 0, x = 0, y -— = v 0 Rpta: x = (—)sen/rr 

dr dt K 


5l) y M, +y M +4y'+4y = 0 , cuando x = 0, y = 0, y’=-l, y"= 5 Rpta: y = e *~cos2 


d 2 x _ d< 


dx 


+ 2b — + o = 0 , k > b > 0 cuando t = 0 , x = 0 y — = v 0 


dt 2 dt 


dt 


Rpta: x = (—)e - bt sen at donde: a = \k 2 -b 2 
a 


y ,?, + 6 y M + 12 y'+ 8 y = 0 , cuando x = 0 , y=l, y'=- 2 , y M = 2 


y lv + 2y n ’+4y M -2y , -5y = 0 Rpta: y=c^e x +cy x +c^e x cos2x+c.e *senlx 





© © ©@ © ® 
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y'"-2y''+2y’= 0 


Rpta: y = c, + c 2 e* cosx + c 3 e'sen.x 


y" + 8y iv +16y = 0 


Rpta: y = e'[(C| + c 2 x)cos.v + (c 3 +c 4 x)senx] + e *[(c 5 + c 6 x)cosx + (c 7 + c g x)senx] 


63) y lv -4y" , +4y ,, = 0 


64) y" - y"= 0 


(65) y lv -8y = 0 


2y"4y"-2y'+4y = 0 


y'"-3y'-y = 0 


Rpta: y = c x + c 2 x + c 3 e 2x + c 4 xe lx 


Rpta: y = c, + c 2 x + c 3 e x + c 4 e~ x +c 5 cosj t + c 6 senx 
Rpta: y = c, + c 2 e 2x + e~ x [c 3 cos>/3x + c 4 sen \/3jir] 
Rpta: v = c,e A +c 2 e 2x +c 3 e~ x 
Rpta: y = c { e x + c 2 xe x + c 3 x 2 e x 


68 ) y tv - 5y' '+4y = 0 Rpta: y = c { e x +c 2 e x +c 3 e 2x +c 4 e 2x 

69) y"-3y"'+3y''-y = 0 Rpta: y = c } e x +c 2 xe* + c 3 x^e x +c 4 e~ x + c 5 xe 1 +c 6 x~e 

y v, +y = o 

J 3 ly. X X -Jl/2x/ x X \ 

Rpta: y = c, cos x + c 2 sen x + e (c 3 cos—+c 4 sen—)+ e (c 5 cos— +c 6 sen-) 


y v - 3y’ v + 3y"'-3y"+2y'= 0 Rpta:y = C| + c 2 e* + c 3 e x +c 4 e *+c 5 cosx + c 6 
y”'+y’=0, y" (0) = 1, y"(0) = 1, y(0) = 0 Rpta: y = 2 - 2 cos x + sen x 
y"'-y"+y'-y = 0 Rpta: y - ^cosx + Z?sen x + ce x 

v M, +y = 0 Rpta: y = A cos x + B sen x + c 

y»_y_y+j/ = 0 Rpta: v = (c, +c 2 x)e x + c 3 e x 

y'"-6y"+12y’-8y = 0 Rpta: y = (c, + c 2 x + c 3 x 2 )e 2r 


sen x 
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w 

78) 


Rpta: y = c { e x +c 2 e 2 ' +c 3 e Xv 


® 


Rpta: y = c l e 5x + c 2 e lx 


v ,M -6y , +ny-6^ = o 
y'-i2y+35y = o 

V /v -8y M +42y’-104y+169^ = 0 Rpta: ^ = + c 2 x)sen 3 jc + (c 3 + <? 4 x)cos3x] 

5s 


9v M -30y+25 v = 0 
y h -6y ,, +7y , +6v , -8v = 0 

y’-4y+2>’ = o 
y M - 2 y 1 '+3v’-6v = o 

y iv - 4 y'' '+5 v' '-4 v'+4y = 0 
v M, +9y=o 


Rpta: y = (c, + c 2 x)e ; 

Rpta: y-c ] e x +c 2 e 1 +c 3 e' 1 + c 4 e*' 


D , Tr ^ V2 

Rpta: v = e J [q sen—— x + c 2 cos— —x] 


Rpta: y = c } e 2x + c 2 sen >/3a-+ c 3 cos Vix 
Rpta: y = (cj + c 2 jc)e 2 * + c 3 senx + c 4 cos* 
Rpta: y = Cj cos 3* + c 2 sen 3* + c* 3 


® 

y v -i3y , +36^ = o 

Rpta: y = Cj^ 2 ' +c 2 e 2x + c 3 e 3 * + c 4 e~ 3v 

® 

v fV +2y ,, +y , =o 

Rpta: y = c, +c 2 .r+c- 3 e A +c 4 xe 

® 

y' v = 8y M -16y 

Rpta: y = (c { +c 2 x)e 2x +(c 4 +c 3 x)e 

(89) 

y M -i3y-i2> = o 

Rpta: y = c x e~ x +c 3 e 3x +c 3 e 4 ' 

® 

y v +j> = 0 Rpta: y = e''*(c ] 

J 

X X . 77. -* X' 

cos—p + c 2 sen-y+ <? (c 3 cos-r=r + c 4 sen-y 

v2 v/2 v2 v 2 


(Ay'"" +48 j v ' +12 v' v + v" = 0 



2 a 


i 1 A 

Rpta: v = (q + c 2 x + c 3 .y~)cos — + (c 4 4-c 5 x + c 6 x )sen — + c 7 * + c H 
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v <»> «<»-!> + 

1 1.2 • 


•+jy , +y= 0 




Rpta: y = e~ x (c , + c 2 x + c 3 x 2 +...+c„x n ~ ] ) 

© 

?"=y\ y (0) = 2, /( 0) 

= 0, > 

"(0) = -1 Rpta: y= 1 + cos x 

© 

,d‘x ^ n dx 

4 - 20 — + 25* = 0 

dr dt 


Rpta: x = (c t +c 2 t)e 251 


y v ‘ + 8/' +16y = 0 

Rpta: 

y = C)+ c 2 x 4 (c 3 4 c 4 x) cos 2x + (c 5 4 c 6 x) sen lx 

© 

/' +4y"+8y+4.y = 0 

Rpta: 

y = e x [(c! + c 2 jc) cos x 4 (c 3 4 c 4 x) sen x] 


y lv +4y"'+5y"+4y'+y = 

0 



-i+Js -3-75 

-1-< -A 

Rpta: y = c,e 2 +c 7 e 2 

-x/2 >/3 -x/2 "s/3 

4c 3 <? cos-x4c 4 e sen — x 

2 4 2 


y ,v + 4v' v 4- 4y' 1 = 0 

Rpta: 

y = q -f- c 2 x 4 (c 3 4 c 4 x) cos V2x 4 (c 5 4 c 6 x) sen >/2x 


y' ' 2 j/ '+4y*Sy = 0 

Rpta: 

y = c 1 e“ + c 2 cos 2x + c 3 sen 2x 

© 

y"'+2y"= 0, cuando x = 

= 0, y = 

-3, y=o, y = 12 

5.4. 

ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES NO HOMOGENEAS 
DE COEFICIENTES CONSTANTES.- 


Las ecuaciones diferenciales lineales no homogeneas con coeficientes constantes son de 
la forma siguiente: 


d y 

d n -'y 


a n - T + a n -l 

J +- 

.. + &— +a Q y = R(x) 


dx" -1 

ax 


donde a n , a n _ x . a 0 son constantes reales. 
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Para obtener la solution general de las ecuaciones diferenciales lineales no homogeneas 
de coeficientes constantes, primero se determina la solution general de la ecuacion 
diferencial lineal homogenea Y g , y despues se busea una solution particular cualquiera 

de la ecuacion diferencial no homogenea Y „, y la solution general de la ecuacion 

diferencial lineal no homogenea es igual a la suma de la solution general de la ecuacion 
diferencial homogenea mas la solution particular de la ecuacion diferencial no 
homogenea, es decir: 



Es decir que el problema se reduce a encontrar una solution particular Y p de la ecuacion 

diferencial lineal no homogenea. Cuando la funcion R(x) de la ecuacion (1) tiene la 
forma: 

R(x) =e ax [( P„ (x)cos(|3x) + Q m (x) sen(Px)] 

donde /^(x) y Q m (x) son polinomios de grado n y m respectivamente, entonces la 
solution particular Y, de la ecuacion (1) es de la forma: 


Y p = x'e^lPg^ (x) cos(px) + Qx (x)sen(Px)] 


donde K = max {n,m} y s es el orden de multiplicidad de la raiz r = a ± iP; P K (x) y 
Q k ( x) son polinomios en x de grado K, de coeficientes indeterminados, para determinar 
la solution particular de la ecuacion diferencial no homogenea. 

Consideremos los siguientes casos: 

1° Caso: Cuando el .segundo miembro de la ecuacion diferencial (1) es la funcion 
R(x) = P n (x) entonces: 

a) Si r = 0, no es raiz de la ecuacion caracteristica P(r) = 0, entonces la solution 
particular es: 


Y p =P„{x) 
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b) Si r = 0, es raiz de la ecuacion caracteristica P(r) = 0 entonces la solucion particular 
es: 

Y p =x s F„(x) 

donde s es la multiplieidad de r = 0 

2°Caso: Cuando el segundo miembro de la ecuacion diferencial (1) es la funcion 
R(x) = e CLX P n (x) donde a es real, entonces: 

a) Si r = a no es raiz de la ecuacion caracteristica P(r) = 0 entonces la solucion 
particular es: 

Y p =e m P n (x) 

b) Si r = a es raiz de la ecuacion caracteristica P(r) = 0, entonces la solucion particular 
es: 



donde s es la multiplieidad de r = a 

3° Caso: Cuando el segundo miembro de la ecuacion diferencial (1) es la 
funcion /?(x) = P n (jr) cos p.v + Q m (jc)sen fix donde P„{x) y Q,„ (v) son 
funciones polinomicas de grado n y m respectivamente, entonces: 

a) Si r = ± ip no son raices de la ecuacion caracteristica P(r) = 0 entonces la solucion 
particular de la ecuacion diferencial es: 

Y p = P K { x) cos( fix) + Q k (a) sen( fix) 
donde K = max {n,m} 

b) Si r - ± ip es raiz de la ecuacion caracteristica P(r) = 0, entonces la solucion 
particular de la ecuacion diferencial es: 

Yp = A s [( Pk (a) cos fix + Q K (a) sen y2r)| 


donde K = max {n,m} y s es la multiplieidad de r = ± ip 
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4°Caso: Cuando el segundo miembro de la ecuacion diferencial (1) es la funcion 

/?(*) = e 0 * [P„ (x) cosp* + Q m (*)senp.v] ] donde P„(.y) y (? w (.v) son 
funciones polinomicas de grado nym respectivamente, entonces: 

a) Si r = a ± ip no es raiz de la ecuacion caracteristica P(r) = 0 entonces la solucion 
particular de la ecuacion diferencial es: 

Y p = e aT [(P A (.t) cos P* + Ok (*) sen p.v)] 
donde K = max {n,mj 

b) Si r = a n ip es raiz de la ecuacion caracteristica P(r) = 0 entonces ia solucion 
particular de la ecuacion diferencial es. 

Y p = X 1 ?“[(/*■ (x)cos p.v + Ok (•*) sen p.v)] 

donde K = max {n,mj y s es ia multiplicidad de r a ± ip 
a) Ejemplos:_ Resolver las siguientes ecuaciones diferenciaies. 



+ 2 — = 3 
dx : dx 


Solucion 


Sea P(r) = r 2 + 3r = 0 la ecuacion caracteristica donde r, f=0, r 2 =■ -3 . luego la 
solucion general de la ecuacion diferencial homogenea o solucion complementary es: 

v -3x 

y g =c, +c 2 e 

para la solucion particular se obtiene de acuerdo a la parte b) del 1° Caso, es decir: 
Y p = Ax 

I H 

Como Yp — Ax => Y p = A => Y p = 0 , reemplazando en la ecuacion 

de donde 0 + 3A = 3=>A=l, por lo tanto Y p = x y la solucion general de la ecuacion 
diferencial no homogenea es: Y = Y g + Y p 

es decir: y + c 2 e~* x + x 
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(2) ^-2 —-15y = -(15.r 2 +4.V + 13) 

W dx 1 dx ' 

Solucion 

Sea P(r) = r 2 -2r-\5 = 0 el polinomio caracteristico, de donde: r x = -3 y r 2 = 5, 
luego la solucion complementaria o solucion general de la ecuacion diferencial 
homogenea es: y g 3v + c 2 e Sx 

Para la solucion particular de la ecuacion diferencial no homogenea, se obtiene de 
acuerdo a la primera parte del primer caso es decir: y p = Ax 2 + Bx + C 

» 

de donde y -2Ax + B => y fJ -2A y que reemplazando en la ecuacion diferencial 
dada se tiene: 

2 A- 4 Ax -2B-\ 5 Ax 2 -15S.V-15C =-(15x 2 + 4* + 13) 

-15 Ax 2 -(4A + 15B)x + 2A-2B-15C = -(15x 2 + 4x + l3) 


de donde por identidad se tiene: 


-\5A = -15 
-(4 A + 155) = -4 
2A-2B-\5C = -13 


A = 1 

5 = 0. Luego: y p = x 2 +1 
C = 1 


por lo tanto la solucion general de la ecuacior es: y = y g + v* 
es decir: >> = c,e 3jr + c 2 e 5A + .v 2 +1 

( 5 ) ^-^--3—^--4v = -4 a -5 +390.y 

W rfv rfx 2 ' 

Solucion 

El polinomio caracteristico es: P(r) = r 4 -3/*" —4 = 0 de donde: 
r, = -2, i* 2 = 2, / 3 = i y / 4 = -< 

y la solucion complementaria o solucion general de la ecuacion homogenea es: 
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y g =c } e 2v +c 2 e 2 ' +c 3 cosx + c 4 sen* 

Para la solucion particular se debe tener en cuenta la primera parte del 1° Caso de donde 
setiene: y = Ax 5 + Bx 4 + Cx 3 + Dx 2 + £r + F , de donde derivando y reemplazando en 
la ecuacion diferencial dada se tiene: 


-4A = -4 
-4B = 0 
-60.4 - 4C = 0 
-36# -4D = 0 
12(M ~ 18C - 4£ = 390 
24# -1 2D-4F - 0 

Luego y = ,v 5 -15.v 3 y la solucion general es: 

y = c x e~ lx +c 2 e lx + c 3 cosjc + c 4 sen ,v + x 5 -15.r 3 

© y + 3/=e jr 

Solucion 

El polinomio caractenstico es P(r) = r 2 +3r = 0, de donde = 0, r 2 - -3, luego la 
solucion complementaria de la ecuacion diferencial homogenea es: 

y g = Cj + c 2 e~* x y de acuerdo a la parte a, del segundo caso la solucion particular es: 


de donde 


A = 1 
C = -15 

#=D=£=F=0 


= /le* de donde = /te* 

como v M +3y’=e* => Ae x +3Ae x =e x => /l = — 
' 4 


e 

Luego la solucion particular =— y la solucion general de la ecuacion no homogenea 


. -)i ^ 

cs: >> = ,y - +>’ csdecir: v = c, - c 2 e 4 — 

4 









Ecuaciones Diferenciales Lineales de Orden n 


285 



v'' - 4 y' = xe Ax 


Solucion 


i 


El polinomio caracteristico es: P(r) = r 2 -4r = 0 de donde t\ = 0 , r 2 = 4 , luego la 
solucion general de la ecuacion diferencial homogenea es: y g = c ] + c 2 e 4 ' y de acuerdo 
a la parte b, del segundo caso se tiene la solucion particular de la forma: 


y P = x(Ax + B)e 4x 



Es decir: y p = (Ax 2 + Bx)e 4x y la solucion general de la ecuacion diferencial no 
homogenea es: y = y+y p 


y' ’+ v = sen jc-cos jc 


Solucion 


El polinomio caracteristico es: P(r) = r 2 + 1=0, de donde: r, = /, r 2 =-/. Luego la 
solucion complementaria de la ecuacion diferencial homogenea es: 
y g = c | cos jc 4- c 2 sen a* 

La solucion particular de acuerdo a la parte b, del 3er. caso es de la forma: 

y p = A*(,4cosA:+5senx) 


Es decir: y = Ax cos .v+ Bx sen x y la solucion general de la ecuacion diferencial no 
homogenea es: y = y g + y p es decir: v = cos x + c 2 sen x + Ax cos x 4 Bx sen jc 

(j^) y '' - 4 y' + 8y = e 2 v (sen 2jc - cos 2.r) 

Solucion 

El polinomio caracteristico es: P{r) = -4r48 = 0,de donde: 

rj - 2 42 /, =2-2/, luego la solucion general de la ecuacion diferencial homogenea 

es: y = cos2.v^ £ sen 2x) de donde y = y g +y p 

0 y"-y'-2y = e X + e~ '* 


Solucion 
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El polinomio caracteristico es: P(r) = r 2 - r - 2 = 0 , de donde: r, = -1, r 2 =2 

Luego la solution general de la ecuacion diferencial homogenea es: 

y g = c^e~ x + c 2 e 2 ' y de acuerdo a la parte a, del 2do. caso la solution particular es de la 
forma: y p = Ae x + Be~ 2x 

(o) y'' ’-4 y* = xe 2x + sen .y + x " 

Solution 

El polinomio caracteristico es: P(r) = -4r = 0, de donde: ^ - 0 , r 2 = -2 , r, = -2 , 

luego la solution general de la ecuacion diferencial homogenea es: 
y g =Cj +c 2 e~ 2x +c 3 e 2x y de acuerdo al ler y 2do. y 3er. caso la solucion particular es 
de la forma: 


y p = x(Ax + B)e 2 * + Ccos.v + Dsen jy + . v (£. y 2 + Kx + G) 
y p - 2( Ax 2 + Bx)e 2 ' + (2Ay + B)e 2 x -C sen x + D cos x + 3£x“ +2Fx + G 

y" p =8(Ay 2 + Bx)e lx +12(2Av+£)e 2 ' +\2Ae ix i-Csen .r- Dcos.v + 6E 
reemplazando en la ecuacion diferencial e igualando coeficientes se tiene: 


12A + 8B = 0 
16A = 1 
5C = 1 


- 5D = 0 
- 12E = 1 

- 8F = 0 


6E - 4G = 0 


de donde: A -—, B - —, G = —, D-F- 0, E- -, G- — 

16 32 5 12 8 


Es decir: 


e 2 , v cos* x x 

y n = - (2x -3*) +- 

p 32 5 12 8 


Por lo tanto la solucion general de la ecuacion diferencial no homogenea es: v - v g 
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(lO) y n +2y'+2y=-e ' cosx + xe K 

Solucion 

E! polinomio caracteristico es: P(r) = r 2 + 2/* + 2 = 0 de donde r, = - i + /, r 2 = -1 - 1, 
luego la solucion general de la ecuacion diferencial homogenea es: 

y g = e~ x (c | cos A' + C2 sen a) y de acuerdo al 2do. y 4to. caso la solucion particular es: 


y - xe v (/icosA+^sen a) + (Ca + Z))6 


derivando y reemplazando en la ecuacion diferencial e igualando coeficientes se tiene 
que: A = 0, B = |. C = I, D = 0 es decir: y p = ~e~ x sen a + xe~ x y la solucion 
general de la ecuacion diferencial no homogenea es: y = y +y 



b. EJERCICIOS PROPUESTOS. 



Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes: 

© 

d\v dy 2 

dx 2 dx 

1 

Y X -> 

Rpta: y = c l +c 2 e —— -jc"-2a 

© 

d 2 v A dv c - 
—- - 4— - 5 y = 5a 
dx~ dx 

Rpta: y = qe v +Che 5x -a + - 

© 

d\ dv 

— \ -— = x + l 

dx~ dx 

_ v A 2 

Rpta: y = c, + 6 2 6 A - c 3 6 1 - — - a 

@ 

—“4— + 4v = 4 (jc — 1) 

dx 2 dx 

2 ^ 

Rpta: y = e (c,a + c, ) + a 

© 

— + 2 — + 2y = 2(x + l) 2 
dx' dx 

Rpta: y = 6 *^(c 1 cosa + c 3 sen a) + a 2 

© 

y" '+ y" + y' + y = x 2 + 2x-2 

Rpta: y = c x e x + cos a + e 3 sen a + x“ - 4 
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© 







y" + 4y”= 8(6jc +5) Rpta: y = c, A' + c 2 + c 3 cos 2x + c 4 sen 2 a + a~ (a~ + 2) 

y* 1 * — 3y 1 * + 3y* — y = (2 + a)(2 -x) Rpta: y = e' (c { x~ + c ? a + c 3 ) + a~ + 6a + 8 


2y'' - 9y' + 4y = 18 a' - 4 a 2 
y iv -2 y"+y = x 2 -5 
y lv -3y"+2y'=6x(x-3) 


d y >/. _ __ 2 , ~ 

—f-2 — + 5v =25x 2 +12 
<£t 2 dx 


d 'y~2± = \2x-\0 


dx 2 dx 


Rpta: y = qe 2 +c 2 e 4x + 1-a 2 
Rpta: y = e x (c l x + c 2 ) + e *(c 3 a + c 4 ) + x 2 - 1 


Rpta: y = c ] + e A (c,A + c 3 ) + c 4 e +x 3 


Rpta: v - e\c l cos2a + c 2 sen2 a) + 2 + 4a + 5a‘ 


Rpta: y = c, + c 1 e 2x +2a-a 2 


2 » -21 

JZ + !!L-2y = 2x, y{ 0) = 0, /(0) = 1 Rpta: y = e x ~ - x-- 

dx- dx 2 2 

y"' + 4y'=x, v(0) = v'(0) = 0 , y'(0) = l Rpta: y = — (]-cos2jt) + x 2 

16 


y iv + 2y' ' + y = 3a + 4 , y(0) = vj(0) = 0 , y M (0) = / ,, (0) = l 


Rpta: y - (a-4)cosa-(— A + 4)sen a + 3a + 4 

y v +y"'=A Rpta: y = q + c 2 x + c 3 x 2 + c 4 e x +e 2 (c 5 cos^-a + c 6 sen— -x) + — 

2 ~ 24 

y M +2y' + 3y = 9a Rpta: y = qe x cos^2x + c 2 e~' sen >/2x + 3a-2 

y" + y' - 2y = 14x + 2 a -2a 2 Rpta: y = c,*?* + c 2 <? ' + x'-6 

y» + y = x 2 +2, y(0) = y'(0) = 2 Rpta: y = a 2 +2 sen x 
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jz ^ 

^5T) v M + y + >' = jr 4 + 4 a 3 + 12 a 2 Rpta: y = c l e~ x 2 cos~~x + c 2 e~ x/2 sen^-A + a 4 

(22) y'"-3y'' + 3y' - y = 2x 2 — 3 jt — 17 Rpta: y = (c^ + c 2 x + c^x" )e x - 2 a 2 - 9 a + 2 

^3) y-6y + 9v = 2jc 2 -a + 3 Rpta: y = (q +c 2 x)e ix + -^-a 2 + + 



y'+4y'-5y = ] 

Rpta: 

* . -5x A ~ 

y = Cje -t-c 2 e -0.2 


y"'-4y" + 5v'-2y = 2x + 3 

Rpta: 

y = (Cj + c 2 A)e* + c 3 e 2r - a - 4 

© 

y r +y'"=x i -1 

jr 5 r 3 

Rpta: y =-— + CjA‘ + c 2 a + c 3 + c 4 cosa + c 5 sen a 

© 

y"-y=3(2 -jc) , yo) = y( 0 ) 

= y*(0) = l Rpta: 

-x 3 

y - e + x 

© 

v'" — v' = X 

Rpta: 

0 

V -x 

q+c 2 e + c 3 e -y 

® 

y"-2y' + y = -2 

Rpta: 

y - (c, + c 2 A)e x - 2 


y + 9>'-9 = 0 

Rpta: 

y - c, sen 3a + c 7 cos 3a + 1 

© 

y" + y= 1 

Rpta: 

X 2 

y = Cj + c 2 a + c 3 e + — 

@ 

5y’-7v"-3 = 0 

Rpta: 

X 3* 2 

J/ = C| +C 2 A + C 3 e 5 - — 

@ 

y iv -6y"' + 6 = 0 

Rpta: 

2 6x 

y = c, +c 2 a + c 3 a + c 4 e + — 

6 


3.v" +y ,= 2 

Rpta: 

2 -y * 3 

y = C|+c 2 a + c 3 x +c 4 e J + — 

® 

y iv -2y"-2v’ + >' = l 

Rpta: v = c j 

cos a + c 2 sen a + (c 3 + c 4 x)e x - 1 
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(36) y"+2y'+2y = \ + x 

Rpta: y-e *(c, senjc + c 2 cosa) + ~ 

( 37 ) 7y”-y'= \4x 

X 

Rpta: y = q +c 2 e 7 -7a 2 -98a 

@ y_y+y = .r ; + x 

D f S 3 V3 * 3 3.V 2 

Rpta: v = Cte z cos — x + c 7 e- sen — a +— 4- -+ a 

2 2 3 2 

@ y ,, -4y'+4y = x'- 

Rpta: v = (c, +c 7 x)e 2 ' + - + — + - 
12 4 2 8 

( 40 ) y+8y=8jr 

Rpta: v = c, + c< 7 e' 8 '* + --— 

* 2 8 

(4l) y"-2y'+y = x 3 

Rpta: y = (q + c 2 A)e* + a j + 6a 2 + 18a + 24 

(42) y‘ v +y”= x 2 +x 

4 3 

„ X X 7 

Rpta: y = c, + c 2 a + c 3 cos a + c 4 sen a + — + — - a“ 


® v"-6v + 9v = x 2 -a + 3, v(0) = —, y ’(0) = —— Rpta: v = (1 -3x)e*' +- + — + - 

3 27 9 27 3 

4 1 \fi 

0) y"'-y = 2x, _y(0) = y(0) = 0, y"(0) = 2 Rpta: y = --j=e 2 sen^-x + 2x 


g) y"-4y'+4y = x Z 

Rpta: v = (q + c 2 x)e' y ' + —(2 a 2 4 4a 4 3) 

(0) y”- y' + y = x' + 6 

~ V3 V3 * 

Rpta: y = e 2 (q cos a-^-4c 2 sen a 4 a* 4 3a" 


(47) v"-> = 2-x ,y(0) = 2, y(0) = 0 (48) y"+6y'+\0y = x A +2x 2 +2 

0) y"'+3y"+3y'+y = x 4 + 4x 3 +10* 2 + 20.T + 1 
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II.- Hallar la solucion general de las ecuaciones diferenciales: 


© 

y"-ly' + \2y = -e ix 

n . 3.v 4.v 4.v 

Rpta: v = c x e +c 2 e - xe 

© 

y"-2y' + y = 2e x 

x 2 

Rpta: y = e (c l +c 2 x-h x ) 

© 

v" = xe' +y 

_ j _ t (x 2 -x)e x 

Rpta: c x e 4 -c~>e 4 - 

4 

© 

v' ' - 4y' + 4 v = xe 2x 

-v 3 7t 

Rpta: y = (q 4- c 2 x 4 - )e~ 

6 

© 

y"-6y' + 9y = e x 

3v £ v 

Rpta: v = (c, +c 7 x)e 4- 

4 

© 

y"-3y'-4y = 30e x 

M . 4.t -.v c x 

Rpta: y = c { e +c 2 e -5e 

© 

rr 

O 

m 

II 

J 

ro 

J 

Rpta: y = (c l + 6x)e 4x +c 7 e 

© 

y''-y = bce x 

Rpta: y = c } e * + e x (c 2 - 2x 4- 2x~ ) 

® 

ii 

i 

x 

Rpta: v = c,e +(c-, — k - C\ cos„v4c 4 sen v 
’ 4 

@ 

y 1 + y = 1 Oe 2a cuando x 

= 0, y = 0 a y'=0 Rpta: y = 2(<?“ v - cosjc - 2 sen x) 

© 

y" + 3 y % — lOy = 6c? 4 v 

4.v 

__ ' x -M ‘ ' 

Rpta: y-cye" +c 2 e " + — 

© 

y' ’ -r 1 0y' + 25 y = 1 4e ~ 5 ' 

n ^ -5.i 5.v 2 -5x 

Rpta: v = c } e +c?e t/.v e 

© 

y'' - y' - 6y = 20e ” 2a 

r» 3.v -2.V . -2x 

Rpta: y - c x e + c 7 e - 4xe 

© 

2y* * - 4y* - 6y = 3<? 2x 

3\ v 

Rpta: y = c\e +c 2 e —— 

© 

2y M + y'-y = 2e x 

X 

Rpta: y = c l e~*+c 2 e 2 + e x 
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(l6) y" + a~y = e x 

(n) v'' + 4 y’ + 2 v = xe~ 2x 

(l8) 6 v'' + 2 v'- v = 7x(x + l)e' 


n e 

Rpta: y - c\ cos ax 4 c 2 sen ax 4 —- 

a ~ -*-1 

Rpta: v = ^ ~eT 2x 

7 30 , 

Rpta: v — y e + (a - 3a h -)e 

* 7 


y' - 2/' 410 v' = 3xe* 


.x- 1 , 

Rpta: v = v' +- e 


X X X 


© 

v“- v'+- = *<? 2 

4 

Rpta: v = c x e 2 +c 2 e 2 4 v 

© 

6* V 

Rpta: y = C| 4(x 6 -6.x 5 4 30a* 4 -102a 3 4 360a 2 -720a4c 2 )<? 

@ 

y"-v = 2e x 

Rpta: >’= Cje" A 4c 2 e A 4xe A 

© 

y' - 4 v' + 3 v = 4e 3 ' 

Rpta: y = c t e 3x + c^e x +2xe 

@ 

y''+2y' + y = e~ 2x 

Rpta: y = (c, 4c* 2 x)e~ jr 4e"“' 

© 

3v 7 + 8 y M 1 4 6 v' 1 = (x 

3 -6a 2 4 \2x — 24)e~* 


Rpta: y = q 4 c 2 a 4 e 

— V2 72 3 

’ 3j [c^ sen-^-4c 4 cos-^ a] 4 (a - 6.x" 4*12x)e 

© 

W 2 ,V | ^^2, 

A 2 “ fifct 

Rpta: v = (c { + mc’x)e x + 2e lx 

© 

,</* . 

— - + 2 — = ixe 
±r dx 

V V 4 t 

Rpta: y = Cj4c 2 ^' 4 xe - -e 

© 

v"-2ky'+k 2 y = e\ 

^ t 

k * 1 Rpta: y = (c, 4c 2 x)e 4- - 

(A -1) - 
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29) y"-4y' + 3y = 9e 


3a 


Rpta: y-c x e 3x +c 2 e x xe 3x 


30) y" + 3y'=Zxe 


-3a 


(31) y + 5>' + 6j = 10(l-Jc)e 


-2 A 


y" + y' + y = (x + x 2 )e x Rpta: >=<r 2 (c, sen-^-x + c 2 senx) + (^- j + -^)e 


Rpta: y = c, + c 2 e 3jr -(Ap + yk 3v 


Rpta: v = c,e 3x +c 2 e 2x + (20x-5x 2 )e 2 ' 


yft >/3 . X- 2 X 1 , , 


33) y"-3y' + 2y = xe x 


© 


36) 

37) 


© 


v*' + y - 2 y = A* 2 e 4v 
v' ' - 3/ + 2>> = (x 2 4- x)e 3 x 


Rpta: y = c { e 2x +(c 2 -x-—)e x 


? 2 7 

Rpta: y = c f e x + c 2 e ~ x +-(x -x +—) 

18 18 


,3a 

Rpta: +c 2 e 2x + —(x 2 -x + 2) 


r 2x X X 

Rpta: y-c x e +c 2 xe~~ + c 3 cosx + c 4 senx +—d 


y '"-2y"'-2y' + y = e x 
y"-5y' + 6y = (1 2x-l)e~ x , y(0) = /(0) = 0 Rpta: y = e 2x -e 3x + xe~ x 


38) y"-2y’-3y = (x-2)e x 


y"-5y'+6 = (x+l) 2 e lr 


4v"-4y'+ v = (x-l)e 2 
y"-2y' + y = {x + \)e x 
42) y”' + 2y"=(4x 2 +6x-\)e 2 


X 1 

Rpta: y = c } e 3x + c 2 e~ x + (- h—)e x 

4 2 


2r u ,x 2 29 441 x _ 2jr 

Rpta: y = c,e i + c 2 e + (— +- xn - )e 

2 20 200 4000 


v 1 - 

Rpta: v = e 2 (c ] x + c 2 ) + x 2 { - )e 2 

1 1 24 8 


2 X 1 

Rpta: y = g Jr (ciX + c-,) + x (—+ — 

h 2 


Rpta: y = c x + c 2 x + c 3 e 2 +-^(x-l)^“* 
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® 

III. 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


© 


y"-4y = 6e *, y(0) = -1, >>'(0) = 0 @ y"' + y'-\Oy = 29e 4t 

y” + 4y' + 5y = \Oe~ ix , cuando x = 0, y = 0, y'=0 
Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes: 

y' + y = 3 sen 2x + x cos x 


x 5 

Rpta: y = c, cos x + sen x — cos 2x — sen 2x 
1 2 3 9 


y M + v = cos x - sen x 
y * + 9y = cos3x 

y*' 4- y - 6y = sen x. cos x 

y'+ 2y + y = sen 2x 

y'' - 4 y' + 5 y - cos x + sen x 


Rpta: y = Cj cosx + c 2 sen x + --(cosx + sen x) 


Rpta: y = c, sen 3x -f c~> cos 3x + — sen 3x 

6 


Rpta: v = c,e 2x + c,e 3a -(5sen 2x + cos2x) 

1 - 104 


i 

Rpta: y = e (q +c 2 x)~ — (3sen 2x + 4cos2x) 


„ A 2 X/ , cosx 

Rpta: y — e (Cj cosx + c 2 sen x) h- 


y* -y = sen x-2 cos* Rpta: y-c { e A +c 2 e + c 3 cosx + c 4 senx + —(cosx-i-2senx) 


d 2 y 

—z- + y = sen x 
dx~ 


_ 

Rpta: y = c, cos x + c 2 sen x-cos x 


® 4 * 


-r- + 4>’ = COS X 

dx~ 


Rpta: y = c, cos 2x + c 2 sen 2x + 


cosx 


d 4 y d 2 y 

—__2—r- + y - 5sen 2x 
dx' dx* 

d 2 v 

—rr + 9 v = 4x sen x 
dx 2 


Rpta: y = (c, + c 2 x)e x + (c 3 + c 4 x)e * + 


sen 2x 


X cos X 

Rpta: y = c, cos3x + c 3 sen3x + — sen x- 


o . -<>45oir vS-2». 12sen2x + 16cos2.v 

y +4y -2y = 8 sen 2.t Rpta: y = c l e +c 2 e - 


25 
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© 


© 

© 


22 ) 

§) 

S) 

25) 


y" + y = 4xcos x Rpta: v = Cj cos x + c 2 sen x + x 2 sen x + x cos x 

y" - 2my* + m~ y = sen(wx) Rpta: j> = (Cj + c 2 x)e" 1 + - 


2 2 

(w - w ) sen( nx) + 2/wi cos nx 


•» > 


(m‘ + /T )“ 


y" + a~y = 2cos(wx) + 3sen(rax), m*a 

2 cos( mx) + 3 sen( mx ) 


Rpta: y = c, cos(ax) + c 2 sen(ax) 


a 2 -m 2 


4v M + 8y' = xsenx 


y + y = x sen x 


Q8) j M ’-jv = senx 
@ v"+y = 2cosx, y(0)= 1, /(0) = 0 
y+4y = senx, ^(0) = y(0) = 1 
21) y' + 4 v = 4(sen 2x + cos 2x) , y(n) = y'( k) = 2 


n _2v x 7 x X I 

Rpta: y = c< + c->e ( -)senx-(— +— )cosx 

12 20 50 10 50 


X x 3 x 2 

Rpta: y — (cj +- )cosx + (c 2 +—)senx 

4 6 4 

„ V -i, y/i V3 „ 1, 

Rpta: +e ^(c 2 cos—x + e 3 —x) + —(cosx-sen) 


Rpta: y = cos x + x sen x 


Rpta: y-cos2x + -(sen 2x + sen x) 


1 


Rpta: y = 3 k cos2x + —sen 2x + x(sen 2x - cos 2x) 

y"+ 4 y = -12 sen 2x Rpta: Y = A cos 2x + B sen 2x + 3x cos 2x 

y ' + y = - 9 cos 2x , y (0) = 2 S y' (0) = 1 Rpta: y = sen x - cos x + 3 cos 2x 
y" + 2y + 2y = -2 cos 2x-4 sen2x, y(0)=l, y(0)-l Rpta: y = e~ x senx + cos2x 
y + 2 y + 2y = 2 sen 2x-4cos 2x , y (0) = 0, jy'(0) = 0 . Rpta: y~2e r senx + sen2x 


26) y + 4y + 3y = 4senx + 8cosx, y (0) = 3, >-'(0) = -l. 


Rpta: y = 3e x + 2 sen x 
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© 

y r ' + y - 2 cos * 

Rpta: y = c { sen* + c 2 cos* + * sen* 

© 

y ' - 3 y + 2y = 14 sen 2* -18 cos 2x 

Rpta: y = c,e' v + sen 2* +3cos 2* 

© 

y" + k 2 y = sen(6*), k*b 

Rpta: y = q sen(far) + c 2 cos(A*) + sen ^ A ). 

A'* — b~ 

© 

y"-ly + 6y = sen * 

n 6v t 5 sen * + 7 cos* 

Rpta: y-c,e +c ie + ?4 

© 

17 

y"+2y'+5y =——cos2* Rpta: y 

_ v _ ^ v cos 2* ^ 

= e (c, cos 2* + c 2 sen 2*)---2 sen 2* 

® 

v' + sen 2x = 0, y( k) = / ( 71 ) = 1 

_ 1 ^ sen * 

Rpta: v = - sen2* - cos* 

3 3 

© 

y M -4y' + 3y - 2cos* + 4sen* 

Rpta: y = c,e x + c 2 e 3x +cos* 

© 

y *_ y 1 + y - y - 4 sen x 

Rpta: y = c,e' v +(c 2 + *)cos* + (c 3 - *) sen * 

© 

y '+v = 2 cos .v, y(0) - 0, y(7i) - 0 

Rpta: y = (c + x) sen x 

© 

v' ’ - 4 v' + 3 v = 20 cos x 

Rpta: y = c x e* + + 2 cos* - 4 sen * 


(37) y' ' + y' - 2 v = -6(sen 2* + 3 cos 2*), y (0) = 2, y'(0) = 2 

(5$) y" + y = -60sen 4* , y (0) = 8, y'(0) = 14 

^ 9 ) y" + 4y , + 5 = 8(sen3*-3cos3*), y(0)=l, y(0) = -7. 

IV.- Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 

® cl~ v dv I. 3 % 

— ^--3— = 2e sen* Rpta: y = C]+c 7 e —sen* -cos* 

dx dx "55 

?) 4y"-5y , +v = e A (sen 2*-cos2*) Rpta: y = c,£ x +c 2 y 4 +—-(-11 sen2* + 5cos2*) 
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© 

® 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

V.- 

© 

© 


y'" + v"-2y = e v (2cos.y + a* sen jc) 

xe 1 

Rpta: y-c x e +e (c 2 cos x + c 3 sen.v) --— sen* 

y" + 4y' + 4y -e~ lx sen x Rpta: y = e~ 2x (c x x + c 2 )-e~ 2x sen.v 

2.y 

- xe 

y" + 4y' + 5y = e “ x cosx Rpta: y - e (c, cosx + c 2 senjc) + : —^—sen.v 

jV M -2y + 2 y -e x cos* Rpta: v = e x {c x cos x + c 2 sen jit) + sen x 

y'" + 4y"-\2y'=%e 2 * cos.xsenA 

Rpta: y = c [ +c 2 e 2x +c 3 e~ 6x — —e 2x (5sen 2x + 3cos2a) 


y” + 2y' + y = e x cos a* 


Rpta: y-c x e x +c 2 xe x + — (3cosa + 4sen x) 


y '' -i- 2 y + 5 v = e x sen 2a* 


xe 


Rpta: y = e x (c, cos 2 x + c 2 sen 2 a) -cos 2 x 

4 


y ~y ~ e sen x 


Rpta: y -c x +c 2 e x (sen a + cos a) 


y x ' + 2 y + y = x 2 e x cos x Rpta: y = c x e * + c 2 xe x (-x 2 cos x + 4 a sen a: + 6 cos a) 

y'’' - 3y'' + 3v '-y = e x cos 2 a* 


9 r 

Rpta: y = (q + c 2 a + c 3 a )*?'-sen lx 

8 


Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 


y” + 9y = x 2 e 3r +6 


y”+2/=3 + 4sen 2.x 


„ . 1,2 2 1 3jr 2 

Rpta: v = q cos3 a + c 2 sen 3 jc +— (a —x + -)e + — 

18 3 9 3 


2 X 3jc sen2.v cos 2* 
Rpta: y = c,+c 2 e + —-- 


2 


2 
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® y" + 4v = x 2 +3e x , y (0) = 0, v'(0) = 2 


7 . 19 „ x 2 1 3 


Rpta: v = —sen 2*- cos2a+ : - + — e 

10 40 4 8 5 


© 

© 

© 

© 

© 

® 


© 


y"-2 y'+y = xe x + 4 , y (0) = y'(0) = 1 Rpta: y = 4xe x -3e x +—e x +4 

6 

2y ,, -f3v'+v = x 2 + 3sen a Rpta: y = c>e~ x +c 0 e 2 + (x 2 - 6 jc + 14)- —sen*- — cosa 

• " 10 10 

(l 2 „ yj 3 ~ y/j \ sen 2a 3cos2a 

y +y +y = sen a Rpta:y = c,e "cos —x \ c^e - sen — a- -+- 

2 “ 2 2 13 26 

. . « _„•» Vl5 ; J\5 e' e~ x 

y +y+y = 2 senhA Rpta: y = c t e "cos —^—x + c 2 e - sen—— a + —-— 


y"-y-2 v = cosh 2x 


,, .ve 2 * e' 2 ' v 

Rpta: y = c,e + c 2 ^ +-+- 

6 S 


xe 


x - x 


y M +2y'+5y = e x (2x + sen 2 a) 

Rpta: y - e~ x (c, cos 2x + c 2 sen 2 a) - ——.cos 2 a + — e~ 

4 2 

A* 4 7 X 2 

y v -y' v = Ae* -1 Rpta: v = —+ c,a 3 + c 2 v2 + C 3 * + C 4 + 4a + c 5 )e' 


2k 


y*' 9 -4 y r — xe + sen x + x 


n Xx -2\ COS X X X e~ 2 ^ V 

Rpta: y = c,+c>e + c,e + - 1 - (2a -3a) 

H 1 ~ 3 5 12 8 2 


12) y M +2 y'+2y = e cos a + xe 


X , 


Rpta : y = —e~ x sen a + xe T + e r (t , cos a + c 2 sen a) 
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13) y" + 2 y m + 2 y"+ 2 v'+ y = +^- 


x\ _ X 

Rpta: y=(- )e x + (C) + c 2 x)e x + (c 3 --Jcos.v + c 4 sen* 

8 4 8 


, 2 V 2 „ JC 2 ^ v e 

y +v = cos x + e +x Rpta: y = c l +c 2 e + (- x + 2*) +— + 


e x sen* cos 2* 


2 20 10 


v l + 4 v M, = e x + 3 sen 2x + 1 


jc 3 3* 


Rpta: y = q + c 2 * + c 2 x~ + c 4 cos 2x + c s sen 2* + — + — + — sen lx 


y M -y' = x 2 - e x 4- e x 


x > 7 

Rpta: y = c x +c 2 e x + — - x + 2x + xe x + 


(n) y #, -3y f = 1 + e l + cos* + sen* 


Rpta: y = q+c 2 e r --—— + 


2r x e x cos* -2 sen* 


18) y M -4y' = 4* + sen * + sen 2* 

1 cos 2* 

Rpta: y = (c, +c 2 x)e x + *+1 -i-(4cos* + 3sen*) + -—— 

25 8 


y"-4y’+5y = 1 + cos" * + e~ 


^ v ? v 3 cos 2* 4 sen 2* 

Rpta: v = (Ci cos* + c 7 sen* +1 )p~ +- 1 - - - 

10 130 65 


20) y' ' '-2y + 4y = e ' cos * + * + sen 2* 

-7 \ 7 

Rpta: y = c t e x +(c 2 cos * + c 3 sen *)<? r + -(2*~ + 2* + l) + 

8 


+ — (sen 2* + 3cos 2*) +——(3 sen* -cos*) 
40 20 


_ _ 2 3* sen 2* cos 2* 

Rpta: v = Cj + c 2 e H—- 


y"+2y' = 3 + 4sen 2* 


2 


2 


I * 
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22) y'-2y'+y = xe x + 4, y(0) = 1, v' (0) = 1 


Rpta: y = 4xe x -3e x +^- + 4 


23) 2y' '+3y'+y = .r + 3 sen x 


Rpta: y = c,e x +c 2 xe x + — ( 3cosx + 4senx) 


24) y”-8y’+l 5y = (15a^ + 14A + l) + e A 


Rpta: y = c,e 3 *' + c 2 e Sx + ( x + 1) + — 

8 


2 -2-y 

y"'+4y'+4y = e~ 2x +&(x + \) Rpta: y = c, + e~ 2x (c 2 x + c 3 ) + A' 2 - —— 

4 


26) y lv 12a* -24 a + e _A 

Rpta: y = q +c 2 a* + ^ 2 [c 3 cos^-a + c 4 sen — a] + (a 4 -12a 2 ) + -^- 


27) y iv -8y"+16y = Asenh a(2a) 

Rpta: v = e 2x (c i x + c 2 ) + e‘ 2 x (c 3 * + ^ ~ ^ ^ 192 + 128* 


28) /"-/=(*+**) 


x \ 2 


t' A' A 

Rpta: y = Cj+c 2 e A + c 3 e~ A H -a( — + 2)+—(A-3)e A 

6 3 2 


29) y "+y’+y+y = Acosh(-A) 

<? A A 

Rpta: y = qe -T + c 2 cosa + c 3 sen ah -(a-3/2) + — (A + 2)e 

8 8 


30) y ,M +2y M + y’= sen a +2 cos 2 a 


VI. 

© 

© 


_ r v sen a 1 x 

Rpta: y = C\+e (c 2 a + c 3 )---— . (3 sen 2a + 4 cos 2a) 

Dar la forma de la solution particular de las siguientes ecuaciones diferenciales 


y"-4y'=x 2 e 2x 


y’ ' + 9y = cos 2 a 


Rpta: y p = xe 2x (Ax 2 + Bx + C) 

Rpta: y = .4 cos 2a + 5 sen 2a 
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(V) y*-4y + 4y = sen2x + e 2 * Rpta: v.. = A cos2x + Z?sen 2x + cx 2 e 2x 

(^5) y"+ 2/+ 2y = e x sen x Rpta: y p = £ A (/4cosx + 5senx) 

0 y "-5y' + 6y = (x 2 +l)e x +xe 2 ' Rpta: y p =e'(Ax 2 + Bx + C) + xe 2x (Dx + E) 

v" - 2/ + 5 v = xe x coslx-jr’e* sen2jr 

Rpta: y p = xe*[(Ax 2 + Bx + C) cos 2x + (Dx 2 + Ex + F)sen2x] 

© y' + 3y'= 2x 4 + x 2 e~ 3x + sen3x 

Rpta: v f , = x(A\X 4 + A 2 x 3 + A 3 x 2 + A 4 x+ A 5 )-hx(B l x 2 + B 2 x + B 2 )e~ 3x + D sen 3x + E cos3x 

y' + .V = *(l+senx) Rpta: =/4]X ++^2 ) sen * + + ^2 ) cos * 

(9) y ' + 5y + 6y = e x cos2x + e 2i (3x + 4)sen x 

Rpta: y = e x (A cos 2x + B sen 2x) + (D! + D 2 x)e 2x senx + (£,x + E 2 )e 2x cosx 

(10) y’ + 2y' + 2y = 3e~ x +2e~ x cosx + 4e _jr x 2 senx 

Rpta: y p = Ae~ x +x{B x x 2 + ^ 2 x + B^ )e~ x cosx + x(C,x 2 +C 2 x + C$)e~ x senx 

© y' + 3y + 2y = e x (x 2 + 1) sen 2x + 3e' cos x + 4e 1 

Rpta: y p = (/^x 2 + A 2 x + A 3 )e x sen2x + (#ix 2 + B 2 x + B^)e x cos2x + 

+ e 3A (D cos x + £ sen x) 4- Fe x 

^12) y' + 4y= x 2 sen 2x + (6x + 7)cos2x 

Rpta: y = x(A x x 2 + A 2 x + )sen 2x + (£[X 2 + Z? 2 * + Z? 3 )cos 2x 

(l3) y *-4y+ 4_y = 2x 2 + Axe~ x -t-xsen 2x 

Rpta: y p = A { x 2 +A 2 x+A 3 + x 2 (B x x + B 2 )e 2x +(CjX + C 2 )sen 2x + (D,x+ D 2 )cos2x 
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y" + 2y' + 2y = x 2 -3xe 2x cos5x 



y"'-3y'-2y = e x (\+xe x ) 



y ,v + 5y + 4y = 2 cos x 


@ 


y ' - 4 y + 8y = e 2x (1 + sen 2x) 



y'"-y' + y = 2(x + 2<T x ) 


@ 


y n ' + 3y"-4y = 9xe 2x +4x 


5.5. METODO DE VARIACION DE PARAMETRO.- 


Consideremos una ecuacion diferencial no homogenea de coeficientes constante de tercer 
orden. 



...( 1 ) 


donde a x , a 2 , son constantes y f (x) es una funcion solo de x 6 constante. 
Suponiendo que la solucion general de la ecuacion diferencial homogenea es: 

y g =c x y\ + c 2 y 2 + c 3 y 3 
Luego la solucion particular de la ecuacion (1) es: 

y p = + “2^2 + 

donde u x , u 2 , w 3 son funciones incognitas que satisfacen a las condiciones siguientes. 


“Ij’l + M^ 2 +M^3 = 0 

u \y\ +u 2 y\ + “ 3^3 = ° 

+u 2y il 2 +u 3>’3 = /(*) 


... ( 2 ) 


La ecuacion (2) es un sistema de ecuaciones en u x , u 2 9 W 3 , el metodo consiste en: 


ro 


Escribir la solucion general de la ecuacion diferencial homogenea. 


y g =c i>’, +c 2 y 2 +c } y 3 
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2 d0 Reemplazar C],c 2 ,c 3 por las funciones incognitas u l ,u 2 ,u 3 obteniendo la 
solucion particular de la ecuacion (1). 

y P = u \yi + u 2 y 2 + w 3> , 3 

3 ro Formar el sistema bajo las condiciones de la ecuacion (2). 

4 10 Por medio de integracion obtenemos zq ,u 2 y u 3 . 
a) Ejemplos.- Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes: 



d 2 y 

—y + y - cos ec x 
dx~ 

Solucion 


Hallaremos la solucion general de la ecuacion homogenea para esto se tiene: 
p(r) = r " +1 = 0 => /*[=/, r 2 — —i de donde y g = c x cos x + c 2 sen x 


la solucion particular de la ecuacion diferencial es: y p = w, cos x + u 2 sen x , tal que 


cos x + u 2 sen x = 0 

I w, sen x + u 2 cos x = cos ec x ; de donde 


0 

sen x 

cos ecx 

cos X 

cos X 

sen x 

- sen x 

cos X 


* 4 , = -* 


u 2 - 


cosx 0 
- sen x cos ecx 
cos x sen x 
- sen x cos jc 


-c tg X 


= C tg X 


w 2 = ln(sen x) 


y ^ = -x cos x + sen x. ln(sen x) 


La solucion general de la ecuacion diferencial es: 
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© 


y = y 9 + y p = c, cos x + c 2 sen x-x cos x + sen x. ln(sen x) 

y = c { cos x + c 2 sen x-x cos x + sen x. ln(sen x) 


y" + 4y = 4 sec x 


Solucion 


Hallaremos la solucion general de la ecuacion diferencial homogenea, para esto se tiene: 
P(r) = r 2 + 4 = 0 r } - 2/, r 2 = -2/ por lo tanto = Cj cos 2x + c 2 sen 2x 

la solucion particular de la ecuacion diferencial es: y } = u t cos 2x + u 2 sen 2x, tal que 


Mj cos 2x + u 2 sen 2x = 0 
2z/, sen 2x + 2 u 2 cos 2x = 4 sec 2 x 


reemplazando el sistema (a) se tiene: 


(a) 


u } = 


0 sen 2x 
4 sec" x 2 cos 2x 


cos 2x 

sen 2x 

-2 sen 2x 

2 cos 2x 

cos 2x 

0 

-2 sen 2x 

4 sec 2 x 

cos 2x 

sen 2x 

-2 sen 2x 

2 cos 2x 


-4 sec x sen 2x * 2 ~ 

- = -2sec~ x.sen 2x 


Hi - 4Ln(cosx) 


4 sec x.cos 2x 


u 2 = 2sec’x(cos'x-sen x) = 2-2tg x => n 2 =4x-2tgx 
Como y p - u { cos x + u 2 sen 2x, al reemplazar se tiene: 

y f = 4 cos 2x. ln(cos x) + (4x - 2 tg x) sen 2x 


Luego la solucion general de la ecuacion diferencial dada es: y = y g + y p 
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+ y = sec 2 x 
dx 

Solucion 

Hallaremos la solucion general de la ecuacion diferencial homogenea, para esto se tiene: 
P(r) = r~ +1=0 => t\ ~ i , r 2 = -i ; de donde y g = q cosx + c 2 sen x 


la solucion particular de la ecuacion diferencial es y p = w, cosx + w 2 sen x , donde 
Ml ,m 2 son funciones incognitas, que cumplen la condicion siguiente: 


I ii\ cos x + u 2 sen x = 0 

sen x + m 2 cos x = sec* x 


resolviendo el sistema (a) se tiene: 


0 

sen x 

sec 2 x 

cosx 

cosx 

sen x 

- sen x 

cos X 


tg x. sec x 


u : =-secx 


M ? 


cos x 0 
— sen x sec* x 


= secx 


cos x sen x 
- sen x cos x 


u 2 = ln(secx + tgx) 


... (a) 



Como y = u ] cos * + u 2 sen x reemplazando se tiene: y p = -1 + sen x In | sec x + tg x \ 
y la solucion general de la ecuacion diferencial es: y = y + y ( 
d 2 y 

- r* + y = cos ecx.c tg X 

dx * 

Solucion 


Hallaremos la solucion general de la ecuacion diferencial homogenea, para esto se tiene: 
P(r) = r 2 +1 = 0 => r, =/,r 2 =-/. Por lo tanto y , = c ] cosx + c 2 sen x 
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la solucion particular de la ecuacion diferencial es y p = u l cos a + u 2 sen a , donde 
u ] , u 2 son funciones incognitas, que cumplen la condicion siguiente: 

\ut cosjc + w 7 senA = 0 

. 2 ~ (a) 

[ -i/j sen X + « 2 cos a = cos ecx.c tg x 

resolviendo el sistema (a) se tiene: 


u. 



0 

sen a 

cos ecxc tg a cos a 


COS A 

sen a 



- sen a 

COS A 



= -c tgA u } - - ln(sen x) 


COS A 

0 


- sen a cos ecx.c tg a 


COS A 

sen a 



- sen a 

COS A 



u 2 = -c tg .v - .V 


Luego y p - -cos a. In | sen x \ -(ctg.r + a) sen x y la solucion general de la ecuacion 
diferencial es: y - y g + y p 


b. EJERCICIOS PROPUESTOS. 


© 


I 

d y 

—- + y = c tg x 
dx 2 


Rpta: y = c ] cos x + c 2 sen x - sen x. In | cos ec x - c tg x \ 


© 



+ v = sec a 


Rpta: v - c } cos a + c 2 sen x + a sen x + cos x. In | cos a | 


© 

© 

c 


dx~ 


— + 4y = 4c tg 2a Rpta: y = c { sen 2a + c 2 cos 2a + sen 2a. In | cos ec2x - c tg 2a | 


y n +2y'+2y = e ' secx 


a , a -2 -2x 

v r4 y +4 y = x e 


Rpta: y = e x (c ] +A)senA-fe x [c 2 + ln(cos a)]cos a 
Rpta: y = e~ 2x [c x -l+c 2 ^-ln a] 
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© 

© 

© 

© 



© 

© 

© 



y"+y = tg x 


Rpta: y - y g + sen x. In |sec x +' tg x| - SCn - 1 

2 COS X 


y +y = sec x.cscx 


Rpta: y = y - sen x. ln(csc 2x - c tg 2x) 


y"-2y'+y = e 2x (e x + l)' 2 


Rpta: y = y„+e x ln(l + e x ) 




y3y '+ 2y = - 


1 + e 


2 * 


_2jt 


Rpta: y= v +e x arctg(e Y )-ln(l + e "~ x ) 

' * 2 


y +y - sec x 


Rpta: y = y + 


secx 




/'+>> = tg* 


Rpta: >> = y - cos x. ln(sec x + tg x) 


2x 


y' '-y = e sen(e ) 


Rpta: y = y s - sene x — e* cose v 


y"-3y'+2y - cos(e x ) 


Rpta: y = y -e 2x cos(e ') 


9y"+y = sec(—) 


XX XX 

Rpta: y = [c } + y] sen y + [c 2 + ln(cos —)] cos y 


y"—y = sen" x 


Rpta: y-c x e +c 2 e - 


2 sen* x 


5 5 


yy = x 2 e 2 


Rpta: y = C)e + c 2 e x +e 2 


y"-2y'+2y = 3x + e tgx 


3x 


Rpta: y = (c x senx + [c 2 -ln(secx + tgx)]cos x)e ~ — + 


y +y = x cos x 


X* x 

Rpta: y-{c x + —)senx + (c 2 +—)cosx 

4 4 


y"'-ly'-6y = 26e cosx 


Rpta: y-c x e' x +(c 2 + 2senx + 3cosx)e 2x +c 3 e 3x 


u | U) 
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© 

y"+3y'+2y = sen(e') 

y”+4y = sec2x Rpta: y 

Rpta: = c,e~ l + (c 2 +sen )e 2x 

= A cos 2 x + B sen 2a + C ° S . ln( cos 2x) + — sen 2jt 

4 2 

© 

v"+2 y'+y = e * ln(jc) 


Rpta: y = (c, +c 2 x)e~* +x 2 e '(^ln(jr)-^) 

© 

y "+ 4y '+ 4y = —— 


n -2x -2a -2x , -2. 

Rpta: y = c x e + c 2 xe -e \nx-e 


y"-2y'+y = -e x sen a 


Rpta: y = (c ] +c 2 x)e ' -cosA.e* 

© 

y"-4y'+4y = (3,v 2 + 2)e* 

Rpta: 

y = c 1 6 , “ x + + ( 3 *“ + \ 2x + 20)e ' 

© 

y_y_y+_j, = 4-te* 

Rpta: 

y = c, + (c, + c,x)e' + -)e* 

' 1 2 3 3 2 2 4 

© 

y'"-y' = sen x 


COS A' 

Rpta: y = c } + c 2 e + c 3 e + 

@ 

/"-3y”-/+3y = \ + e x 

Rpta: 

y = c,e’ +c 2 e- J +c 3 e 3 ' -je -3 * 


y"'-2y"= 4(x + 1) 

Rpta: 

7 , ,* 3 3 , 3 3 X 

y = c,+c 2 Ar + c 3 e- —(— —^ +-*+-) 

© 

y'"-3y’-2y = 9e~ x 


3 2 

Rpta: j = c)e~ x +c 2 xe~ x +c 3 e 2x —— e 

© 

y n, -7y'+6y = 2 sen a 

Rpta: 

c x e x +c 2 e 2x +c 3 e~ ix +~r (4 cos a + 3 sen a) 

© 

y' ' '-y' = sen a 


COS A 

Rpta: y = c 1 +c 2 e + c i e + 
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@ 

y '-5y'+6y = 2e' 


Rpta: y = y* +e 


y'-y'-2y = 2 <r r 


n 2 x _ M 

Rpta: y = y g - — e 

© 

y l ' 4 - 4 y - 3 esc 2x , 0 < x < 


3 3 

Rpta: y = y + — sen 2x. ln(sen 2x) — x cos 2x 
* 4 2 


e u 

V +4v'+4v = ——, x > 0 

x' 


p. - 2 .v - 2 .t ~2x . - 2 jc 

Rpta: y — c x e + c^xe - e mx-e 

® 

y"+2y'+y = 3e' ’ 


_ 3jc“ 

Rpta: y ^ e 

© 

X 


2 

Rpta: y = A + Be' +ce - — 


y"-2y'+y = x~ +1 


Rpta: y = e x (c\X + c 2 ) + (x* + Ax + 7) 


y"-4y'+4y = e'' + e~ 2 * 


e" 2 ’ jc 2 

Rpta: y = e 2x (qx + c 2 ) + — + —g 2K 

© 

y'"-2y"-3y'= 9(x + 1) 


Rpta: v = c } +c 2 e 3jI + c 3 e x -^(3x + 2) 

© 

y'"+2y"-y'= cosh(x) 


Rpta: v = c,e x + c 2 e Y + 2 * + — e x — —£ 

F 2 3 12 4 

@ 

y '-8 v'+ 1 2y — Ax senh 2x 

Rpta: 

y = c x e lx +c 2 e bx — — (2jc + 1)—— ( 8 x + 3)e 2x 

1 2 8 128 

@ 

y'"+y"-y'—y = senh.v 

Rpta: 

Jt - .v * , 

V = Cje v +c 2 e x + c 3 xe * + — +— £ 

8 8 

@ 

y+5/+6.v = (x + l) 


Rpta: ^ = qe 2x + c 2 e 3 * —(1 8 jc 2 +6x + 7) 

1.8 
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( 47 ) v M + 5y + 6>’ = (jr + ]) J 

Rpta: y-c,e 2x +c-,e 3 ' —— (18.v 2 +6.V + 7) 

1.8 

(48) y" +4 y'-5y = 12 cosh x 

Rpta: y - c x e s + c 2 e~ 5 ' +xe x - — e~ x 

(49) y'"-2y ,, -y'+2y = (x + l) 2 

Rpta: y = c l e x + c 2 e x +c 3 e 2 ' + — (2x 2 +6x + 9) 

4 

® y" + 2y-y-2y = e * +e -** 

Rpta: y = e x + c 2 e ' + c 3 e 3a + — e x + — e 

8 8 

© y ,, '-3y" + 3y , -y = e x +1 

„ , rV 

Rpta: y-c x e 4- c?xe r + c 3 x~e + - 

6 


(52) y" + 2y ? +2y = sen 2 jc + cos2jc , y(0) = 0, >’’(0) = 


Rpta: y = 

, 3 11 sen 2x 3 

= e + (—cosx-i-sen*) +-cos 2 x 

10 10 10 10 

® y"-y'-2y = e i \ y(0 )=l, /( 0 ) = 

-a 2.x lx 

_ ^ e 2e e 

= 2 Rpta: v =-+- 1 - 

12 3 4 

® y" +2y'-3y = \ + xe* 

Rpta: y = y g + -^(2x 2 -x)e x —j 

(g) y' 1 + 4 y — 3.r cos 2x 

Rpta: y = y x + Ax cos 2x + Bx sen 2x 

(56) y"+y' — 2y — 2x - 40cos lx 

X -2a * 

Rpta: y = c } e +c 2 e - — cosx 

© y" + 3y' + 2y = \ + 3x + x 2 

_ _ T _ 2 v X’ 

Rpta: y = c^e +c 2 e ' + — 

© y" , +y"-4y'-4y = 3e mx -4x-6 

Rpta: y = c l e 2x +c 2 e 2x + (c 3 -x)e ' +x+ - 
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5.6. ECUACIONES DIFERENCIALES DE EULER.- 

Las ecuaciones diferenciales de Euler son de la forma: 


n d y 

a„x -h a x 

dx n 


d"~ l y dy 

—— + ... + a l x — + a 0 y = 0 
dx dx 


... (a) 


donde a 0 ,a { , a 2 son constantes. 

Para resolver la ecuacion diferencial (a) se transforma a una ecuacion diferencial 
homogenea de coeficientes constantes, mediante la sustitucion. 


x-e 


t = In x, ademas 


dx 

~dt 


- e 


dy 

tambien — = ■— = e~‘ — de donde 
dt ax dt 

dt 


'dy _ e - t dy 
dt dt 


d~y _ dy* _ dy'/ dt _ dy' _ , d ^ (fy 
dx 2 dx dxldt dt dt dt 


— = e '{e~* — + e~‘ —) de donde 
dx 2 dt dt l 


d y - 2 t.d y dy 

dx 2 dt 2 dt 


en la misma forma se hace los calculos si la ecuacion diferencial es de orden 3, 4, etc. 
Tambien son ecuaciones diferenciales de Euler las ecuaciones de la forma siguiente: 


a n (ax + b) n + a„_ { (ax + b) n ~ l - - + ....+a x (ax + b)^-+a 0 y » 0 

dx* dx m ~ l dx 


(P) 


Para obtener la solucion de la ecuacion diferencial (P) se transforma en fonna similar al 
caso anterior mediante la sustitucion: 


ax + b = e : => t = In (ax + b). Ademas — = — 

dt a 
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dy 

dt 


dy 

dj_ 

dx 

dt 


= ae 


dy 

dt 


de donde se tiene 


dy dy 

— = ae — 
dt dt 


, dy'_ 

d'y _ dy' dt -t dy' d , dy dy , d 2 y 

dx* dx dx dt dt dt dt dr 

dt 


de donde: 


d y . . 2 ,-it f d_z dy\ 

dx 2 v dt l dt 1 


Las ecuaciones diferenciales no homogeneas de Euler son de la forma: 



(7) 


donde m es el grado de P m (ln(jc)) 

Para resolver la ecuacion diferencial (y) se transforma en forma similar a los casos 
anteriores. 


a. Ejemplos.- Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes: 



2 d 2 y 


dy 

+ x--y = 0 
dx* dx 


Solucion 


Sea x — e l 


==> 


dy 

t ~ lnx, ademas — = i 
dx 



^y =e -2t { dy.± 

dx 2 dt 2 dt 


reemplazando en la ecuacion diferencial. 


e 


21 


l-d'v dv , , 

.e (— r--j-) + e e 
dt dt 


dy 

- y = 0 , simplificando 

dt 


d 2 y 


dt 2 


- y = 0 , ecuacion diferencial homogenea de coeficientes constantes. 
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Sea P(r) = r~ — 1=0 => /*, ^ 1, r 2 = -1 


Luego la solucion es y(t) = c l e +c 2 e , de donde y = c x x + — 


(?) (.t + 2)V’ + 3(jt + 2)/-3v = 0 


Solucion 


- ^ y ' dy -t dy d^ V _2 f,d 2 V dv x 

Sea x+2 = e => t = In (x + 2) ademas: — = e — ; —— - e ~ (— -—) 

dx dt dt 2 dt 2 dt 

Reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene: 


2 / -u d~ v d\\ . , mt dy . 

*■■<—T—r)*.V £ — - 3r = O 

dt‘ dt dt 


d~ v dy 

de donde al simplificar se tiene: —~ + 2— - 3v = 0 , que es una ecuacion diferencial 

dt dx 

homogenea de coeficientes constantes: 

Sea P(r) = r 2 + 2r - 3 = 0 , de donde: r, = -3 , r 2 - I 


© 


Luego la solucion es: y(t) = +c 2 e* 

x 2 y n + xy' + y = jr(6 - In jr) 

Solucion 


y 22 


(x + 2) 


j + c 2 (x + 2) 


c ^ , - , * ■ . dy , dy d y - 2 t,d A y dy 

Sea x - e => t = In (x) ademas: — = e —: — — = <? (— --) 

1 dt 2 dt 


dx dt dt 2 
Reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene: 


e 2t .e —) + e l .e ' — + y = e t (6-t), al simplificar se tiene: 

dt 2 dt dt 

d 2 

—^ + y = (6 -t)e , ecuacion diferencial no homogenea de coeficientes constantes: 
dt 2 
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Sea P(r) = r 2 +1 = 0, de donde: r x - i , r 2 = -i 
Luego la solucion complementary es: 
y g = C\ cos t + c 2 sen t y la solucion particular es: 
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y =(At J ^B)e I => y = Ae* +(At + B)e r => y - 2Ae ( +(At + B)e f 


como —^ + y = (6~0e' entonces 2Ae* + 2(At + B)e* + (At + B)e l - (6-t)e* 
dr 


2At + 2A + 2B = 6-t => A = B= - 

2 2 


Luego Vy — + y , y la solucion general es: >>(/) = + y p - c } cos/ + c 2 sen t - + — 


y - c x cos(Inx) + c 2 sen(ln *)-—(In a-7) 


@ (2.v+i)V"+2(2A + i)y+y=o 


Solucion 


Sea 2x + l=<?' => t = In (2x + 1), ademas: — = 2<? ' — ; —y = 4e 2t (—j- - -y) 

dx dt dx* dr dt 

Reemplazando en la ecuacion diferencial dada: 

f 8 e J '(^ - 3^ + 1% + 2,' Ae - % + 2„" & , 0 

A 1 ,rr * <* ! <* tli 


. ', 4 . 3 ^ ♦ 2 ^ 1 * V - -]. 2 .- * -1 

d / 3 c // 2 dr dt dt 


,,d*v -d'~y -d\\ ,,d 2 y dy. dv .d'y </\v ,rfr . 

4{—r 3—y'2--] + 4(—f—= 0 4—f-8-*5— = 0 

dt dt dt df dt dt dt dt 1 dt 
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Sea P(r) = 4r 3 -8r 2 + 5r - 0 , de donde: r, =0, r 2 = 1 + —, r 3 =l- — 


© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

to) 


y la solucion general de esta ecuacion es: y(t) - c x + c 2 e' cos ^ + eye' sen ^ 

ln(2x + lV _ ln(2x + l) 

/. y = c } + c 2 (2x + l)cos(-) + c 3 (2x + l)sen(-) 


EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


Resolver los siguientes ejercicios: 
x 2 y"+2xy'-2y = 0 
x : y' '+x/+9>> = 0 

4x 2 _y"-8xy'+9v = 0 
x 2 y"-1xy'+l y = 0 


Rpta: y = C[ | x | +c 2 | x | 2 

Rpta: y -Cj sen(3 In | x |) + c 2 cos(31n | x |) 
3 3 

Rpta: j/ = c,x 2 + c 2 x 2 In x 

Rpta: _y = c,x 2 cos ^3 lnx + c 2 x 2 sen>/3 Inx 


x 2 y"+xy'-p 2 y = 0, p es una constante. Rpta: y = C| | x | p +c 2 I x | p , p * 0 
x 3 y ,M -2x 2 y-17xy'-7>> = 0 Rpta: =| x | _1 (c, + c 2 In | x |) + c 3 | x | 7 


x 3 v ,M 44x 2 y'-2v = 0 


2x 2 y’+xy^ = o 


x 3 y ,M -3x 2 y+6xy-6y = 0 


x* y"+lxy'+y =■ 0 


Rpta: y = q | x | 1 +c 2 | x +c 3 | x 


-V2 


Rpta: >^ = C|X + 


c > 


i 

Rpta: y = CjX +c 2 x“+c 3 x 


Rpta: _y = — (c,+c 2 In | x | 


i V23 23 

Rpta: >> = — [Ci cos(— — ln(x)) + c 2 sen(-ln(x))] 

Vx 2 2 


x 2 /'+2x/+6>’ = 0 










316 


Eduardo Espinoza Ramos 


© 

xy’ '+/ = 0 

Rpta: y = C]+c 2 In | x | 

@ 

(2x + 1) ; y"—2(2x + 1 )/ + 4y = 0 

Rpta: y = Cj (2x +1) + c 2 (2x + 1) ln(2x +1) 

© 

x 2 y'"-3xy”+3y'= 0 

Rpta: y = c x + c 2 x 2 +c 3 x 4 

@ 

(jc + l)V"-12y=0 

C*y c 

Rpta: y = c* +- £ —7- + Ci(a* +1) 

(A + l) 2 - 

© 

o 

II 

.♦ 

n * C \ C *> 

Rpta: y = - L + -- 

•t A* 

© 

1 V 

>' , +4=o 

Jf A 

Rpta: ^ = x(c, lnx + c 2 ) 

© 

>“+-yV-l>=0 

Rpta: >> = ~V[c, cos(ln(x)) + c 2 sen(ln(x))] 

.t ’ 

© 

3 y 

9v n +-y'+^ T = 0 

X X~ 

I 

Rpta: y — x 3 (q lnx + c 2 ) 

© 

M 4 , 3 

y H— y H— -y = 0 
x x~ 

vs vs 

Rpta: y = x 2 [c ( cos(— — ln(x)) + c 2 sen(- — ln(x))] 

© 

4 8 y v 

x X X 3 

Rpta: y = c x x 1 +c 2 cos(ln x) + c 3 sen(ln x) 

© 

v - + ‘z!»£ + 4 = o 

* * X 

Rpta: y = c x x + x (c 2 lnx + c 3 ) 

@ 

v .» + 4_4 =0 

X“ JC J 

Rpta: y = x[c } (ln(x)) “ + c 2 ln(x) + c 3 ] 

@ 

3 v " v * y 

.y ,T, +- + ^ + ^- = 0 Rpta: 

x X * X 

y = qx 1 +x^[c 1 eos(^-lnx) + c 2 sen(^lnx)] 
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25 ) v"+—— v '+——jy - o 

■ x-l (x-\) 2 


Rpta: = (x — 1) “ [cj ln(jc — 1) + c 2 1 


26) }>"+—— + —= 0 Rpta: y = x 3 [c. cos(>/3 ln(jr-2) + c 2 sen(V3 ln(A -2))] 

* 2 (x-2 Y 


27) 4v"+- r = 0 

ix-ay 


Rpta: y = -Jx-a [c, ln(x-a) + c 2 ] 


28 ) +*- -^ = 0 

x + a (x + af 


Rpta: y — c, (jc + a) 4 + c 2 (x + a) 


-2 


„ 3>>" 

y m + 


x + a (jc + a) 2 (x + a) 3 


= 0 


@ 

® 


3 3 

Rpta: y = c^x + a) + (x + a) 2 [c 2 cos(— ln(x + a)) + c 3 sen(— ln(x + cz))] 


x~ y" - xy' + y = 2x 

x 2 y" + 4xy' + 2y = 2 In or 

2 „ , _ 16 In jc 

jc y -xy -3y =- 


Rpta: y - x[c x +c 2 ln(x) + c 3 In (jc)] 


Ci C) 3 

Rpta: y = — + —+ + Lnx — 
xx 2 


1 4 o 

Rpta: y = —(q + c 2 x + ln(x) + 21n“(x)) 
x 


x 2 y" + xy' + 9y = sen(ln x 3 ) 


Rpta: y-y (ln(x))cos(lnx 3 ) 
s 6 


34) x y" + 4 x~ y" + xy' + y = x 


Rpta: y = y g + - 


35) x 2 y" ' + 4xy + 2y = 2 In 2 x + 12x 


Rpta: y = — + ~y + In 2 x-3lnx + 2x + 7 
x jc 2 
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x 2 y"-2xy'+2y = x 2 - 2x + 2 

Rpta: 

2 dy dy . 

x -~- + x—-y = 0 
dx 2 dx 

Rpta: 

d 2 y 2 dy 2y 
—f—-j- + -T = *ln(x) 
dx~ x dx X ‘ 

Rpta: 

x 2 y''-2xy'+2y = 0 

Rpta: 

x 2 y"-6y = 0 

Rpta: 

*V+- = 0 

4 

Rpta: 

x 2 y"-xy' + y = 0 

Rpta: 


x 2 y"-4xy' + 4y = 0 , y(l) = 4, /(1) = 13 
x 2 y''~3xy'+3y = 0, y (1) = 0, /(l) = -2 
x 2 y , -3xy + 4 i y = 0, y (1) = 1, y(i) = 3 

jcV" + jrV'-2jcy , + 2y = 0 Rpta: 


j> = CjY + c 2 y 2 + 1 + (y 2 + 2y) In.r 
c 2 

y = CiY+ — 

X 

r 3 lv 3 

y = qx + c 2 y 2 + — (ln( y)) —— 

j> = c,y + c 2 y 2 
y = CjX 3 + c 2 y 2 

v = (c, + c 2 ln(x))V* 

^=[^1 +c 2 ln(x)].v 

Rpta: = jc -h 3a' 4 

Rpta: y — y — x 3 

Rpta: y = (1 + ln(x))x 2 

c, 2 

y = — 4- c 2 x + c 3 y 
y 


2 </ z y . A 
x —- + 3x— + v = 0 

Rpta: 

y = (cj + c 2 In y)— 

dx- dx 


Y 


Rpta: 

2 c 2 
y = CjY +-*- 

Y* 


Y 

.v 2 y-4xy+6>' = x 

Rpta: 

3 2 * 

J> = C|Y +c 2 Y + — 

(l + x) 2 y’+3(l + xXv'+4y = (l + x) J 

Rpta: 

= (y + 1) 2 [c 1 + c 2 Tii(y + 1)] + (y + 1) 
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(52) 

® 

(54) 


© 

(56) 


a~ v"+ xy' + 4y — 0 


A- 2 v ,? +4jcy + 2j = 0 


Rpta: v - c { cos(2 ln(x) + c 2 sen(2 + ln(A)) 


Rpta: v =C;JC 1 + c 2 a 2 


(x-1)V' + 8(jc-1)/ + 12v = 0 Rpta: j = Cj(x-1) 3 +c 2 (a-1)^ 

2x 2 y"-4xy' + 6y = 0 Rpta: y = q | a| 2 cos(2^1n | a|) + c 2 |a| 2 sen(^-ln | x |) 

(x-2) 2 y"+ 5(x - 2)y' + 8>> = 0 

Rpta: > f =c, (a-2) 2 cos(2 In | x- 2 | ) + c 2 (a-2) 2 sen(2 In [ * - 2 |) 


57 ) x 2 y" + 7xy' + 5y = x 

58) x 2 y"-3xy' + 4y = lnx 

59) x 2 y"-2xy' + 2y = 3a 2 + 2 In a 


Rpta: y = c, x 1 -f c 2 x J + c 2 x * + 


12 


2 2 I I 

Rpta: v = CjA' +c 2 x Ln x + — Ln a + — 

4 4 


•> ^ 3 

Rpta: y = c 2 x + c 2 x“ + x“ Inx + In a + — 


jc 2 y" + Ay + 4 v = sen(ln a) Rpta: y = c, cos(21n a) + c 2 sen(2 In a) + — sen(ln a) 

- 3 3 

3A 2 < y" + 12Av’ + 9 v = 0 Rpta: y = C|A 2 cos(— ln a) + c 2 In a + c 2 a 2 sen(— InA) 


?d z y . dy _ 1 

x“ —— + 4 a - v-2 y~ cos a + — 

dx dx A 


C, C 7 COS A InA 

Rpta: V = -- — -—+ — 

AAA X 


Ci + c 7 ln(A +1) + Ln (a + 1) 

(a + 1) y + 3(x+l)~y + (A + l);y = 61n(A + l) Rpta: y - — -- 


A+l 


i d y ^ i d v , <A _ _ _ 2 3 

a —t~3a“ — ^- + 6a- 6y = 0 Rpta: v = CjA + c 2 a + c 3 a 

dx 2 dx 2 dx 
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© 

3 d l V 2 ( ' 2 y S dv ,o r, 

X — - - x- — T- - 6x — + 18 v = 0 

dx 3 dx dx 

Rpta: 

y = (c { +c 2 lnx)x 3 + c 3 x 2 


r 2 + x—+Ay ■ 2»In v. v > 0 

dx' dx 




1 j 

Rpta: y - c x sen(ln .x 2 ) + c 2 cos(ln x 2 ) + : —-— 

4x 

25 

© 

3 d 3 y 2 d 2 y „ dv 3 

.v — r -x —r-2.v-2 y = x 

dx' dx~ dx 

Rpta: 

y = (q + Cy In x)x + c } x 2 + — 


(2x -3) 2 ^-^-6(2x-3)—+ 12 v = 0 
dx' dx 

Rpte: 

y = c,(2x-3) + c 2 (2x-3) 


x 2 y"-jcy , + ^y = 0 

@ 

x 3 y"'-3x 2 y" + 6xv'-6y = 0 

® 

xy"' + 3y"=0 

© 

3 d l y 2 d 2 V , dy 

x —f + 4x —+- - 5x-15 v 

dx } dx 2 dx 

@ 

x 2 y + xy' -9 y = x 3 +1 


x 3 v" ’+4x : 2 v"-8x/+8.y = 0 

@ 

jc 2 y"' + xy"+4<y' = 1 + cos(21nx) 



@ 

(3 + x) 3 ^ + 3(3 + .v) 2 + (6 + 2x) 

dx dx 

£ = 0 
dx 
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CAPITULO VI 


6. OPERADORES DIFERENCIALES.- 

Supongamos que D denota la diferenciacion con respecto ax, D 2 la segunda 
diferenciacion con respecto a x y asi sucesivamente, es decir, para el entero k positivo. 


Luego a la expresion: L(£>) = a 0 D n +a { D n 1 +...+a tt _ ] D + a n 

se le llama OPERADOR DIFERENCIAL DE ORDEN ”n”; y es tal que, al aplicarse a 
cualquier funcion “y” produce el resultado siguiente: 

{L(D)}(y) = a 0 D n y+a i D n ~'y+,...+a n _ ] Dy+a„y 

donde los coeficientes a 0 , a l , a n pueden ser funciones de x 6 constantes. 

Obser\ acion.- Dos operadores L , y Lj son iguales si y solo si producen el mismo 
resultado sobre alguna funcion. 


es decir: 
Observacion.- 


£, =I 2 C 3 L^y^jy) 

(L { . Lj)y = L } (L 2 (>’)), y si los operadores L { y L 2 tienen coeficientes 
constantes entonces se cumple. 

/ . L, 2 Ly . !• , 


6.1. LEYES FUNDAMENTALES DE OPERADORES.- 


© 

L\ + L 2 L>2 L | 

© 

(Ij + L 2 ) + L 3 ~ + (L 2 + L 3 ) 

© 

(• L 2 )• £3 = * ( ^2 ■ ^3 ) 

© 

L\\L2 + ^ 3 ) = *^2 + ^ 1^3 

© 

Si m, be Z + ■=> />"" = D m D" 
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6.2. PROPIEDADES.- 


Sean m, n, r, k constantes reales r, k e z , entonces se cumple 


I ro k / n \ k rx 

1 D (e ) = r e 


ah ora deduciremos el efecto de un operador L sobre e™ . 


para esto, Sea: L(D) = a$D n +a { D n l +...+a n _ 1 Z) + fl n 


/r /mw mx x n mx ,^.71-1 mx r\ mx mx 

{L(D)}(e ) = a 0 D e +a l D e +...+ a n _^De +a n e 


n mx n-\ mx mx mx 

= a Q m e +a x m e +...4 a n me +a n ? 


e mx (a m n + a m n ~+a m + a ) 

V J)_1_ n- 1 n * 

Um) 


Es decir: {L(^)}(e mx ) = e™ L(m)\ por lo tanto se tiene: 
2 d0 {L(D)}(e mx ) = e mx L(m) 


Observacion.- Si m es raiz de L (m) = 0, entonces L(D)e mx = 0 
Determinar el efecto del operador ( D - m) k sobre x k e mx , es decir: 

z w k mx. , k- 1 mx k mx k mx , k-\ mx 

( D m)(x e ) = kx e + mx e - mx e = kx e 
{D-rn) 2 {x k e mx ) = k{k-\)x k - 2 e m * 

(D- m)\x k e mx ) = k(k- IX* - 2)x k ~ 3 e mx 


/ r\ \k / b mx \ /I wx mx j^k k . 

(D-m) (x e ) = k\e =e D x , por lo tanto: 

3 ro / n N k , k mx x . mx 

(D-m) (x e ) = k\e 

Observacion.- Si, n>k => (D-m) n (x k e mx ) = 0 
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4 t0 Para cada funcion con kt n” derivando se cumple: (D - m) n (e” u u) = e n 4 D n u 
5 t0 Si L{D) = (D -r) k (p ( D ) entonces 

L(D)(x k e rx ) = (D-r) k <p (D)(x*e rx )= k\(e*)(p ( D)=k'.<p (/•)«“ 


=> - .e - - 

L(D) k\<p(r) 

Ejemplo. D{D- 2) 3 (D + \)y - e~ x 

6 to Si L es un polinomio => L(D)(e rx u) = e 4 L(D + r)n 

Ejemplo.- (D-3R£>+1) 3 0*) = x 2 e 2x 

6.3. METODOS ABREVIADOS.- 

l ro La ecuacion (D - r) n y = e rx (b 0 + . +b p x p \ b p * 0 

tiene una solution particular unica de la forma: y. — x"e' x R p (x) 
donde /?^(x)es un polinomio de grado p, dado por: 


A) 


t\x 


b p x p 


R {x) —- H -— 5 - h .... -f - 

p 1.2.3. n 2.3. {n + 1) {p+\){p + 2) . (p + n) 


2 d0 La ecuacion (D - r) y ~ e Q p (x) y r*s,r,se donde Q p (x) es un polinomio de 
grado “p”; tiene una solution particular unica de la forma: 

y - e* x u donde u = e m (b 0 +b { x+...+b p x p ) 

donde a = s - r y luego aplicamos el metodo de los coeficientes indeterminados. 

3 ro La ecuacion (a Q D n +a { D n 1 D + a n )y = R 0 con R 0 = constante y 


a n t 0, tiene como solution particular a y p = 


R* 
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4 ,Q Laecuacion (a 0 D n +a x D n '+...+a k D n ' )y = R 0 con R 0 = constante y a k *0; 

V* 


tiene como solucion particular a y = - 


“n 


5 to Aplicamos ahora el operador inverso: —-—. definido por — (L(D))v = y ahora 

L{D) L(D) 

si aplicamos este operador a: (a 0 D n + a x D n 1 + ..+a n )y = b(x) se obtiene: 


y =- (b(x)) 

L(D) 


es decir: v = - 


1 1 1 


1 




D - A] D - r 2 D-r 3 D-r n 
La ecuacion (*) se resuelve de acuerdo al siguiente cuadro. 


Hacer 

Por Resolver 

Obtener 

z = b(x) 

D - r n 

z'-r n z = b(x) 

z = e r " x je- r "*wx 

rt 

II 

1 

sT* ~ 

1 

N 

II 

> 

k* 8 

1 

v = e n ~ x ^e~ r *~ xX z(x)dx 

y= m<x) 

D-r x 

y’-r l y = vix) 

y - r 1 |e ^ a h*(a )^y 


Obtenemos y = e KyX je (r2 ' 1)A J e je ( ' n Je r ” x)x b(x)(dx) n 

6 tu Suponiendo que f (D) = (D - r } )(D- r 2 )...(D- r n ) en el cual los factores son todos 
distintos, entonces existe el desarrollo de fracciones parciales. 


1 A A 


- + - 1 — + ...+ 


f(D) D-r x D-r 2 D-r n 


, en el que A : . A son constantes. Entonces: 
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= jb(x)e ' dx+A 2 e 2X '~ x + ...+ A n e*' x j "e b(x)dx 


al calcular tanto las integrales de 5 10 , 6 [ ° se descartaran las constantes de integracion 
cuando aparecen, de otro modo estanamos calculando la primitiva en vez de la integral 
particular de la ecuacion diferencial. 

7 ro Una integral particular de una ecuacion diferencial lineal F(D)(y) = b(x) con 
coeficientes constante esta dado por <p p = ^ b(x) y para ciertas formas de b(x) 

se abrevian el calculo de este operador. 


a) Si b(x) = e ax => (j> =■ 


1 


-e ax \ F(a)* 0 


p F(D) F(a) 
b) Si 6 (jc) = sen(av+ ft ) 6 b(x) = cos(ca + p ) entonces 


6 = —!-^sen(a.t+ B) =--r-sen(ax + p)\ F(-a 2 ) ^ 0 

P F(D-) F(-a ) 


1 


F(D-) 


— cos (ax + fi) =-—cos (ax + P)\ F(-a 2 ) * 0 


F(-a‘) 


c) Si b(x) = x p => (f) p - —— -x p = (fl 0 Aa ] D^a 2 D 2 +... + a p D p )x n ,a {) * 0 

F(D) 


Obtenido desarrollando -— , segun potencias crecientes de D y suprimiendo 

todos los terminos potencias D p , puesto que D n x° = 0 para n > p 

I 


F(D) 


d) Si b(x) = e ax R{x) => 4 > p ~—— e a(jc) = 

1 1 F’(D) 

e) Si fr(.v) = .v/?(jc) => (p p ~ "^ — xR{x)-x ^ ^ R{x)- 


0 


-&w= 


F(D) 

1 1 


F(D) ' ' (F(Z))) 2 

1 . 1 


R(x) 


F\(D)F 2 (D) F } (D) F 2 (D) 


b(x) => <p v -[- b(x)] 

p F { (D) F 2 (D) 























326 


Eduardo Espinoza Ramos 


g) —-—senh(av) = — — — —senh(ax) si F(a). F(-a) * 0 


F(D) 


F(a).F(~a) 


h) ^ cosh(ax) = —cosh(ajr) si F(a). F(-a) * 0 


F(D) 


F(a).F(-a) 


\ X 'Ml. 

—--;— sen ax =-sent ax -) 

(D'+a)" (2 a)"n\ 2 


j) 


1 x" nn 

cos ax =-cos( ax -) 

(2a)" n! 2 


(D 2 +a 2 ) n 


Observacion: 


= cos/?x + /sen/?x 
i c l( *' = cos/?x-/sen/?x 


COS/?X = 

sen P x = 


J* x +e- ifix 


e tf* + e -'P x 


2 i 


f e^ x = cosh p x + senh p x 
I e~P x - cosh p x - sen P x 


senh P x = 


cosh Px = 




e fix + e~ fix 



Ejemplos.- Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 

(D 4 -8 D 2 + 16)( v) = xe 2x 

Solucion 

F(D) = D a -8D 2 +16 = 0 => r x = r 2 =2, r 3 =r 4 =-2 
Luego la solucion general de la ecuacion homogenea es: 

2 a * > a 

<pc(x) = (c, + c*,Jt)e +(c^+c 3 x)e” , para la solucion particular se tiene: 




X«* 


F(O) 


(D-2Y{D~2Y 


domic 


r y =£. r. 


— _•> 


= — ^ 
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<t> p (x) = e' x ^ ^ Jg 1 '* ">»• J e r * x b(x)(dx) 4 

<j> p (x) = e 2 ' Je° je^ x J<?° je 2x xe 2x (dx) 4 = e 2x J je^ x j*j \e 4x (dx) 4 

*^'-‘4 64 ' 

I r 3 3 a 2 

y = <pc(x) + 0 p(x) = (c 0 +c i x)e 2 ' +(cj+c 4 x)e 2x + e 2x (———) 

96 64 


© D(D-1) 3 (v) = (x 2 +2x) = e x 


Solucion 

P(r) - r(r - 1) 3 = 0 => r x = 0, = r 3 = r 4 = I, entonces 


2 jf 

^c(.y) = c, + (c^ +c 3 .v + c 4 jc“ )e ; ahora calcularemos la solucion particular: 
*p(.r) = - J — {x 2 + 2x)e lx = - ' J —— (jc 2 + 2jt)<? A ] 


0(0-1) J 


0 ( 0 - 1 )' 0-1 


( 1 ) 


haciendo 2 =- (x 2 + 2x)e x entonces: — - z = (x 2 + 2x)e x cuya solucion es 

0-1 dx 


- [-dx r f 


z=e J 

<j« j ■ 

^p(.v) = 

1 


0(0-1) 


1 r 3 

Sea z = 

— — 


0-1 3 


dx 


z=e J [ \e } (x + 2 x)e x dx] = e x |(* 7 +2x)dx - (— + jr)e' reemplazando en (1) 


f 


X , 2 \ v 


-[—+*V =—-—[-2—(—+* 2 y t ] 

*3 0(0-1) 0-1 3 

+ jr )e A entonces — - z = (— + jc 2 )^ A , cu 
Ja 3 


( 2 ) 


- f -d* f v 3 J x* x y 

z=r J | Jc J (— + xr)e :i dx] = e x [— + — ], reemplazando 


en (2) 














328 


Eduardo Espinoza Ramos 


1 x ^ X'* 1 1 

<(> p ( x ) =-(—+—y =—[-(—+—>*] 

D(D — 1)12 3 D D-l 12 3 


(3) 


,.r 4 x 3 


dz 


x A x i 


Sea z -— ’ —(— + — )e* entonces — -z = (— + — )e x cuya solucion es: 
D-l 12 3 12 3 


..j 


z=e 1 [ 


dx f 1-rfr x 4 J 




5 A 
X X 

(— + —)e x d >rl = e x ( -i-), reemplazando en (3). 

12 3 60 12 


l 1 


^ W= D ( 60 + l 2 )e ^ ^ 


r 5 * < 

f> .t T x x 

- I(— + —)e dx - e 

J 60 12 60 

La solucion general de la ecuacion es: (p(x) = (j>. (x) + (p (x) 


1 x 

(p{x) = c { + ( c 2 + c 3 x + c 4 x )e x + — e x 

60 


© 


{D-\)\D-2) i y = x 2 e ix 


Solucion 


Sea P(r) = (r - l) 3 (r - 2) 3 = 0 => r { =1 de multiplicidad 3 y r 2 = 2 de multiplicidad 3 

, 2 n x , 2 v 2jf 

y c = (^| + c 2 + c 3 x )e + (c 4 + c 5 x + c^x )e 

ahora calcularemos la solucion particular. 


P (Z)-l) 3 (D-2) 3 


2 3x 3 
jt £ = £ 


(D + 2) 3 (D + 1) 3 


3a 


= e 


(D + 2) 3 ‘d 3 + 3D 2 +3D + 1 


^ = ^- 3£> + 6£> 2 )x 2 =e ix l ~ i (x 2 -6x + 12) 


(D + 2) J 


(D + 2) 


3.v 


rJ.^2 


1 


D +6D + 12Z3 + 8 


-(x 2 -6.V + 12) 
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© 


>p->(\-±°+±d‘k*-*'+w => W<f 

La solucion general es: y = y c . 4- y 


(D l - AD 2 + 3D)(y) = x 2 


Solucion 


Sea P(r) = r 3 -4r + 3r = 0 => r t = 0, r 2 = 1, r 3 = 3 

V .3 x 

de donde <j> c (x) = c x + + c 3 e' ; ahora calcularemos la solucion particular. 


0 P ( X ) = — —rr?——* 2 =t:( ~ * ) y2 


D 3 -4D- + D) D D--4D + 1 


© 


© 


I I 4 I3 n , J 1 V 8jc 26 , , x . __ 

«>„(.»•) = —(- + — D + — D~)x 2 = —(— +-1-—) <pAx) = -t--+ — v 

' D 3 9 27 Z) 3 9 27 ' 9 9 27 


x 3 4x 2 26 


2 ^ 2 26 

Luego la solucion general de la ecuacion es: y = q +c 2 <? v +c 3 tf 3 ' + : — + ——+ — Y 


(D 2 -1)(v) = jc 2 

Solucion 

Sea P(r) = r 2 -1=0 => r, = 1, r 2 =-l; de donde </> c (x) = c^e' + c 2 e 

1 i *i > > 

calculando la solucion particular se tiene: <fi p (x) = ——= (-1 - D~ )x' --x 2 
Luego la solucion general es ^(.v) - ^ c (x)+ <j> p (x) 

(f>(x) = c x e i +c 7 e -x —2 

d\d 2 -!)(>•) = .v 2 

Solucion 

Sea P(r) = r 4 (/*“ — 1) — 0 => r, =0 multiplicidad 4 v r 2 = 1, r 3 = -1 de donde 
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2 3 x -x 

<j) c (x) = q + c 2 x + c 3 x + c 4 x + c 5 e + c 6 e ; ahora calcularemos la solution particular 

^ W =_ ri — * 2 =- r (- 1 - Z)2 )* 2 = - t (-* 2 - 2 ) 

p Z)*(Z) -1) Z) 4 £> 4 


® 


1 


v 2 1 r 4 1 v 5 r 3 r 6 v 4 

4> p (x) = —r-(-2x) = —r-(- X 2 ) = — ( - —) => <fi p ( X ) = - — -— 

' ~ ? 3 Z) 2 12 O 60 3 p 360 12 


D 

y la solution general es <j) (x) = <fi c (x)+ $ p (x) 

( D 4 + 10Z)" + 9)(>>) = cos(4x + 6) + sen(2x + 3) 

Solution 


Sea P(r) = r 4 + 10r 2 +9 = 0 => (r 2 +l)(r 2 +9) = 0 




de donde t\ = i, r 2 = r 3 = 31, r 4 = —3i entonces 

y c = Cj cos x + sen x + c 3 cos 3x + c 4 sen 3x; calculando la solucion particular. 

I 


yp= r,4 


y P 


D +10 zr +9 

1 


“ (cos(4x + 6) + sen(2x + 3)) 

I 


(D 2 + \)(D +9) 
1 


cos(4x + 6) H- 5 “ 


y p 


y p = * 


(-16 + 1X-16 + 9) 
cos(4x + 6) 1 


-cos(4x + 6) + 


(D* + 1)(D* +9) 

1 


-sen(2x + 3) 


sen(2x + 3) 


105 


(-4 + 1X-4 + 9) 

—~sen(2x + 3); y la solucion general es y - y +y 


15 


(D 4 + 3D 3 -15 D 2 - 19D+ 30)(j>) = e 4x 


Solution 


Sea P(r) = r 4 + 3r 3 - 15r“ - 19r + 30 = 0 de donde 

r . = 1, r 2 = 3, r 3 = -2, r 4 = -5 entonces >> = + c 2 e 3 * + c 3 e 2 * + c 4 e 5x 
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calculando la solution particular se tiene: y n = — - - ; ;- e 4x 

P D + 3D 1 - 1 5D~ - 19D + 30 

= _ 1 _ 4 , = _ 1 _ . 4 , _ < ,4> 

' Vp (£>-l)(D-3)(£> + 2)(D + 5)‘ (4 -1 )(4 - 3)(4 + 2)(4 + 5) 162 


Luego la solucion general de la ecuacion es: y - c,e x +c 2 e 3x +c 3 e 2x +c 4 e 5 ' + —— 

162 

(D* + 39 D 6 +1 38D 4 + 126£> 2 + 900)( y) = sen(4.v +1) + cos(6.v + 2) 

Solucion 

P(r ) = r 8 + 39r 6 + 138/- 4 + 126 r 2 + 900 = 0 de donde 

(r~ 4- l)(r“ + 9)(r“ + 4)(r" + 25) = 0 => se tiene 

r \ ~ *' r l ~ r 3 = 3i» ^4 — —3/, r 5 = 2/, r 6 = -2/, r 7 = 5i, r 8 = -5/ 

V c = f| cos .t + c 2 sen x 4- c 3 cos 3a: 4- c 4 sen 3x + c 5 cos 2x + c 6 sen 2a: 4- c 7 cos 5x + c 8 sen 5a* 
ahora calculando la solucion particular: 


v 


p 


_1_ 

D' +39D h + 138Z) +126 D +900 


[sen(4x +1) + cos(6x + 2)] 


— - --—- r - seti Ax +1) + 

(D 2 +1)(D 2 +9)(D 2 4 - 4)(Z) 2 4 - 25) 


+ —z - Z -—r- z -cos( 6.r + 1) 

(D 2 4 - 1)(D 2 4 - 9 )(D 2 + 4)(D 2 4 - 25) 


sen(4x + l) cos(6x4-l) 

(-16 + l)(-16 + 9)(-16 + 4)(-l6 + 25) (-36 + 1)(—36 + 9)(-36 + 4)(-36 + 25) 


v =-—sen(4x + l) +-cos(6x4l) 

p 11340 332640 


La solucion general es <p ( at ) = y c 4 - y . 
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(D“ +3 D + 2)(v) = xcos2x 

Solucion 

Sea P(r) = r + 3r + 2 = 0 => r { = — 1, r 2 = —2 entonces y c - c } e -hc ? e 
ahora hallaremos la solucion particular 


y P =■ 


D-+3D + 2 


„ 1 „ 2D + 3 

-xcos2x = x —i- cos 2x -r- ~COS2x 


D~+3D + 2 


(D 2 +3D + 2) 2 


_ cos2x 2D+ 3 

p ' D 2 +3D + 2 D* + 6D* +1 3D 2 + 1 2D + 4 


.cos2x 


y - -- - - 

p -4 + 3D+2 


cos2x-- 


2D + 3 


(-4)- + 6(-4 )D + 13(-4) -f 12D + 4 


1 „ 2D 4 - 3 , 3D + 2 „ (2D + 3)(3D-8) 

v,, — x - --cos2xh -cos2x = x---cos2x +---cos2x 


3D- 2 


4(3D + 8) 


9D -4 


4(9D -64) 


y n = (3D + 2)cos2x — -P ——)cos2x 

p -40 4 -100 



x 1 

v „ = —— (3 sen 2.v - cos 2x) h -(24 cos 2x-l sen 2x) 

p -20 200 


<>> {x) = y c +y f 


(D 4 + 8 D 2 + 9)(y) = cos3x + e 2x 


Solucion 


Sea P(r) = r 4 + 8r 2 -9 = 0 =3- r, =1, r 2 = -l, r 3 =3i, r 4 =-3/ 


0 c (x) = C] e x + + c ? cos 3x 4- c 4 sen 3x; calculando la solucion particular se tiene: 


0 P ( X ) = -Z1 — ~T- —-(cos3x + e 2A ) 


p D* + 8£>‘‘ -9 


-cos3x + —— 


I 


(D + 9)(D*-1) (D“ +9)(D* -1) 


2x 


, / x 1 COs2x 6 t ii / 3ix v , 

d> (x) =-+-; pero se observa que cos 3x = Re( e ) entonces 

tp D l + 9 10 39 
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e 1 ' 1 e in t’ 2 ' 

<pAx) = -: -cos3at+ -- - - - t -— 

p 10(D-+9) 39 10 (D + 3/)* +9 39 


1 t*^ LX 1 1 

p,Ax) = -r— -1- e 2 ' => aAD + 6i) = \ => a 0 = — 

p 10D-+6/D 39 ° 0 6/ 


, , Re(c 3,< ) e 2 ' ,/cos3.v-sen3.x\ e 

<pAx) = —--- +- = x(— 

p 60/ 39 


) + - 

60 39 


, , .v sen 3x e~' 

ip Ax) =-+- 

A 60 39 


Luego la solution general es: y = <j) c ( jc ) + (f> 9 (*) 


(D + l)(D-2) 3 (v) = x 2 e lx + xe x 


Solution 


Sea P(r) = (r + l)(r-2) 3 = 0 ==> = -1, r 2 = 2 multiplicidad 3. 

-x 1 v ">x 2 ix 

entonces y c (x) = c l e +c 2 e~ + c y xe~ +c A x e~ 


calculando la solucion particular se tiene: 

-(x 2 e 2x + xe x ) = 


>> = 


1 - 2 Ax . 1 - 1 


(D + l){D-2Y 


(D + \)(D-2) D-2 


-[ ‘ ~ (x 2 e 2 ' + xe x )] ... (1) 


Sea r=— - — (x 2 e 2x + xe x ) de donde: — -2z = x 2 e 2x +xe'\ ecuacion lineal en z. 
D-2 dx 


z-e^ [ j" ■ vc )dx] => J t - (,rv : ' * xe' 


)dx] 


= e 2 ' J( v 2 + xe * )dx = e 2x {^- xe~* - e x ) = y e 2 * - .te r - e 2 * 


( 2 ) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: 


V 


t * \ 

— (—e -xe -e ) = 


[-^--(?-e 2x -xe x -e 2 *)]... (3) 


(D + lX£>-2) 2 3 


(D+1XD-2) D-2 3 


Sea z = —1— (— e 2x - xe x - e 2x ) de donde 
D-2 3 
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d~ x* 

— -2z = — e lx -xe x - e~ x ecuacion lineal en z 
dx 3 


— f~2tfcr T [-'c/.i t ^ x 

z~e * Me'' < — -£v'-r ’ fcZt] 

: ~ e *' I J*T ~ xe " * ~ 1 ^ = ' ( tt _ xe ' ~ 


e~ x -x) 


(4) 


reemplazando (4) en (3) se tiene: y - 


1 


(D + l)(D-2) 12 


[— e 2x -xe x -e x - xe 2x ] 


— 1 —[—-—(— e 2 ' -xe x -e x -xe~')\ 

(D + l) D-2 12 

1 r 4 

Sea z = -(— e 1x - xe x - e x - xe 2x ) de donde 

D-2 12 


.(5) 


— - 2 z - (—— x)e~ x - (jc + \)e x ecuacion lineal en z 
dx 12 


- [*—2 dx f f-2 dx y 4 


z = e ■> [ 


r 1 - 2 dx v 4 

r l( ii- 


x)e^-(x-\)e M \lx] 


T v 4 r 5 r 2 

r = e ‘ ‘ {( —x — (x + l)e _< )dx =(--— )e 2 ' +(2 + x)e~' 

J 12 60 2 


( 6 ) 


1 r' r 2 

v p =-[(-- )e 2x +(x + 2)e- x ] 

- p (£) + l) 60 2 


5 2 


—— + y = (-— —)e 2x +(x + 2)e v lineal en z 
</v ^ V 60 2 

*- 1 t f' ,[ 4 _ T ) r 2,+u+2)e "’ i * ! ■' 44 - 4 ' 


)e ix +(x + 2 V x ]dx] 


2* n 


v 5 r 4 v 3 , V 5 

V„ = (- — e~ x — 1 — + — )e **+ — )e x ; La solucion general es y = v + y 
p 180 108 81 24 c ' 
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4 3jc 


(£>" -4D + 3)( y) = IOOjc e + 340e cos 2 a 

Solucion 


Sea P(r) = r 1 -4r + 3 = 0 => r, =1, r 2 = 3 entonces y c - c x e x + c 2 e 3 '' 


calculando la solucion particular se tiene: 

I 


y p = 


D -4Z) + 3 


(lOOxV' + 340e A cos 2x) = 


(£>-3)(£>-l) 


(100xV*+340e A cos2x) 


y=me 


3 a 


1 


-x 4 + 340<?* 


(£>-3 + 3)(D-l +3) (D-3 + l)(D-l + l) 


-COS 2A' 


v n = 1 00<? 3 *---a 4 + 340e A --- cos 2a 

p D(D 4* 2) 


D(D-2) 


y = l00e 3v -(--—) a*+340c>' —~- cos 2 a 


v 1 ,1 D, _ 1 


D 2 


D z 2D 


l 

y = 100^ — (— -a 3 ) + 340^ V (-cos 2a) 


D 2 


-4-2Z) 


Vp = 100c? 


44 - 


t 4 


Kj 340c (D - 2) 

x J )c/x-—- —- —- cos 2x 

2 D 2 - 4 

AD *2) 


v =100c AV <-—)-170e 

• p 10 4 -4-4 


4,^, 


cos2x = 100c J1 (-) + —(D-2)cos2x 

10 4 4 


v„ = 1 0a e - 25a e -cos 2 a -sen 2 a 

4 4 


Laecuacion general es: y = c\e x +c 2 e* x +(10a 5 -25a 4 )c? 3 ' -(sen2 a + cos2 a) 


14) ( D 2 + D + 1 )(.v) = <? 3a + be - 3<? 2a + 5 


Solucion 
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Sea P(r) = r 1 + r +1 = 0 


1 + 3l I — -Jit 

r - - r - -entonces 

i *> 1 •> 


<!> c (x)- (c } cos—~X + c 2 sen 1 2 , ahora calcularemos la solucion panicular 


rp(X ' rf+D+] 


Jlr , , o ^ 3.v ^ 


(<T +6e v -3t j +5) =—- 


1 _ ?v 5 

e 


&+£>+1 tf+D+l Z> +D+1 Z^+D+l 


J.v v -2.v ^3.v -2 v 

j. , ^ € 6t * c € , t' c 

^ (x) —-H-f- 5 —-h - h 5 

' 9+3+1 1+1+1 4-2+1 13 3 


c > e ~ Zv 

, (j)l — f2/-“+S 

13 3 


5e° 5e° 


D 2 + D+ 1 D : +D + 1 0 + 01 


= 5 . Luego la solucion general es: / = 0 c .(.v) + ,( t) 


(£) J + D" + D + IX v) = e T + <? + sen2x 

Solucion 


Sea P(r) = r 3 +r 2 +r + l = 0 => r, = —1, r 2 = /\ /* 3 = -/ entonces 


(p (x) = Cj£? x + c 2 cos x + c ? sen .v 

1 




D 3 +D 2 tD+1 


(e +e + sen 2 a) . entonces: 


<V,(a) = 


-e +- 


1 -V 1 

- e +—^-sen 2 a 


(D +1)(D + 1) (D~ + 1)(D + 1) (D-+1)(D + 1) 


1 11 

ffl„( a) =-I-- e A -sen 2a 

' p 4 2(D +1) 3 Dr 1 


( 1 ) 


Sea z = - 


tk 


(D + !) </a 


— + r = e ' , cu\ a solucion es: 
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X dx] = e 


==> z = xe 


( 2 ) 


e x xe~ x 1 D -1 

reemplazando (2) en (1) se tiene: d>Ax) = — +-(— r -)sen2x 

p 4 2 3 £>*-1 


xe x 1 (D-l) 1 . r , ., v 1 n . 

(p (x) = — H--sen2x = — (e +2xe ) + — (2cos2x-sen2x) 

p 4 2 3 -5 4 15 


La solucion general es: ^(.t) = <f> c (x) + <p (x) 

6.4 SOLUCION DE LA ECUACION DE EULER MEDIANTE EL 
OPERADOR D.- _ 

Para resolver las ecuaciones diferenciaies de Euler mediante el operador D, se tiene en 
cuenta el criterio siguiente: 


?d 2 v % d 2 y 

x 2 —y = D(D-\)y ; x 3 —f = D(D-l)(D-2)y 
dx dx 


d* 

generalizando se tiene: x n —— = D(D-\)(D~ 2).. .(O-n + 1); n = \,2,...,y x = e‘ 

dx n 

2 

Ejemplo: Resolver la ecuacion x y"+xy'+y = x 

Solucion 

x 2 y”+xy'+y = x => (D(D-l) + D + \)y = e‘ 




X 

y ' = 2 


X 

y = c, cos x + c 2 sen x + — 

Ejemplo: Resolver la ecuacion x 2 y n -xy'+y = xln 3 x 


Splucipn 
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x 2 yxy'+y = x In 3 jc pasando a operadores 

(D(D-\)-D + \)y = t i e‘ => (D 2 -2D + l)y = fV 

cuya solucion complementaria es y c = Cje r + c 2 te , = CjX + c^xL/u' 

La solucion particular es v„ =--—= e — 

p (D-l) 2 D 2 

t 1 / 4 ^ / 5 ln 5 x 

y D =e -= e — = x - 

p D 4 20 20 


La solucion general de la ecuacion es: 

b) EJERCICIOS PROPUESTOS 

I. Encuentre una solucion particular de: 

(?) (D + 2) 2 y=Uxe~ 2x 

@ ( D-2) i y = 6xe 2x 

@ (D+3) i y=\5x 2 e^ x 

0 D 2 (D-2) 2 y= \6e 2x 

(5) (D 2 - D- 2)y = \%xe 

0 (D- 2) 2 y = 20- 2>xe lx 

0 (D+l) 2 y = e~ x + 2x 


y = y c +y p = c x x + c 2 x\nx + x 


In 5 x 
~ 20 ~ 


Rpta: y p = 2x 3 e~ 2x 

R p ta: y P =^ elx 

Rpta; y p =^e~ ix 
Rpta: y p = 2x"e lx 

J x 

Rpta; y p = (3x“ + 2x)e 
x 3 

Rpta: y p =5-—e 2x 
x 2 e~ x 

Rpta: y p =—-- \-3x~6 
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© 

( D~ -4)y = \bxe 2x + 8x + 4 

Rpta: 

y p = -(2a- + \)(xe 2a + 

® 

(D~ -4D + 4)_y = 6x 2 e 2 ' 

Rpta: 

■33 

II 

5*1^ 

Hi 

K> 

@ 

(D-3) 2 y = e 2x 

Rpta: 

■33 

II 

Ul 

© 

D(D-2)y = e 2x 

Rpta: 

X 2.v 

© 

D~(D + l )y - e x 

Rpta: 

y, = xe * 

© 

( D~ + 4D + 5)y - 4e ~ x cosx 

Rpta: 

~ -2x 

y p = 2xe sen x 

@ 

(D 2 -4D + 13) y = 24<? 2 * sen3x 

Rpta: 

y p = -4xe cos3x 

© 

(D 2 - 3D + 2)y = 12xe~ x 

Rpta: 

y p = 2(6x + 5)e 

© 

(D“ + 4)y = 12(sen x + sen2x) 

Rpta: 

y p = 4 sen x - 3x cos 2x 

© 

(D“ + 4)y = 20(^ -cos2x) 

Rpta: 

y p -4e x - 5xsen2x 

© 

( D~ + 16) y = 8(x + sen x) 

Rpta: 

y p =A.(^- cos4x) 

© 

( D + 4) y = 8 sen .v cos x 

Rpta: 

v = -x cos2x 

© 

(D“ + 4 )y = 8 cos“ x 

Rpta: 

y = 1 + x sen 2x 

© 

(D 3 + D 2 + D + 1) v = 2e 2 ' 

Rpta: 

2 2/ 
v = — e 
- p 15 

© 

(D-\)\D+l)y = -2e 

Rpta: 
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II. 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


( D' + 4 )y = e" 

(£> 4 - l)_y = 2senh< 

D 2 (D + 2)y -2 + e 1/2 

(D 2 + \)y = 3t 4 
( 2D+\)y = (t-3)e~' 

( D 2 - 3D + 2)y = 2 + 1 
(Z) 4 +2 D 1 + 1 )y = cos t 


Rpta: v p = — 


Rpta: >> p =-.cosht 


„ l ~ >6 -k 

Rpta: y p = — +—e - 
4 4 


Rpta: y p = 3t - 36 1 + 72 


Rpta: y p = (1 - t)e 
1 - 2 1 


Rpta: y = 


' 4 


Rpta: y = — .cost 


2 

(Z)‘ + l)y = 3sen2f-2cos2/ Rpta: = -sen2/ + —cos2/ 

Hajlar la solucion general de las ecuaciones diferenciales siguientes: 


(£> 3 -5D 2 +8£>-4)>’ = e 2x 

(D 2 -3D + 2)y = e x +e 2x 
D 2 (D-2) 2 y = 4$e 2x 
(D~ 4* 16 )y = 14cos3x 

(D 3 + 3D 2 - 4)y = xe 2x 

(D 2 -4D+\l)y = 24e 2x cos3.v 


Rpta: y = c,e x +c 2 e 2x +c 3 xe 2x + : -^-e 2x 
Rpta: y = (c, - x)e + (c 2 + x)e 

2 3 2 x 

Rpta: v = Cj +c 0 x + (c 3 + c 4 x + c 5 x" + 2* )e 

Rpta: >> = c, cos4;c + c 2 sen4x 4* 2 cos3x 

Rpta: y = c } e x +c 2 e 2x +c^xe 2x - — (x 3 + x 2 )e 

Rpta: v = e“ x (Cj cos3 x + c 0 sen 3* + 3cos.x) 
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© 

© 



® 

@ 

@ 


(D 2 - 4D + 1 h)y = 24e 2 * cos3x 
( D 2 + 4)y = 2cosxcos3x 
(D~ + 25)y = sen5x 
D(D~ + \)y = senx 

(D 2 -9D + \S)y = e e ~ 3 * 

D~(D~ 4 1 )y - sen x 

(D 2 + D + 2)y = 2{\ + x-x 2 ) 

y y 

(D~ - 1 )y = sen' x 

(D 2 -l)y = (\+e~ x y 2 
(D“ - 3D + 2)y = sene 

(D z +D+1))^ = e 3 * 4 6e* - 3e 
(Z) 3 + 2D' -6£) + 8)^ = xe 3r 
(D 4 1) y = cosx 

(D* + 4)y = sen 2x 


2 

Rpta: y - e (c, cos 3x 4 c ? sen 3x + 4x sen 3x) 


^ ^ ^ x cos4x 

Rpta: y-Ci cos 2x 4 c 7 sen 2x + — sen 2x- 

1 2 4 12 


Rpta: y = c, cos5x4c 2 sen5x-0. Lycos 5jc 


Rpta: y = q + c 2 cos jc + (c 3 - —) sen jc 


e' 3 ’ 

Rpta: y - c x e 2% + ( c 2 + —-— )e 6x 


Rpta: y = c, 4- c 2 x 4 (c 3 4 —) cos x 4 e 4 sen a 


r* , * -2 A 2 

Rpta: jy = c t e + c 2 e 4x 


_ x x 1 cos 2 a 

Rpta: y = c,e +c ? e —h- 

^ 1 2 2 10 


Rpta: _y = Cie*4c 2 £ T -l4e *ln(l4e ) 


n j. x 2.r 2x 

Rpta: y - c x e 4 c 2 e -e sene 


r 3x 

2 ' + 15 Rpta: v =-— + 2e x -e~ 2x +5 
p 13 


e 3r 

Rpta: y = c l e i 4 c 2 e 4x 4c 3 e~ 2 * - - -(28x4 34) 

1 K4 


Rpta: y = k(x) 4 —(cos x-sen x) 


Rpta: y = <f> c {x)- 


x cos 2x 


4 
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® 

0 

@ 

© 


(Z) 3 + D~ + D+ 1)>> = e* + e * + sen;c 


(D~ -\)y = x sen 3* 


1 — x 

Rpta: y = $ Ax) + — (e x + 2xe x ) — (sen x + cos at) 

4 4 

_ _ T 25,r : -13 3x 

Rpta: y = Cse +c x e -sen3x- cos3jc 

11 250 25 


, * ^ ^ _ 2 v 30.r - 7 _ 5 at -12 

(D + 3D + 2)y = xsen2jc Rpta: y = c } e + c 2 e - cos 2 a --—sen2x 


200 


100 


d\d 2 -\)y = x 2 


Rpta: (x) - —(jc 6 + 30jc 4 ) 

3oU 


(D“ -2 D~l)y = e x cosjc 


Rpta: y = <f> c (x)~ 


e cosjc 


( D 2 - 4D + 3)y = 2xe* + 3e* cos2jc 


3 * ^ 

Rpta: y - c x e x + c 2 e** +- (jc 2 -jc) — ^'(cos2x + sen2:c) 

2 8 


(D 2 -2D + 4)y = x 4 +3x 2 -5 + 2 


_ 2 , ,, x x 4 x 3 3x 2 5x 7 

Rpta: _K = c,e +e (c 2 cosx + c 3 senx) + — + y + —--~ 


(Z)‘ + 2)y = x 2 + x~ + e ~ x + cos3jt 

1 i 2 e" lx cos 3.x 

Rpta: y = <p c (x) + -(x-'+x -3x-l) + — - - — 

2 o / 

(£) 2 +5D + 6)>» = sen 2 jr(l + 2tgx) Rpta: y = ^ c (x) + e 2< tg* 

(D 2 + D)(D- 2 ) 2 (y) = e 2 * + e~* sen 3x 

€~ X 

Rpta: y = c 0 + c { e~ x +(c 2 + c 3 x + c 4 x 2 )e 2x + — e~ 2x + -( 6cos3*-3sen 3x) 

36 7860 

a*' 4 x 1 

(D 2 +6D + 9)(j) = 2xe 2x +9x 2 -3 Rpta: y = (c 0 +c x x)e 2x + — e 2x +x 2 + — + - 
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(£T + 6D + 9)(y) = 2e sen* 


3t -2 j 


Rpta: y = (c 0 +c^x)e -e cos* 


(£> 3 +6D 2 + 9D)(y) = x J + e x 


Rpta: y — Cq “F(C| + h-1-h 


4 2x 3 3 a 2 


24 


4 36 27 27 2165 


[(D- 1)(3- D)(4 + D)(6+ £>) -40](_y) = <?"'acos(-2a) 

y (l2) + 12y ,l0) + 48_y (S| + 65y (6) + 12> ,(4) + 48y t2> + 64 y = cos 3a - sen a 


(64D h + 48D* +12£>' + D' )(y) = sen(A/ 2) + cos(a/ 2) + e 4 
D 2 (D 4 -4£> 3 +6£> 2 -4D + l)(y) = (A 2 +l)(l-e A ) 

(D 3 - D 2 - D + l)(y) = 7 - 6.v - 3 a 2 + a 3 + aV* 

(£> 8 - 2D 4 + 1)(y) = (2a - 1) cosh 2 a (40) y <l00) + 100y = cosa + a 100 

(D 2 + 64) 30 (y) = cosh* + cos8 + sen 8* 

(D-l) 3 (£)-2) 4 (D-3) 3 (y) = e (2-3A + 4A 2 ) + e 2i (3-2A + A 2 -a 3 ) + aV v 
(D - 2)(D~ - 2D + 5)~(y) - xe x cos2* 

(D 2 - 2D + 2)“(>’) = e' (2*cos* - 6sen*) + xe 
y 5 » + 4y l4, +14y (3, +62y (2) +149y (l) + 149y+ 130y = e +a 
y Ul - 2 y lV + y - cos4* + sen 6* 

VI r, IV // 2.x 12 

y + 9 v + 24y + 16y = e -r a* 

>•* ;,/ + 13y* ; + 60 r v ' + 112 v A + 64y = e 41 + cos* + sen * + cosh 5* 
y !X +3y J/// + -f 16+ 23y* + 29y^ + 18y /W + 20y 2/ +12y^ +4y = e *+4senh* 
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(50) y° 2) + 21y (10) + 147 y (8) + 344 v (6) + 21y <4) + 147y (2) + 343 v = 4 + cos2* 

(51) (D 5 + 2D 3 + 10£>" + D + 10)y = 0 0) (D : + l)y = 2sec' x 

(D 9 -4D)y = 6e~'-3e\ y = 7, Dy = 9, D 2 y = 19 Cuandox = Ln2 
@ (Z) 9 + 4D)v = 8cos2.v + 4 0) (D 4 -D 3 -7D 2 +3D)y = e 3 V 

@ (D 4 -2£> 3 + 2£> 2 -2D+ \)y = e x cos2x @ (£> 3 - D)y = 1+x 5 

0 (3D 4 +8D 3 +6D 2 )y = (jr 3 -6.v 2 +12.v-24)e" r 

(0 (D S +8D 4 + 17) = e 2lc + cos3a' (0 D i (D 2 + 1) 4 v = sen.v + cosx+ 1 

0 (D 5 + 4D 4 + 14D 3 + 62D 2 + 149D +130)y = 60e 100,r 

III. Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes: 

(7) x 1 y "+ xv '+ 4 y = sen(ln x) Rpta: y = c, cos(2 In ,v) + c 2 sen(2 In x) + ^sen(ln x) 


x~y"+7xy'+5y = x 


_ C, Cl X 

Rpta: v = —+ —V + — 

' H \xf 12 


@ 3jr“y' '+\2xy'+9y = 0 


Rpta: y = ' --cos(2^-In | jt|)+ L ~. sen(^-ln | x |) 


I * r 


v|2 


,s/3 

2 


® 

© 


x 2 y' , -3.ty , +4 i y = In a* 


„ 2 ^, In x 1 

Rpta: y = qx + c 2 x“ lnx + —^— + — 


(£) 4 + 8Z) 2 + 16) 3 O’) = cos5x + sen 2x + e 3 * 

Rpta: y, = (c t + c z x + c^x^ + c 4 x 3 + c 5 x 4 + c 6 x 5 )sen2x 


•-3x 


cosSx a sen(2x-3/r) e~ 

yp=-^r + x — ; y=y, + yp 


21* 


4 . 6 ! 


03)° 
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(6^ x 2 v 2xy ’+ 2y = 3x 2 + 2 In x (7) x 2 y"+xy'+4v = sen(lnx) 

^i) y m + —— + : —-- 1 —r- = (x + a) _i cos(31n(x + a)) 

w x + a (x + af (x + a)' 

(5) x 2 y "+ 4xy'+ 2y = cos x + — (lO) x 2 y"'+2x 2 y’-xy'+y = x 1 Lnx 

(fj) x 2 y m + xy'+ 4y = cos(2In x) @ xV+4xy'+2y =21n 2 x + 12x 

(u) (x +1 ) 3 y "+ (x +1 ) 2 y "+ 3 (x +1 ).y8 y = - — - 

(x + 1) 5 

(l4) (2x + l) 4 y"+3(2x + l)V+(2x + l) 2 y = 61n(2x+1) 

@ x 3 v 4x 2 y "+ 8 xy 87 = 4 In x + cos(ln x 4 ) + sen(2 In x) 

(T^) x 2 v"+ xy '+ 9y = sen(ln x 3 ) + cos(ln x 3 ) 17 x 2 y"'+xy n +4y' = l + cos(21nx) 

'^18) x 3 D 3 y - 3 x~D~y + 6 xDy — 6,v = 60x 6 + 12x 18 

0) xV - 6x 3 y 7// +1 Sx 2 y 11 + 9xy — 9y = cos(ln x) + x 4 + sen(ln x 3 ) 

{ 20 ) (D — l)(y) = cosx + cosx sen x + x 2 e* ( 21 ) (D + 8D" + 32) = xe + 1 

(22) y W + 9y ,y + 24y"+16y = e 2x + x (n) (D 6 + l) 2 (y) = e"+x 24 ) 

(24) (3x - 1 ) 3 y lv + (3- 9x) 2 / "+(3x - 1 )>■'' = 36x 2 - 24x + 4 


( D 2 + 81) 8 (>’) = cos(9x + b ) + sen(9x + 2 - b l ), donde b es cualquier constante real. 
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CAPITULO VII 


7. ECUACIONES DIFERENCIALES DE COEFICIENTES 

VARIABLES 


Las ecuaciones diferenciales de orden n, de coeficientes variables son de la forma: 


, d n v d n 'y , dy 

a„ (*)—■- + a„_, + - + «i U) — + a 0 (x)y = /(. x) 

dx n dx n 1 dx 


(I) 


donde a 0 (x) 9 a l a „(*),/(*) son funciones de variable real x,y continuas en un 
intervalo. 

Suponiendo que a n (.r) * 0, entonces la ecuacion (1) se puede expresar en la forma: 


,n-l, 


d n y d n 'y 

-h6|(x)- —+b 

dx" dx 


\{x)^j-+b„(x)y = g(x) 
dx 


... ( 2 ) 


La solucion de la ecuacion (2) es la suma de la solucion general y . de la ecuacion 

diferencial homogenea correspondiente, mas una solucion particular de la ecuacion 
diferencial correspondiente. 


Si V|,>’ 2 • • - es un sistema fundamental de soluciones de la ecuacion (2) entonces la 
solucion particular de la ecuacion (2) es: 


y p =c \ Wj'i +c 2( x ')y2 + --- +c n ( x )y„ 

donde c\ (jc), (jc) son funciones incognitas de x por determinarse. 
Para determinar las funciones incognitas se forma e] siguiente sistema: 
Sea c { (x)y ] +c : (a)js +.. (x)y n = 0 , entonces: 


... (a) 


L 
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.Vic \ (*) + y 2 c ' 2 (x) +... + y„c (x) = 0 
v c\ (x) + y' 2 c' 2 (x) + ...+ v\c' (x) = 0 


(/?) 




r 

Cj = J /] (x)c/x , este resultado se sustituye en (a) obteniendose la solucion particular 
Veremos para una ecuacion de 2do. orden. 

y"+p(x)y'+Q(x)y = /?(*), donde yi,y 2 » es un sistema de soluciones. 

Luego la solucion particular es: y = Cj(a) yj + c 2 (x)y 2 

donde c ] (a), c 2 (x) son funciones por determinarse para esto formaremos el sistema 
siguiente: 


! y \ c i ( v ) + y 2 c 'j (.t) = 0 
[y\ c\(x) + y' 2 c' 2 (x) = R(x) 





y\ 0 

y\ R{x) fR[x)y\dx 

— -— “ —-r => c 2 (x) = - I —-- 
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Solucion 

La ecuacion diferencial dada se puede escribir en la forma: 
2 sen a , sen a + cos a 

y +-v- y-e (cos x - sen x) 

cos x - sen x ' cos a - sen a 


La solucion particular es y = c { (a) y, + c 2 (x)y 2 
donde c, (a), c 2 (a) son funciones incognitas de x por determinarse: 
[.v,c'i(.v) + ^ 2 c' 2 (.v) = 0 

Luego: 

( y 'j c \ (a) + y ' 2 c S (a) = e x (cos a - sen a) 

j e x . c (a) 4- sen a.c 2 (a*) = 0 

[e x .c 'j (a) + cos a.c ' 2 (a) = e x (cos a - sen x) 



0 


sen a 

e x (cos a- 

sen a) 

COS A 


e x 

sen a 



e x 

COS A 



C, (a) = COS A 


e x 

0 


e x 

e x (cos a - sen a) 


e x sen x 



c A cos a 



c 2 (A) = c A 


© 


Luego la solucion particular es y = e x cos a + e x sen a y la solucion general es: 
v = c,c' -t c 2 sen jr-f/ cos a ♦ e' sen a 

22 2 

3 3 x *■ X* -I 

Resolver la ecuacion diferencial: xy"-y'-4x y= 16a e ' , y x = e , y 2 = e 


v 


I 1 , J 

"— y 4 a* y = 1 6a e 
x 


Solucion 

La solucion particular es: y = c x ( a) # v, + c 2 (A)y 2 
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donde c ] (x),c 2 (x) son funciones por determinarse: 


Luego: 


e x c\(x) + e 1 c’ 2 (jc) = 0 


,3 _A* 


, de donde se tiene: 


2xe x c\(x)-2xe x c' 2 (x) = \6x e 


c'| (*) = 


0 ** 

16xV -2xe ' 


c' 2 (x) = 


t* 

e 

e ' 

2xe' 2 

2xe~ x 

i 

e x 

0 

2xe' : 

16xV 

e 

♦ 

e* 

2xe' 1 

2xe~'' 


= 4x => c, (jc) = 2x 


= -Axe 


lx 


c 2 (x) = -e 


2.v* 


Luego v -2x 2 e x -e x y la solucion general es: y ~ c x e +c 2 e -e +2x~e 


d*y 


dy 


TEOREMA.- Mostrar que la ecuacion diferencial ——+/ > (x) — + Q{x)y = 0 se 


dx 


dx 


transforma en 


d'u 

dx 2 


+ f(x)u= 0, haciendo el cambio de 


variable y = u(x).v(x), y escogiendo V(x) en forma apropiada 

Demostrackm 


Sea y - u v 


dy __ du dv 
— = V — yu — 
dx dx dx 


d 2 y d 2 u ^dit dv d 2 v 

- f = V 1” + 2-+m—- 

dx“ dx~ dx dx dx 2 


ahora reemplazamos en la ecuacion diferencial dada. 

d 2 u _ du dv d m v _ w du d\\ 

- --♦ 2 ——+ n——■+w— ) + {?(.r)ifv = 0 

rfjf 2 <£v dx dx dx 
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d'u ,d~v _ dv _ „ , dv.du 

- -r+(—7- /’ i vi — * £2(.v)v)n • (/'(vh -2 —)—=0 

dx' dx~ dx dx dx 


d 2 u 1 d 2 v P(x) dv 2 dv.du . 

—+ (-r + ——+ 2 M)h + (/ > (*)+-—)—= 0 

dx‘ v dx~ v dx v dx dx 


( 1 ) 


ahora daremos la forma deseada, escogiendo v(x) de modo que P(x) + — — = 0. 

v dx 


, , 1 dv 1 „ 

donde-= — P(x) entonces In 

v- dx 2 


v = — ■” jp(x)dx de donde v = 


-T \Pix)d< 

e a 


Luego la ecuacion (1) se reduce a: 


d 2 u 1 d 2 v P(x) dv 

—+ (- y+- L - L — + Q(x))u = 0 

dx' v dx' v dx 


... ( 2 ) 


haciendo f(x) = — + - ~ X ~ — + Q(x), la ecuacion (2) 

v dx' v dx 


queda en la forma: 


d 2 u 


—- + f(x)u = 0 
dx' 


Ejemplo.- 


Resolver la ecuacion diferencial 


d 2 u 
dx 2 


■2± + ,--0 

dx 


Solucion 


A la ecuacion diferencial dada escribiremos asi: 


d 'v 2 dy 

—+~—+y = ° 

dx~ x dx 


„(1) 


2 

donde P(a ) = — y Q(x) = 1; haciendo el cambio y = uv 
x 


donde v 


1 - f— . 1 

= e 21 = e J x _ e . in a- _ 


t * . • .3 > .2 2 2 

/(JT) = —+ P.- + 0(x) = ^- + -(-=— —J + 1 = 1 

V V 1 X 1 x~ JT* 


... (2) 


de 


x 


x 
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como la ecuacion (1) se transforma en la forma —— + f{x)u = 0 entonces —— + u = 0 


dx £ 

de donde P(r) = r 2 +1 = 0, cuyas raices son r x = /, r 2 = -i 


dx A 


La solucion es u - c { cos x + c 2 x como y = uv = — => u = xy 

x 

. La solucion es xy = cos jc + c 2 sen* 

Observacion: Si Vj es una solucion de la ecuacion diferencial 

y"+p(x)y'+Q(x)y - /?(*) se puede determinar la segunda solucion 
_y 2 de la ecuacion diferencial mediante la expresion: y 2 = 
donde v(x) es una funcion por determinar. 

Teorema.- Si }\ es la solucion particular de la ecuacion diferencial 

d 2 y dy 

—7 + ~+QMy = 0 

dx 2 dx 

- [p(x)dx 

» t . J 

Demostrar que K = cY\ I--- dx es tambien solucion de la ecuacion diferencial 

J Y? 

Demostracion 

Como Y l es una solucion de la ecuacion diferencial entonces 
} + P(x)Y ] 4- Q{x)Y { => 0(lo verifica) 

de acuerdo a la observacion se tiene Y = Y x z es la solucion general donde z es la funcion 
incognita derivando se tiene Y' = Y x z 1 + Y x ’ z 

r M =r l z ,, +2r l , z , +y 1 ,, z 


ahora reemplazando en la ecuacion diferencial 

y 1 z ,, +2y ] , z , +r 1 M z+/ > (x)(y 1 z , +y 1 , z)+e(x)y 1 z = o 
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y,Z •+ (2 Y x V P(x)Y x )z '+ (y; + P(.v)y, '+ Q{x)Y x ) z = 0 


r l z" + (2y l '+/ J (x)7 1 )z'=0 => z" + (2+ P(x))z' = 0 


( 1 ) 


haciendo z' = u => z"=u' reemplazando en (1) se tiene: 

2K ' u' 2Y, ' 

w' + (——+ P(x)+)u = 0 => — = (——+ P(;t)) integrando lnH = 21n)^ | P{x)dx + c. 


y. « y. 




«■ ■ 1 


In uY{ = I P(x)dx + q levantando el logaritmo 


uYr =e 


|/ > (;r)d!x+c 1 - IV(jr)dr 

J = c.e J 




entonces u = c- 


pero u = z 


A 


P(x)dx 


z' = c --- integrando se tiene: z 


=c l 


/i 


P(x)dx 


- dx + c, como Y -Y^z 


.A 


P{x)dx 


A 


P(x)dx 


r = lU* -rfr + c.1 =e.r, j 2 A + qy, 

J /] J *1 

Se observa que la segunda solucion de la ecuacion diferencial es dada por: 


,a 


P{x)dx 


-dx 


Ejemplo.- Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial 


(1 - x 2 ) —^- 2x — + 2j> = 0 donde Y! = x es la solucion particular. 
dx 2 dx 

Solucion 


de acuerdo al teorema anterior la segunda solucion es: Y 2 = cY { 




P(x)dx 


■dx...( 1) 
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Luego a la ecuacion diferencial expresaremos en la forma. 


«■/“ x 2v r iv 2 -2 v 

—--^ — + -- y = 0 de donde P(x) =--, ahora reemplazamos en (1). 


dx" 1 - x~ dx 1 - j 


\-x* 


\ P{ A' )dx 




v v f e J J f^ 1 -- J fe , f 

= cr, I--- dx-cx I-;- dx =cx I--- dx = CX I' 

J Yr J x- J X 2 J 

Y 2 =cx( ft-4+i c-2-)+!(-!-)],&) 

j x* 2 1 - x 2 14* x 


dx 


Jx*(l-x 2 ) 


Y 2 =cx[- i-I|n(l-x) + l|n(l + jc)] => Y 2 =c{-\+^-H~)] 

X 2 2 2 \-x 

X 1 4- X 

Luego la solucion general es Y = c { y^ + 02 .^ • Y =CiX + c 2 (-1 h— ln(-)) 

2 1 -x 

Ejemplos: 

© Hallar la segunda solucion de la ecuacion diferencial: y"-4xy' + (4jc 2 -2)y = 0 donde 


4>, (*) = *'' 


Solucion 


2 2 X- 2 

Sea <f> 1 (x) = ve x donde v'=u derivando se tiene: ^' 2 (.x) = vV v +2xve 


<f>'\(x) = e x v"+4xe* v' § (4x 2 + 2)e' v, reemplazando en la ecuacion diferencial 

22 2222 

e x v’+(4jc 2 + 2)e' v-4xe* v'-$x~e x v-2e' v = 0 


e x v'’+(4 jc - 4x)e x v’+(8jc -8a‘+2 — 2)e x v = 0 
de donde e*V = 0 -> v" = 0 -> «'= 0 


u = 1 pero v' = u -> v*= 1 —> v = x 

Luego la segunda solucion es: <j) 2 (v) = xe x 


2 
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y la solucion general es: y = c x e* + c 2 xe' 

Resolver la ecuacion diferencial: y".y'+ye 2x - xe 2x -1, y x = sen e x 

Solucion 

Sea y = >>,v, la segunda solucion de la ecuacion diferencial homogenea. 
j> 7 =sene r .v => y' 2 = v'sen e x + cose' .e'v 
y 2 = sene .v +2e cose .v+e (cose -e sene )v - 0 
Luego: sene* .v'M^e* cose 1 .v'+e*[cose' -e* sene']v = 0 
simpliflcando se tiene: sen e x .v"+(2e A cose* -sene*)v’ = 0, v'-u 

sene'.w"+(2e r cose v - sene' )w' = 0 => — + 2e A c tge' -1 = 0 , integrando se tiene 

u 

In u + In sen 2 e x = x => In w.sen" e x = x => wsen 2 e*=e* 
u = e x esc" e x => v' = e x esc" e x 

x x x cos e x 

v — —e tg e como j 7 - sen e v => >s = ~ sen e -- => _ cos e 

sen e* 

Luego la solucion complementaria es: y g = c x sene' + e 2 cose' 

Ahora hallaremos y por metodo variation de parametro: 

I sen e x it ’] + cos e x u\ — 0 

[e* cose'w 1 —e x sene x u' 2 - xe 2 ' -1 

cos e r cos e x 

u \ = xe' cos e x -— => u \ = xe x cos e r -, integrando se tiene: 

e 1 e x 
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f x sene' , fcose" 
u y = Asene - \e - dx~ I- 

J e' J e' 


. r cos e 

dx - x sen e - 


x COSe * * . -ir- 

u 2 =xsene + -, como >• =«,sene +« 2 cose se tiene: y =■ a al simplificar 


© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 


Luego la solucion general es: y = x + c } sene x +c 2 cose r 


EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


Resolver las siguientes ecuaciones: 

2 2 ^ 2 

xy"-y'-4x 'y = \6x e x , y -e x , y = e~ x Rpta: y = c x e + c 2 e * + (2a~ - l)e 
a(1 - a In a)v”+(1 + a 2 In x)y*— (a + l)j> = (1 - Ain A) 2 e v , y x = e x , y 2 = In x 


a 2 (In a -!)>>"+ xy'+y = 0, y x = a 


Rpta: y = e, e x + c 2 In a + e x (a + x In a + In a) 


Rpta: v - c x In x + e 2 a 


2 2 
y' ’±(tg a - 2c tg x)y+2c tg x.y = 0, = sen a Rpta: = c x sen a + c 2 sen a 


x 2 y”-xy'-3y = 5x 4 , y, =- 


n 7 c 2 4 

Rpta: y-c x x + — + a 


a(a-1)v m -(2a-1)^'+2>’ = a 2 (2a-3) , y ] =a 2 Rpta: y = a 3 + CjA 2 + c 2 (2a - 1) 


(A-l)y-Ay+j; = (A-I) 2 .e x , y x ~e x Rpta: y = c ] x + c 2 e' + (— -A)e x 


v"“2a^'+2j; = 0, y } = x 
Av ,, -(A + l)y+ i y = 0, y , -e x 

a y x ' + 2y + xy - 0 


Rpta: y 2 = x 

@ x 2 y''-7xy'+\5y = 0, = x 3 

e. cos a c ? sen a cos a 
Rpta: v --f- 


2 


2 


2 
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© 

senx./' + 2cosjt./.sen x.y = 2cos2jc, tal que yl~) = 1* y\~^)-^ 

__ 1 - cos 2x 

Rpta: y =- 

2 sen x 

© 

y"-4y'-12y = 0 , y, = e 6v 

Rpta: c } e b * +c 2 e 2 * 

© 

x 2 y t, + 2xy , -2y = 0, y , = jc 

Rpta: y = c l x + ^. : - 
X 

© 

> 

cos‘ x.y-sen*cosx.y*-}' = senx, y ] = sec x, y 2 = tgjc 

© 

(x * D 2 - 2xD + 2)y - jc 3 In jc , sabiendo que 
homogenea 

y g = Cj x + c 2 x es la solucion de la ecuacion 

© 

(jc 4 x 3 )y"+(2x 3 -2x 2 x)v’y = (jf-1) , 

JC 

1 

y\ =- 

jc 

© 

xy" - y’ - 4x 3 y = 0 , y, = e x ' 

@ (1 -x 2 )y''-2xy'+2y = 0, y, = x 

© 

(2x + l)y" + (4x-2)y’ + 8y = 0, Y t =e mx 


© 

y” + y'tgx + yeos 2 jr = 0 , = cosx(senx) 


© 

x 4 y"+2x 3 y'+y = x 2 , Y x = sen(-) 

JC 


© 

(l + 2x)y" + 4xy'-4y = 0, X, = <?' 7 * 

(24) (l-x 2 )y"-2xy' + 2y =0 

© 

(x +1) 2 y" - 2(x + l)y' + (x 2 + 2x + 3)y = 0 


7.1. 

APLICACIONES DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE 
SEGUNDO ORDEN.- 


l er Problema.- Trayectoria de un proyectil.- 


Consideremos un proyectil de peso p lanzando con un angulo a sobre el piano vertical. 
Estudiaremos la forma de una trayectoria, despreciando la resistencia del aire. 
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A causa de la direccion de la velocidad inicial v 0 , el proyectil tiende a elevarse pero como 
consecuencia de la fuerza vertical de la gravedad p = mg., la trayectoria se curva hacia el 
suelo, ubiquemonos en el punto M de la trayectoria, al cabo del tiempo t despues del 
lanzamiento, y sean x e y las coordenadas de ese punto. Como se observa en la figura. 
Como la unica fuerza aplicada al proyectil es la gravedad, proyectamos este sobre los dos 
ejes aplicando la formula fundamental F = ma: 


Sobre el eje horizontal 


Sobre el eje vertical 
Con el signo % puesto que 


d~x 

m —- = 0 
dt 2 


d 2 y 

m —- = -/? = -mg. 

dr 


la fuerza p actua en sentido contrario al positivo de y, resulta. 


d x _ , , , dx 

—r- = 0 , de donde — = c = v n cos a x = v n cos a.t + c 

dr dt 0 0 


entonces, para t = 0, x = 0 de donde c = 0 

Obteniendo: x = v 0 r cos a ... (1) 


Tambien: 



dy 

= ~g => - = -gt + c 
dt 


dy 

para t = 0, y como — que es la proyeccion vertical de la velocidad v 0 es igual a v 0 es 
dt 

dy 

igual a v 0 sen a dc donde: \\ } sen a = 0 + c => — = -gt + v 0 sen a 

dt 
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que al integrar se tiene -g — + v 0 sen a + K 


para t = 0, y = 0 se tiene k = 0 de donde y = -g — + v 0 sen a 


... ( 2 ) 


de la ecuacion (1) y (2) se elimina el parametro t 


1 S x 2 , 

y = ----— + x tg a = -ax + bx 

s 0 2 2 

^ v ft cos a 


que representa una parabola de eje paralelo al eje y, pasando por un maximo. 

2 do Probiema.- Problema del resorte vertical.-1 

_i 

Un peso p es atraido por un punto fijo A proporcionalmente a la distancia. Cuando este 
peso se coloca en “O” a una distancia OA = a y debajo del punto A, la atraccion de A 
sobre el peso p es igual y opuesto al peso p. 


Hallar la ecuacion del movimiento del peso p. 

Suponiendo que se le abandone sin velocidad inicial en el punto A. ^Cual es la duracion 
de la oscilacion del peso p y cual es su velocidad cuando llegue a O? No se considera 
resistencia «del aire. 


Llamamos x a la distancia del peso p al origen A, en 
un instante cualquiera y contemos positivamente hacia 
abajo se tiene p = mg. 


Ademas la fuerza atractiva hacia A es de la forma -kx, 
dirigida en sentido inverso al peso, y la ecuacion 
fundamental es: 



de las fuerzas = mr, nos da: 


</~x 

mg - kx — m —— 

dr 


a 



A 

O 


P 


por otra parte, de acuerdo con el enunciado, se tiene en O mg - ka 


mg 


de donde: 


u 
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d~x mg d~x g 

m — r + x = mg ~> — r + — x = g 

dr ci dr a 


ecuacion fundamental de segundo orden incomplete*, cuya solucion es: 


x = M cos . —t + N sen, —t + a 


dx 

para t = 0, x = 0, asi como — se tiene M = -a y N = 0 , de donde 
H dt y 


ij 

x = a - a cos J—/ 

Va 


dx 

~dt 


= \[ga sen 


•••(I) 


por lo tanto el movimiento x = f(t) es sinusoidal y el peso p oscila de 0 a 2a. el periodo es 
\g 


' & 


k a 


En 0, x = a y de acuerdo a la ecuacion (1) se tiene: T = — I— 

2 \g 

de donde la velocidad es v = — = *fag 

dt N * 


3 er Problema.- Movimiento de un punto atraido o repelido por un centro fijo o, 
proporcionalmente a la distancia.- 

En este problema consideremos dos cases: 

a) El primer caso de atraccion 



*o 
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Sea P 0 la position normal de la abscisa x 0 ,v 0 la velocidad initial dirigida hacia el 
entero O, y llamaremos m a la masa del cuerpo. 


La fuerza que actua sobre el cuerpo es: F = -k x (k“ es una constante positiva) 
Como el signo puesto que f se dirige en sentido inverso de x. 

d 2 x 

La formula fundamental del movimiento F = ma da m —— = -k 2 x 

dr 


que haciendo co 2 


k 2 d 2 x 2 . 

— setiene: — — + co * = 0 

m dr 


ecuacion diferencial de segundo orden y su solution es: 


x = A cos cot + B sen cot que es sinusoidal. 

Ahora calculando A y B se tiene: para t = 0, x = x 0 se tiene A = x 0 
, , dx 

Ademas v = — = -/lessen cot + Bco sen cot 
dt 


y para t = 0, v = v 0 se tiene v 0 = Bco => B - — 

co 


de donde se tiene: 


jc = x 0 cos cot+ — sen cot = M sen(cy/ - cp) 

CO 


el coeficiente de t es la pulsation co, de donde el periodo 


2jt ..... 

T es: T =— = 2 n - siendo independiente de las condiciones iniciales. 

co k 


La frecuencia es / r = —, se tiene un movimientp periodico sinusoidal: es decir, el mas 

sencillo de todos los movimiento periodico, se llama tambien movimiento pendular o 
movimiento armonico.- 
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La cantidad x se denomina elongacion o amplitud instantanea de la vibracion, M es la 
amplitud de y, (p la fase. 

Si en un fenomeno vibratorio, la amplitud instantanea viene dado por: x ^ A sen to t la 
dx 

velocidad es: v = — = Acocos cot y la aceleracion. 
cit 

d\* i 

r- — = -Aco" sen cot = -ctfx la fuerza que produce el movimiento (o la fuerza 

dt 

resultante), es, llamado mala masa del cuerpo en movimiento y “a” a la aceleracion: 

F = ma = -waT* = kt o 2 

resultando proporcionalmente al cuadrado de la frecuencia. 
b) Segundo caso de repulsion 

■j 

Siendo la fuerza F = -hk~x 


* "' ii d~x „ d x 2 n / 2 k m 

La ecuacion del movimiento es: m —— = F =- co x = 0 , (co = —) 

dt 1 dt m 

y la solucion de ^—~-co 2 x = 0 es: x = Ae+ Be “ 

dt 2 


Con las condiciones del primer caso se calcula A y B obteniendo finalmente: 


an . —um ,, an - 

e -he v v Q e -e 


X = X(\(- 


-) + — ( : 
CO 


x * 0 eos cot + — senh cot 
co 


4 to Problema.- Solido girando alrededor de un eje. 


d 2 0 


Sea I el momento de inercia con relacion al eje y —— la aceleracion angular entonces la 

dt 2 e 

formula fundamental de los cuerpos que giran alrededor de un eje es: 


/ s de los momentos de las fuerzas 

dr 

Sea 0 el angulo de desviacion de la position de equilibrio y c 0 el momento resultante de 
las fuerzas aplicadas, 
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Momento que supondremos proporcional al angulo 0. 

Como este momento actua en sentido inverso al del angulo 0, es negativo, de donde la 
ecuacion. 



dr 


dr 



ei movimiento resulta perpendicular 6 sinusoidal, y como el coeficiente de t representa la 
pulsation w se deduce el periodo. 



que es independiente de la amplitud. 

Esto es lo que se produce cuando el par c 0 es debido a la torsion de un hilo elastico y un 
resorte espiral o un muelle, como ocurre en el balanceo en espiral o un reloj, o en el 
cuadro movil de un aparato electrico de medida. 

7.1.1 APL1CACION AL PENDULO SIMPLE.- 

Tomemos el angulo 0, el momento de la fuerza p = mg, que tiende a volver al estado de 
equilibrio, es momento = p . t sen 0 = mg^ sen 0, y si se supone que el angulo 0 es lo 
bastante pequeno para que se puedan confundir el seno y el angulo (0 < 1 0° a 2 0°), 
podra escribirse. 


momento = mg £ 0 = c 0 


0 



t 


P = mg 
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Por otra pane, el momenta de inercia con respecto al eje es 1 — m ~, el periodo T es, por 
consiguiente 


T 



/ 

c 


V mS’ \ g 


-> T = 271 


'l 


5 ro Problema.- Oscilaciones forzadas de un sistema oscilante cualquiera. resonancia.- 

Considerando el caso general de una masa de peso m, sometida a una fuerza proporcional, 
con la amplitud x del desplazamiento, dirigida en sentido inverso y sin amortiguacion. 


d ~ x 

La ecuacion del movimiento es: m — —-~k x, (k~ > 0) 

dr 


d~X 2 n 

m —— + k x = 0 

dt 2 


en consecuencia, el sistema es oscilante y la amplitud instantanea es: 


x = jc 0 sen , / — i es decir, una sinusoide sin amortiguar. 

V m 


i k l 

Sea co“ - — y supongamos ahora que este sistema, capaz de oscilar, esta sometido a 
m 

una causa exterior, sinusoidal y de pulsaciort to, sera pues, una fuerza impuesta que va a 
actuar sobre el sistema, y si x 0 es la amplitud maxima, la ecuacion del movimiento se 


convierte en: 


d x f2 ,7 
m —— - k x - k~x Q sen cot 

dr 


...d) 


ecuacion de segundo orden, cuya solucion es: x = A sen (cot + cp) 

dx d x d 2 x M *» x 2 

— = Acocos(cat + <p) => —- -Aar sen( cot + (p) = -co x 

dt dr 

reemplazando en la ecuacion (1) se tiene: 

t i 

~Anuo~ $en{cot + p) + k m A sen(r/>r + tp) -k~x 0 senr/* 
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( 



resulta que: para co < co 0 el movimiento esta en fase 


para co > co {) el movimiento esta en operation 


Si co = co 0 , A = oc, hay resonancia: ia amplitud del movimiento crece considerablemente, 
y hay de enonnes fuerzas. 

Asi la resonancia (mecanica aqui) permite, con fuerzas pequenas, obtener intensos e 
incluso violentos efectos. 

En radio y con circuitos oscilantes se obtiene efectos analogos, lo que permite corregir 
intensas y de tensiones muy altas o sobretensiones utilisimas para amplificadores 6 
emisiones. 



6‘° Problema.- Establecimiento de la formula fundamental de resistencia de materiales 


(flexion de vigas). 


Suponemos una viga horizontal apoyada en dos puntos, pero, por razones de simplicidad 
y claridad, tomemos antes una viga horizontal sujeta a un extremo y sometido a otro a una 
fuerza p. 





♦ p 
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Sea 0 6 la fibra neutra. donde el esfuerzo es nulo, es decir, donde la longitud no cambia, 
encima la materia se estira y debajo se comprime. 

Llamemos, asimilando la viga curvada a un arco de circulo. 


S 

P 

1 

y 



el radio de curvatura de la fibra neutra. 

la longitud inicial de la viga. 

la distancia de una fibra cualquiera encima de 



la linea neutra. 


Se tiene para la fibra media. 


^ = p0 



y para la fibra a la distancia y, de la longitud ha aumentado en 

i + dC = (p + y)0 


de donde dl = vO = y — 

P 

, , .. dt y 

el alargamiento unitario l es i = — = — 

C p 

denominemos “a” el espesor de la viga (perpendicular al piano de la figura) y sea dy un 
pequeiio aumento de y. 


Sobre la superficie a.dy se ejerce una fuerza d F. 
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ay j 

Sea n el esfuerzo por unidad de superficie. n = — =- 

ds ady 

ahora bien, i es proporcional a n, en tanto que no sobrepasa el limite de elasticidad (la Ley 
de Hooke), y puede escribirse, n = ki donde k es una constante, que ha sido calificada 
modulo de elasticidad E. 


Sea, por consiguiente n = E i 

i ) 

— = £(-) de donde dF = —ydy ...(1) 

ady p p 

es la suma de todos los dF sustituida la parte izquierda de la viga supuesta elevada, y 
equilibrando con la fuerza de la derecha. 

En efecto, estando en equilibrio todo el sistema, tomemos los momentos con respecto al 
punto “O” de todas las fuerzas, y escribamos que la suma algebraica de todos los 
momentos es nula, o incluso que: I de los momentos de las fuerzas de la izquierda = S de 
los momentos de las fuerzas de la derecha. 


J 


Es decir I ><//•* = M que se llama tambien momento de flexion. 


Multiplicando la ecuacion (1) por y se tiene: 


aE ^ 

vdF - —- y~dy 
P 


f EC 

, integrando I vdF = M =— I ay' 

Jb * P J 


dy 


ahora bien, ay 2 dy es el momento de inercia de la lamina dy con respecto a la linea neutra 
y si se llama Y el momento de inercia de la seccion s con respecto al eje que pasa por O y 
por G. 
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"f 


ay 2 dy 


XI El , J J (1 + / 2 ) 2 

se tendra M =—, por otra parte el radio de curvatura es: p =--- pero como las 

p y" 

flexiones de las vigas son siempre muy ligeras, / que es la pendiente, resulta 
practicamente nula en cada punto, por lo tanto p = —, lo que da M - Ely " 

y” 


es decir: 


d 2 y M 
dx 2 " El 


Formula fundamental de la flexion en resistencia de materiales. 

7 m0 Problema.- Cdlculo de la flexion de una viga.- 

Consideremos una viga horizontal apoyada en dos puntos en sus extremos, esta viga se va 
a flexionar, para esto tomemos el eje de la viga como eje de las x y llamemos y la 
desnivelacion vertical de la viga en un punto cualquiera, es decir la flexion. 


X 



Si se considera: 


I = momento de inercia de la seccion de la viga con respecto a su centra de gravedad. 

E = el modulo de elasticidad del metal. 

M = suma de los momentos de todas las fuerzas situadas a la derecha (o a la izquierda) de 
la seccion considera a la distancia x, comprendido los momentos debidos a la 
reacciones de los puntos de apoyo. 

P = radio de curvatura de la viga, en un punto cualquiera de la abscisa x. 


Se tiene la misma formula que en el caso de la viga sujeta: 
cuya solucion da la flexion y en un punto cualquiera. 


d 2 y _ M 
dx 1 ~ E I 
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8 V0 Problema.- Vibraciones de una masa pendiente de un muelle.- 

Para formular la ecuacion diferencial de este problema se necesita dos leyes de la fisica, 
la segunda de Newton y la ley de Hooke. 

La segunda Ley de Newton establece que la variation de la cantidad de movimiento de un 
cuerpo por unidad de tiempo es proporcional a la fuerza resultante que actua sobre el 
cuerpo y su sentido es la de la fuerza resultante. 

J 

Expresando en forma matematica es: — (mv) = KF 

dt 

donde m es la masa del cuerpo, v su velocidad, F la fuerza resultante que actua sobre el, K 
una constante de proporcionalidad. 

d 

Si m se considera constante => m — = KF 

dt 

dv 

de donde F = K m a, donde a= — 

dt 

La ley de Hooke establece que la magnitud de las fuerzas necesarias para producir una 
cierta elongacion en un muelle es directamente proporcional a la elongacion, supuesto que 
esta no es demasiado grande, en forma matematica se tiene: | F | = Ks 

donde F es la magnitud de la fuerza, s la elongacion y K es una constante de 
proporcionalidad a la que llamaremos constante del muelle. 

Para formular el problema consideremos lo siguiente: 
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a) iongitud natural L b) masa en equilibrio, c) masa a una distancia x 

muelle con deforma- pordebajo de posicion 

cion L -+ t de equilibrio; Iongitud 

del muelle con deforma- 
cion L + £ + x. 

Ahora consideremos las fuerzas que actuan sobre la masa m. 

1 ° La fuerza de gravedad F ] = mg g es la aceleracion debido a la gravedad. 

2° La fuerza recuperadora del muelle, por la ley de Hooke se tiene = -K(x + (!) por 
ser la fuerza recuperadora F 7 igual a la magnitud pero de sentido opuesto a las 
fuerzas de gravedad, y que para la posicion x = 0, se tiene: 

~mg - -/l(0 + 0 m g = K( por lo tanto F 1 = -Kx - mg 
3° La fuerza de resistcncia del medio llamado fuerza de amortiguamiento, que se 

V? dX ^ A 

expresa asi: = -a — , a > 0 

dr 

4° Cualesquiera fuerzas exteriores que actuan sobre la masa que sera expresado por 
F 4 = F(t) ahora aplicando la segunda ley de Newton F = ma, donde 


F=F i+ F 2 


F i + F 4 


se tiene: m 


d~x 


dx 


= mg — Kx — mg — a — + F(t) de donde: 

in 2 <i< 


d 2 x dx .. 

m —— + a -1- Kx = 

dt 2 dt 


F(t) 


Que es la ecuacion diferencial del movimiento de la masa sujeta al muelle. 


9 no Problema.- Movimiento libre no amortiguado.- 


De la ecuacion diferencial del movimiento. 


d~ x dx 

m —— + a -r Kx = F(t) 

dr dt 


para el caso del movimiento libre no amortiguado 
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sc tiene a = 0 y F(t) = 0 V t entonces: m + Kx = 0 si. = — 

dr m 


d 2 X , 2 


dr 


— + Ax = 0 , cuya solution es: x = c, coskf+ c 2 sen Xt 


donde c [9 c 2 constantes arbitrarias y para 


a(0) = x 0 , x' (0) = v 0 se tiene c, = -y , c 2 = * 0 

A 


x = — cos A t + A n sen A t 


expresaremos en la forma siguiente: x = c(— cos At + — sen At) 

c c 


donde c = J(—) 2 +Xq> 0 siendo —- = -senp 
\ A c 


— = cos (f) obteniendo x = c cos (X t + (j)) => x = c cos( — t + <f>) 
c Mm 


por lo tanto el movimiento libre no amortiguado de la masa es un movimiento armonico 
simple. 


10 mo Problema.- Movimiento libre amortiguado.- 


De la ecuacion diferencial del movimiento — + Air = F(t) , para el caso del 

dr dt 

movimiento libre amortiguado se tiene: F(t) = 0 V t resultando la ecuacion diferencial 

m + a — + Kx = 0 de donde + 2b — + A 2 x - 0 siendo 2b-— 9 A 2 = — 
dt 2 dt dr dt m m 

para la solucion de este problema se presenta tres casos que dependen del signo de 

,2 i 2 

b -a. . 






Ecuaciones Diferenciales de Coejlcientes Variables 


371 


Caso 1 .** Movimiento Oscilatorio Amortiguado.- 

Si b < a. entonces la solucion es: x - e~ bt \c x sen \Ja 2 -b 2 t + c 2 cos \Ia 2 - b 2 1 ] 
que tambien se puede expresar en la forma: x = e~ bt cos [\/a 2 -b 2 t + </>] donde 
c = yjcf + c\ > 0 y <)> esta determinado por las ecuaciones: 

i c i i c ~> 

- sen d> ~ - L — ; cos d) = , ~ 

/ 2 2 12 2 

V c l +C 2 V C l +c 2 

Caso 2.- Amortiguador Critico.-* Si b = A,; La solucion es .v = (c,+c 2 /)e 
Caso 3.- Amortiguamiento Super Critico.- Si b > /* 

Entonces la solucion es: x = c { e v + c 2 e - 

donde t\ - -b + sjb 2 - A 2 , r 2 = - b-ylb 2 - A 2 

1 Ivo Problema.- Circuitos electricos.- 

En las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales a circuitos en serie contiene una fuerza 
electromotnz. elementos de resistencia, induceion y capacidad. 

Una fuerza electromotriz (por ejemplo una bateria o un generador) produce un flujo de 
corriente en un circuito cerrado v que esta corriente produce lo que se llama caida de 
tension (o voltaje). 

Para la caida de tension en cada elemento de resistencia, induceion y capacidad se tiene 
las tres leyes siguientes: 

1° La caida de tension en un elemento de Resistencia es dado por E R = Ri donde R es 
una constante de proporcionalidad llamada resistencia e i la intensidad de la 
corriente. 
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2° La caida de tension en un elemento de induccion es dado por: E, = L — donde L es 

L dt 

una constante de proporcionaiidad Uamada inductancia e i la intensidad de la 
corriente. 


3° La caida de tension en un elemento de capacidad o condensador es dado por: 

E c = -q donde c es una constante de proporcionaiidad llamada capacitancia y q es 
c 

la carga electrica instantanea cn el condensador como i = — entonces: E c = — \idt 

dt c J 


Las leyes fundamentals en el estudio de los circuitos electricos son: 

a) Ley de Kirchoff (forma 1).- La suma algebraica de las caidas instantaneas de 
tension, a lo largo de un circuito cerrado en un sentido espedfico es cero. 


b) Ley de Kirchoff (forma 2).- La suma de las caidas de tension en los elementos 
de induccion, resistencia y capacidad, es igual a la fuerza electromotriz total en 
un circuito cerrado. 


Consideremos el circuito siguiente: 

En este diagrama y en los posteriores emplearemos los siguientes simbolos 
convencionales. 



_^vwv— 


00 00 . 



zrC 


E fuerza electromotriz (bateria o generador) 
R resistencia 
L inductor 


Condensador 
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Aplicando !a ley de Kirchoff. a! circuito y utilizando las leyes de caidas de tension se 

obtiene la ecuaeion: L — + Ri + — q = £' 
dt c 


Como / =— 
dt 


di 

dt 



entonces : 




1 

c 


E 


d"i di 1 dE 

de esta ecuaeion se tiene: L —- + R—+—i = — 

dr dt c dt 

Por lo tanto se tiene las dos ecuaciones. 

Ecuaciones diferenciales para la carga q y la corriente i: 

Si el circuito no tiene condensador la ecuaeion se reduce a: L — + Ri = E 

dt 


y asi se tiene inductor, la ecuaeion se reduce a: 


n dq 1 „ 

R — — ■■} — q - E 
dt c 


Ejercicios Propuestos.- 

© En el extremo cle un muelle espiral sujeto al techo, sc coloca un peso de 8 libras. El peso 
queda en reposo en su posicion de equilibrio. en la que el muelle se ha alargado 6 
pulgadas. A continuacion, el peso se desplaza 3 pulgadas por debajo de la posicion de 
equilibrio y se abandona en t = 0 con una velocidad inicial de 1 pie/seg., dirigida hacia 
abajo. Despreciando la resistencia del medio y suponiendo que no existen fuerzas 
exteriores, detenmnar la amplitude periodo y frecuencia del mo\ imiento resultante: 


Rpta: 


Amplitud del movimlento pie 

. t _ 7t 7T 

el periodo 2(— ) = — seg. 

8 4 

frecuencia es — oscilaciones/seg. 

7T 
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En ei extreme interior de un muelle espirai sujeto al techo se suspende an peso de i2 
libras. El peso queda en reposo en su posicion de equilibrio, en la que el muelle queda 
alargado 1.5 pulgadas. A eontinuacion se lleva el peso 2 pulgadas por debajo de su 
posicion de equilibrio y se abandona partiendo del reposo en t 0. Hallar el 

desplazamiento del peso en funcion del tiempo. Detenninar la amplitud, periodo y 

frecuencia del movimiento resultante. Rpta: .v - — - - . - pies. — oscilacioncs/seg. 

6 6 8 

Al extreme inferior de un muelle espirai suspendido del techo sc liga uu peso de 4 lbs. E! 
peso queda en su posicion de equilibrio en la que el muelle esta alargado 6 pulgadas. En 
el instante t = 0 se golpea cl peso de modo que se pone en movimiento con una velocidad 
inicial de 2 pies/seg. dirigida hacia abajo. 


a) Determinar el desplazamiento resultante y ia velocidad del peso en funcion del 
tiempo. 


b) Hailar Ia amplitud. periodo y frecuencia del movimiento. 

c) Determinar los instantes en los que el peso se encuentra 1.5 pulgadas por debajo de 
su posicion de equilibrio y moviendose hacia abajo. 


d) Determinar los instantes en que se encuentra 1.5 pulgadas por debajo de su posicion 
de equilibrio y movimiento hacia arriba. 


Rpta: a) v = - 


sen 8/ Lv ! it 4 

- b) — pies: “seg, — oscilac i ones/seg. 

4 4 4 it 


it nit , - . 5it nit f 

c) / = — 4 — (//=. 0 , 1 , 2 ,...) d) t = —s-— .) 

48 4 48 4 


La naturaleza dc un muelle espirai es tal que un peso de 225 lbs. le deforma 6 pulgadas. 
El muelle se encuentra suspendido del techo, a su extremo inferior se liga un peso de 16 
ibs. que, a eontinuacion, queda en su posicion de equilibrio. Entonces se lleva a una 
posicion 4 pulgadas por debajo de la del equilibrio y se abandona en t = 0 con una 
velocidad inicial de 2 pies/seg. dirigida hacia abajo. 


a) Determinar el desplazamiento resultante como funcion del tiempo. 
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b) Hallar la amplitud, periodo y frecuencia del movimiento resultante. 

c) ^En que instantc atraviesa el peso su posicion de equilibrio y cual es su velocidad en 
ese instante? 


Rpta: a) 


sen 10/ cos 10/ 
x —-1- 


b) ^^-pies; —(seg), — oscilacionesseg. 
15 5 n 


c) 0.103 seg;-3.888 pies/seg. 

© De un resorte vertical cuya constante de rigidez es igual a 300 Kg^m. se suspende un peso 
de 1 18 Kg. Si el peso se levanta 76.6 mm. sobre su posicion de equilibrio y luego se le 
suelta. calcular el instante en que el peso se halla a 38.3 mm. debajo de su posicion de 
equilibrio y moviendose hacia abajo. Halle tambien la amplitud, periodo y frecuencia del 


movimiento. 


Rpta: .y= 7.66sen(5r + 1 ^-), amplitud 7.66 cm 


© 


© 


2x 5 

El periodo —, la frecuencia — cielos/seg. 

5 2/r 

Un peso de 1.84 Kg. suspendido de un resorte lo estira 76.5 mm. se tira del peso hasta 
bajarlo 153 mm. de su posicion de equilibrio y luego se le suelta. Suponiendo que el peso 
accua una fuerza de amortiguamiento numericamente igual a 3 v kg. siendo v la velocidad 
instantanea en m/seg, hallar la ecuacion del movimiento del peso despues de haberlo 


soltado. 


Rpta: x = 0.153v2<?~ S/ sen(8f + —) 

4 


Una masa de 100 gr. se suspende de un extremo de un resorte y el otro extremo se 
suspende de un soporte fijo dejando que el sistema alcance el reposo. En la posicion de 
equilibrio el resorte se estira 5 cm. La masa se tira 5 cm. hacia abajo y se suelta con una 
velocidad de 7 cm/seg. Encuentre la ecuacion del movimiento de este sistema para las 
siguientes fuerzas de amortiguamiento. 


a) 2.800 


dx gr - cm 
^ seg 2 


b) 3,500 


dx gr - cm 


Jt 


seg~ 


Rpta: a) x = (5 + llt)e 


- 14 / 


b) x — le~ 


,- 28 / 
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Una masa m se proyccta verticalmente hacia arriba desde “0” con una \eiocidad inicial 
v 0 . Hallar la altura maxima alcanzada, suponiendo que la resistencia del aire es 


proporcional a la velocidad. 


Rpta: altura maxima x = 




g + fo>, 
g 


)] 



Se ha colocado una cadena sobre una clavija pulida. colgando, de un lado 8 dm. y del otro 
12 dm. Hallar el tiempo que la cadena tarda, al resbalar, en caerse. 



a) Si se prescinde del rozamiento. 

b) Si el rozamiento es igua! al peso de 1 dm. de cadena. 


„ . [ 10 . 1' /To . x+2 + \lx z +4x 

Rpta: a) t = J — arc. cosh — (a- 




,.; + 2) = I —ln : 
2 \g 


( 10 . 2 3 

— ln-( 

£ 3 2 


b) t - y—ln^(x — + V-v“ + 3*) 


En el extremo inferior de un muelle sujeto al techo se fija un peso de 32 libras. El peso 
queda en reposo en su posicion de equilibrio. en la que el alargamiento del muelle es de 
2 pies. A continuacion se lleva dicho peso 6 pulgadas por debajo de la posicion de 
equilibrio y se abandona t = 0, no existe fuerzas exteriores, pero !a resistencia del medio 


en libras es numerieamente igual a , donde y es la velocidad instantanea en pies 

di dt 

por segundo. Determinar el mo\ imiento resultante para el peso pendiente del muelle. 

Rpta: x = cos(2V3/ T ) 

3 6 



Al extremo inferior de un muelle espiral suspendido del techo se sujeta un peso de 8 lbs. 
que queda en reposo en su posicion de equilibrio con el muelle alargado 0.4 pies, se lleva 
entonces el peso 6 pulgadas por debajo de dicha posicion de equilibrio y se abandona 

en t = 0 La resistencia del medio es, en libras, numerieamente ieua! a 2— donde — es 

dt dt 


la velocidad instantanea en pies por segundo. 











Ecuaciones Diferenciales de Coeficientes Variables 


377 


a) Escribir la ecuacion diferencial del movimienta asi como las condiciones iniciales. 

b) Resolver el problema de valores iniciales planteado en la parte a) para determinar el 
desplazamiento del peso en funcion del tiempo. 


Rpta: a) + 2 — + 20 jc = 0, x(0) = —, .r’(0) = 0 

4 dr dt 2 


_ v _ 4 z. sen 8/ cos 8 1 , 

b) x-e (-+-) 

4 2 


En el extremo inferior de un muelle espiral suspendido de un soporte fijo se coloca un 
peso de 8 lbs. El peso queda en reposo en su posicion de equilibrio, posicion en la que el 
muelle se encuentra deformado 6 pulgadas. A continuacion se desplaza el peso 9 pulgadas 
por debajo de dicha posicion y se abandona en t = 0. El medio ofrece una resistencia que 

es, en libras, numericamente igual a 4—, siendo — la velocidad instantanea en pies por 

dt dt 


segundo. Determinar el desplazamiento del peso en funcion del tiempo. 

Rpta: 


x - (6/ + — )e 
4 


Se ha suspendido un peso de 7.26 Kg. cuya constante de rigidez es 7.44 Kg/m. se aplica 
una fuerza externa dada por F(t) = 10.9 senlOt, t ^ 0, se supone que actua una fuerza de 
amortiguamiento que expresada en Kg. es numericamente igual a 5.95 v, siendo v la 
velocidad instantanea del peso en m/seg. inicialmente el peso se encuentra en reposo en 
su posicion de equilibrio. Halle la posicion del peso en cualquier instante. 


© 


Rpta: x = 0.2925e l ' 55 '- 0.212<? r ' 45 ' - 0.0915sen 10/ - 0.0813cos tOt 


Se suspende un peso de 14.5 Kg. de un resorte vertical cuya constante de rigidez es 
5.95 Kg/m. se aplica una fuerza F(t) = 7.26 sen2t, t > 0. Suponiendo que cuando t = 0 
el cuerpo se encuentra en reposo en su posicion de equilibrio y que la fuerza 
amortiguadora es despreciable, determine la posicion y la velocidad del peso en cualquier 
Rpta: x = 0.61 sen 2t 1.22t cos 2t ; y = 2.44 sen 2t 


instante. 
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© 


Una viga horizontal de 2t metros de longitud esta apoyada en sus extremos. Hallar la 
ecuacion de su curva y su maxima deformation vertical (flecha) cuando tiene una carga 
uniformemente distribuida de co Kg/m. 

Rpta: ^ (4£x*-x 4 -8/ 3 jc) ; -y max = >( 

14 El 24 El 

Resolver el problema 15) si actua, ademas, una carga de W Kg en medio de la viga. 


Rpta: y = -x 4 -U 3 x)+ ~^—(3Cx 2 -\t-x\ 3 -6e 2 x + P) 

24 El 12EI 


© 


-y max = 


Sco(*_ Wf_ 
24 El ' 6 El 


Una viga horizontal de t metros de longitud esta empotrada en un extremo y libre en el 
otro. Hallar la ecuacion de su curva elastica y la flecha maxima si la carga uniformemente 

a) ( 

repartida es co Kg/m. Rpta: v-—--(46r 3 -6^ 2 jc 2 ~x 4 ) ; —y max =- 

24EI 8 El 

Una viga horizontal de t metros de longitud esta empotrada en ambos extremos. Hallar la 
ecuacion de la curva elastica y la flecha maxima si tiene una carga uniformemente 


distribuida de co Kg/m. 


„ COX 2 .2 2 x 

Rpta: v=-(2 Lx-r-x 2 ), -y max = - 

' 24 El 384 El 


19) Resolver el problema 18) si ademas actua un peso W Kg. en el punto medio de la viga. 

Rpta: v =— —(2Cx 3 -C 2 x 2 -x 4 ) + —— (( 3 -6( 2 x + 9Cx 2 -4x 3 ), -5x<( 

24 El 48 El 2 


-v max =—-— (cod 4 + 2Wi 3 ) 
384 El 


20) Una viga de longitud 3 i esta libremente apoyada en los extremos. Hay una carga 
uniforme co por unidad de longitud y carga co aplicada a una distancia l de cada extremo. 
Tome el origen en el punto m~dio de la viga y halle la ecuacion de la curva elastica y la 
maxima de flexion. 
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I 9 , * 4 


,3 , V x 3 f: 2 X (: 13 


3 f 


Rpta: v = —[— (— (~x~ -)] + oj(— £x~ - — +—), — < .\ < 

El 2 8 12 4 6 8 48 2 2 


-y max = - 


I 


384£/ 


(405 <oC +368 a)C) 


Un circuito electrico consta de una inductancia de 0.1 henrios, una resistencia de 20 
ohmios, v un condensador cuya capacidad es de 25 microfaradios (1 microfaradio = ! 0 ^ 
faradios). Hallar la carga de q y la corriente y en el tiempo t, siendo las condiciones 
iniciales: 

da 

a) q = 0.05 coulombios, / = — = 0, para t = 0 

dt 


b) q = 0.05 coulombios, i = -0.2 amperios para t = 0 
-100/ i 


Rpra: a) (/ = e 

b) 


(0.05 cos 624.5/ + 0.008 sen 624.5/) 


; = -0.32<r 1(X ’' sen 624.5; 


- 100 / , 


q = e (0.05 cos 624.5/ + 0.0077 sen 624.5/) 

- 100 / , 


i - e 


(-0.2 cos624.5/ - 32.0sen 624.5/) 


Un circuito consta de una inductancia de 0.05 henrios, una resistencia de 20 ohmios, un 
condensador cuya capacidad es de 100 microfaradios y una f.e.m. de E = 100 voltios. 
Hallar i y q siendo las condiciones iniciales q = 0 i = 0 para t = 0. 

Rpta: q=e 2lX " (-0.01 eos400f - 0.005sen400f) + 0.01 ; i = 5<T 200 ' sen 400l 

Sea L = 10 henry (h), R = 250 ohms (r), C = 10 farads (f) y E = 900 volts, (v) en el 
circuito de ia figura. Suponga que no hay carga presente y que no esta fluycndo corriente 
en el momento T =0 en que se aplica E, calcule la corriente y la carga para todo valor t> 0. 



Rpta: /(/) = 6(e 5 ' -e *°') 


O(t) = —( 9-\2e~ 5 ' +3e~ 20 ') 
10 














380 


Eduardo Espinoza Ramos 


(y) En los ejercicios, halle la corriente de estado estacionario cn el circuito RLC de la figura 
de 23) donde: 


@ 


a) 

L = 5 henrys. 

R = 10 ohms. 

C = 0.1 farad. 

E = 25 sent volts. 

b) 

L = 10 henrys. 

R = 40 ohms. 

C = 0.025 farad. 

E = 100 cos5t volts. 

c) 

L = 1 henrys. 

R = 7 ohms. 

C = 0.1 farad. 

E = 100 sen 1 Ot volts. 

d) 

L = 2.5 henrys. 

R = 10 ohms, 

C = 0.08 farad. 

E = 100 cos5t volts 


25 ) Haile la corriente transitoria en e! circuito RLC de la figura de 23) para los ejercicios de 
24). 


Dado que L = 1 henrys, R = 1200 ohms, C = 10 6 farad, Y(0)=Q(0) = 0 y E = 100 sen 
600 t, volts, determine la corriente transitoria y !a corriente de esta estacionario. 

,- 600 / 

Rpta: I T = --(297sen800/ -96cos800/); I E = —— (24cos600/ -27sen600/) 

2320 580 


27) Se conecta una inductancia de 1 henrios, una resistencia R ohms, y una capacitancia C 
farads, en serie con una f.e.m. de E 0 sen co; volts, suponga que 0(0) = 1(0) = 0 y 

4 L>R 2 C. 


a) Halle la expresion para Q(t) y I(t). b) ^,Que valor de oj producira resonancia? 


Rpta: b) 




2L 


Resuelva ei ejercicio 27) para 4 L < R~C Rpta: b) ningun to produce resonancia. 
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CAPITULO VIII 


8. SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE 
COEFICIENTES CONSTANTES.- 


Un sistema de “n” ecuaciones diferenciales lineales de primer orden en las funciones 
incognitas. x { = (/), x 2 = y/ 2 (t) . x n = y/ n {t) es de la forma siguiente: 


{lx* 

f 2 (t,x ] ,x 2 ,. 

at 



— /„(/% A|, Xt ,t |f ) 

at 

NOT AC ION VECTORIAL 

.y = (.y,,.y 7 ,...,.y„) e V n , / = (/,./,./„). = v) 

at 

donde x { = ^/, a* lf = son diferenciables y con derivadas continuas en (a,b) 

llamadas solucion del sistema. 


Un sistema de i4 n" ecuaciones diferenciales lineales de primer orden de “n” 


incognitas se puede escribir en la forma: 


dxj 

dt 


T \(0 

M 


funciones 


Si b { (t) = 0, el sistema se llama homogenea y si b j (t)*0 el sistema se llama no 
homogenea. Para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales existen los siguientes 
metodos: 
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METODO: Reduction de un Sistema a una Ecuacion Diferencial de n-Esimo Orden.- 


Consideremos un sistema de dos ecuaciones: 


— = ax + fcv + f(t) —(I) 

di 

-y = cx + dy + g(t ) ...(2) 

dt 


donde a, b, c ,d, son constantes f(t), g(t) son funciones conocidas: x(t), y(t) son funciones 

1 dx 

incognitas de la ecuacion (1) despejamos v = —(—— ax- f(t)) 

b dt 

reemplazando y en (2) se obtiene: 

d r 1 dx _ / . .. d dx ... / . 

—E—(—— a* - /('))] = cx + T ("T “ ax “ + S(0 

dt h dt b dt 


1 d~x adx d / .. .. d dx ... . . ~ 

7 — ,- --—(f(t))-cx-—(—-ax-f(t))-g(t) = 0 

b dt 2 dt dt b dt 


simplificando se tiene: 


, d x n dx _ ^ 

A —— + B - \-cx - R(t) 

dt dt 


donde A, B, C son constante que es una ecuacion diferencial de coeficientes constantes. 

Ejemplo.- 


© 


Resolver: < 


dx „ „ 

— = 3-2 y 

...(D 

dt 


di 

— =2x-2t 

...(2) 

dt 


Solucion 


1 . dx n 

De (l)se tiene ^ = —(3-) Reemplazando en (2): 

2 dt 


d * 1 dx „ „ 

— ( - ) = 2x-2t 

dt 2 2 dt 


1 d 2 x d 2 x 

-_ — 2x -21 => —— + 4a* = At 

2 dr dr 


es una ecuacion no homogenea. 
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© 


El polinomio general de la ecuacion homogenea es: r 2 + 4 = 0 f] = 2i, r 2 - -2 1 . 

La solucion general de la ecuacion homogenea es: x = Cj cos2f + c 2 sen It. 

La solucion particular es: x = At + B 

x = A => x = 0 => 0 + 4(4r ^ 5) = 4/ 

p p 

4A = A => A = l, B = 0 => = / 

La solucion general de la ecuacion no homogenea es: x = x y + x^ = c, cos2r + c 2 sen 2f +1 


Resolver: 


dx 

— = x ~2y 

dt 

—(i) 

dy 

— = x + 3 v 
dt 

... (2) 


Solucion 


1 

De (1) se tiene y = — (x-) reemplazando en (2) 

2 dt 

-[—(a -—)] = x + —(x-—), calculando la derivada 
dt 2 dt 2 dt 

1 dx 1 d 2 x 3 3 dx . . d' x dx 

-— = x +—x-, al simplificar se tiene: —— - 4— + 5x = 0 

2 dt 2 dt 2 2 2 dt dt 2 dt 

El polinomio caracteristico es P(r)-r -4r + 5 = 0 de donde rj=2 + (, r 2 -2-i 
La solucion general es: x K = c x e a ' cos (h + c 2 e ax sen A 

, it 2 * 

es decir: x . = c,e cos x -f sen x 


© 


Resolver: 


rfv . A 

-h 3x+ v = 0 

dt 

d\ 

- x + v = 0 

dt 


...( 1 ) 


•~( 2 ) 


A-(0)= v(0)=l 
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Solucion 

dy 

de (2) despejamos x es decir x = v + — , reemplazando cn (1) 

dt 

d dy d~y dv 

— + —) + 3( v + —) + y = 0, efectuando la derivada se tiene: ——+ 4 — + 4y = 0 

dt ' dt dt dt~ dt 

Polinomio caracteristico P(r) = r 2 + 4r + 4 = 0 , de donde r = -2 de multiplicidad 2. 

x = c x e 2t + c 2 te ~ 2t , x(0) = 1 => c { = 1, remplazando en (1) 

-2c,e 21 - 2c^te 1 + c 2 e 21 4- 3 c x e 21 + 3c 2 ^ * + y(t) = 0 

c } e +c 2 te * r +c 2 e 2/ + y(/) = 0 

+ c 2 te~ 2t +c 2 e~ 2 ' +1 = 0 => l+c 2 4-1=0 => c 2 = -2 

la solucion es x = e 21 - 2te ’ , analogamente para y = e (1 + 2/) 


© 


Resolver: 


dx 1 2 ^ 3 

— = 3x — y-3r —/+- 

dt 2 2 2 

- = 2y-2t-\ 
dt 


• d) 
.( 2 ) 


Solucion 

y = 3x- — -2t l —~t + — , reemplazando en (2) 


I dx -2 13 


2" dt 

3 rft 1 d 2 x 


2 2 


-3/ — = 12x - 4-12/“ -2/ + 6-2/-1 , al simplihcar 

2 dt 2 dt 2 4 dt 


2 — -10 — + 12.x = 12r-8;-6 => ~-5 — + 6x = 6f 2 -4?-3 => r 2 -5r + 6 = 0 
</f dt 2 dt 


r = 2, r = 3; x g = c x e 2t 4- c 2 e 3t , la solucion particular es: 


x = ^/ +Z?/ + c => x =9 At-^B => x.=2A 

P P r 
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reemplazando en la ecuacion diferencial: 

2 A - \ QAl -SB+ 6 At 2 +6Bt+6c = 6/ 2 -4/-3 
6A “ 6 => A = 1 

(-10A ■+■ 6B) = -4 => B = 1 
2A-5B + 60-3 
2 - 5 + 6C = -3 

C = 0 .v = .\* + y 


2 ( 


3 / , 2 


x - c x e +c 2 e -r/ +r 

METODO: Matricial para Sistema de Primer Orden con Coeficientes Constantes.- 

dx 


Consideremos el siguiente sistema: „ 


• = «n Y i +a \2 x z 




l/» A n 


dt 
dx\ 

* a 2} + a 22 X 2 + .+ « 2 »*#, 

dt 


dx„ 


...( 1 ) 


Jr 


a ,<l T l ’ “*2 T 2 

Las soluciones de este sistema de ecuaciones es de la forma: 

v. - , y 7 = p 2 e\...,x n - p n e" > donde /?,, i - l,...,n son constantes 

Jy | 


x, = /?,<?" - — L */?,/v' T 

dt 


-v, = 


dx 2 

”57 




= /W' 


■v„ =A,Z' -> ~t = P»re" 

dt 


... ( 2 ) 


Como 
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Reemplazando (2) en (1) se obtiene: 

| fire 1 ' 1 =ct t] fie rl x a, 2 /V'' x ... + a in f3„e" 
fare' 1 =a-, A P 2 e n ■+ -a 22 fl 2 e" +...+u 2n /3 n e n 


A«’ r +- + “„»P,S 


simplificando se obtiene: 


p ] r = a u p ] +a v J3 2 + ...-a 2 J) l: 
Pi r = a 2 , /?, x « 22 /? 2 +... x a,„ /?, 


fin** ^n\P\ ^ 2 “*"••• x M/tii fin 

[(«!! ~r)fii -a i2 fi 2 -r ... + ■* 0 

" 21 A + (tf | 2 ~ r )Pl + • + u lnP» = '^ 

(a) 


a es un sistema de ecuaciones homogeneas y tiene solucion no nuia si v solo si: 


6’ n -r a, ; ... o u 

^21 ^22 ■ ** ^ 2 « 


= 0 


r 


Luego P(r) = 0 valores propios del sistema y cada valor de r determinara p. 
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Veremos para el caso de 3 ecuaciones. 


dx 

— = ax + bv + cz 
dt 

dy 


dt 


- a { x + b x y + C)Z 


dz 

— = a 2 x + o 2 y + c 2 z 


Las soluciones son x = Xe r \ y = ue rt , z = ne rt , 



=> 

dt 

n 


dy rt 

ue 


— = ue 
dt 

rt 


dz 

ne 


— = ue 
dt 


donde K u, n, r, son constantes. 


(3) 


Reemplazando (3) en (1) se obtiene: 


Are n = aAe rl +bue n + cne rt 

ure n = a t Ae" -hbjue' 1 , simplificando se tiene: 

nre 1 -a 2 Ae l + b 2 ae n +c*>ne rl 


Ar = a A + bu + cn 
ur = a, A + u + c*| n 
nr = a 2 A + b 2 u + c 2 n 


igualando a cero 


{a -r)A + bu + cn = 0 
* A + (fy - r)u + cn = 0 

a 2 A + b 2 u + (c 2 -r)n = 0 


Luego: p(r) 


a-r b c 


a\ 

a 2 


b\ -r 
b 2 



P(r) = 0 


Si f ] , , r 3 son las raices del polinomio 

P(r) = 0 Si r = t] , se resuelve el sistema y se obtiene: 'k l ,u l ,n 

Si r - r 2 , se resuelve el sistema y se obtiene: k 2 , z / 2 » w 2 
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Si r = r 3 , se resuelve el sistema y se obtiene: ,m 3 , « 3 
Obteniendose las soluciones particulares: 

• V V V 

. * “l* . *1 = "l* 

< v y 

*2 = ' - v 2 = u 2 * * • *2 - n 2 e * 


rw rif ft/ 

*3 * * 3 e , x 3 = u 3 e , z 3 = n 3 e 


La solucion general es: 


* = *i*i J ” * 2 -V| '*'* 3*1 
^ = c,jr 2 +c 2 >, c 3 z 2 
z = c,x 3 +c 2 y 3 +C3Z3 


© 


Ejemplos.- 


Resolver: 


— = t — v + 3 z 
dt~ 

dy 

— = x + y — z 

dl 

dr _ 
df ~ * V 


Solucion 



2 -r -1 3 


J*r) = 

1 1 —r -1 

0 1 -1 — r 

= 0 => • 


r,=l 

r 2 =" 1 
r,=2 


© 


Resolver: 


dx 

— = 2 .x: - v + 3 z 
dt 

dy 

— = x + y-z 
dt 

dz , 

~dt ’ 1 


Solucion 
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a-r b c 


2-/- -1 3 

p(r) = 

a, b,-r c, 

= 0 reemplazando /?(r) - 

1 1 — r -1 


a 2 ^2 c 2 “ r 


0 1 —1—r 


(2 — r)[-1(1 - r)(i+ r) + 1] + (-1 - r) + 3 = 0 

(2-r)[-(l -r 2 ) + l] + 2-r = 0 => (2-r)r 2 +(2-r) = 0 => (r 2 +l)(2-r) = 0 => r = 2 
(a - r)A +6w +ch = 0 

a x k + (l\ - r)u + c, n = 0 , reemplazando los datos se tiene: 
a 2 /l + Z> 2 u +c 2 fl = 0 


(U-u + 3w = 0 
A - u - n = 0 
0A -hi/— 3w = 0 


u * 3« 

A, = 4«, n = 1 

« = 3, A = 4 


(0- 


© 


Ejercicios Propuestos.- 

Resolver los siguientes ejercicios: 


dx 

— = v + : 
dt * 


■ = Z + X 


dy 

dt 


dz 

-r m *+y 

dt 


© 


dx 

— 

dt 

dy , 

— = lx + r 
dt 

— = 3x + v 
dt 


© 


= 8y 
= _>r 


— = 2jr+8v-2r 


© 


it 

— = 6r - V 
dt 

dy . , 

i/ 
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© 


dx ... 

— = x-y +1 x(0) 

dt 

^ = x-2y + 2t y(0) 

dt 

7 

~~ 9 

5 

" 9 

© 

dx 

7r y 

dx dy 

-— = X + V 

dt dt 

dx dy ~t 

7 + 7~ e ~ y x{0) = -2 

2 dx dy ’ >-(0) = 1 

-+ — = sen r - 2 v 

dt dt 

© ' 

dx 

— = x + 4y 
dt 

dy 

— = x + y 
dt 

dx ■) 

2 — = 6x-y-6t 2 - t + 3 
dt 

<A- . , 

— = 2y-2/-l 
dt 

*(0) = 2 
MO) = 3 

© • 

dx 

77 x ^ y 

± = y 

dt 

dx . 

— = 2x + y 
dt 

^- = 2x + 3y 


© • 

dx _ 

— = lx + 4y 
dt 

dy i 

- = -x + 3y 

dt 

— = -2x 
dt 

dy 

— = — 3x + y 
dt 


© * 

dx , , 

dt 

d y -i ^ 

dt 

— = 4 x - y + 1 +1 
dt 

— = 2x + y + t -\ 
dt 


© * 

d.X . 

— — x + 4v + 3te 
dt 

dy , 

— = x + y + e 
dt 

dx . . 

— = 5x - 4y 
dt 

dy 

— = 2 x + y 
dt 


© • 

— = 2jr-3v 
dt 

— =3, x + 2v 
dt 


x(x) = -l 
y (*)=o 
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dx 

—=a-3v 
dt 


=2x+y 


dx . . ox „ . ■>, 

-2a+ 2— = 2 - 4e~ 

dt dt 

-dx -dy 

2-3a + 3 —- v = 0 

dt dt ' 


dy 


d~ x -dy - 
—- + a-2—= 2 1 


dr 


dt 


-dx dy - 

2 - a + — -2y = 7 

dt dt ' 


\{D + 2)x+(D + \)y = t 
5x + (D + 3)y = t 2 


(D-\)x + (D + 3)y = e ~‘-1 
(D + 2)x + (D + 1) y = e 2 ' +t 


d* a -> 

— = 4a - 2 v 
dt 

dv . 

— = 5a + 2 y 

dt 


dx 

— = 5a + 4 y 
dt 

dy 


dt 


= -A + V 


| Dx-(D + l)j = e~‘ 
\x + (D-\)y = e 2 ' 


(D + 1)a + (2D + 7)> = e' +2 
-2x + (D + 3)y = e' -I 
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CAPITULO IX 


9. RESOLUCION DE ECUACION ES DIFERENCIALES 

MEDIANTE SERIES DE POTENCIAS 


Procedimientos.- El metodo para obtener la solucion de una ecuacion diferencial en 
serie de potencias es similar a la tecnica ci. ios coeficientcs irkKtcrminados para ello se 
necesita conocer la derivada de una serie de potencias y de las propiedades de series de 
potencias. 



El proceso para obtener la solucion en serie de potencia de una ecuacion diferencial 
veremos mediante el siguiente ejemplo. 


Hallar la solucion en serie de potencias de la ecuacion diferencial —— 2xy = 0 . 


Solucion 


Suponiendo que la solucion de la ecuacion diferencial 

X 

o 

II 

rj 


en serie de potencia es: y = 


...(2) 
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ah ora determinaremos los coeficientes c rj , para que (2) converja a una fund on que 
satisfaga (1) para esto derivamos (2) termino a termino, es decir: 




dy 

— — / / 


# 1=0 


entonces —= * nc„x 
dx 

«=i 


#;-» 


ahora reemplazamos en la ecuacion diferencial (1): 

X 9 . 

dy 


dx 


■ 2 xy = ^ " nc n x>i 1 - ^ c n x n = 


0 


#i=l 


«=0 


#i=0 


enseguida debemos de igualar las potencias y se obtiene aplicando las propiedades de las 
series de potencias 

— - 2 xy = y (// 4* \)c a ^x tt - 2 ^y~ jjc" = 0 , ahora igualanios los inicios es decir: 

«-i 

PC 

^ " + 1 )c „ + 1 *" - ^ 2c„_, .v" = 0 

/#=! #;=l 

ot 

Luego efectuamos la suma de las series c x 4- i ((« + l)c„ + , -2c„_, )x" = 0 


</> 

-— 2xv - c, 
dx 


/?— i 


aplicando el metodo de los coeficientes indeterminados e igualamos termino a termino se 
tiene: C| = 0 


(« + l)c„ + , - 2c„_, = 0 para n = 1,2, 3,. 

2c,., 


n + 1 


se llama formula de recurrencia 


2c„ 


para n = 1 , c 2 - —— = c 0 


2c, „ 

, c, = —— = 0 


n = 2 
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^^ 2 c 2 ^2 ^*0 ^0 


2 c? 


n = 4 , Cc = —- = 0 


n = 5 c ~ ^ C4 C ° - C ° 

6 6 2.3 ‘ 3! 

2c 5 

n = 6 , c 7 = = 0 


n = 7 , Co = 


2c jc 

8 ~ 3!4 9 4! 


como i = y c n x n = c 0 ♦ Cgjr-f c 2 * - • • - * * . * 1 - 
» 0 


2 <0 4 c 0 b c O K 

i-. Jf f-S-J + — JV + — * + ... 

2! 3! 4! 

^ = c 0 (l+x — + — + .1 = <„ > — 

Z! 4! A—< n ! 


«--0 


Que es la solucion de la ecuacion diferencial. 


9.1. SOLUCION DE LAS ECU ACIONES DIFERENCIALES DE 
SEGUNDO ORDEN ENTORNO A PUNTOS ORDINARIOS.- 


Consideremos la ecuacion diferencial lineal de segundo orden 


d 2 y 


dy 


a 2 (x) + a, (x) — + a 0 (x)y = 0 

dxr dx 


0 ) 


la ecuacion (1) se escribe en la forma. 


d‘y 


dv 


+ P(x) — + Q{x)y = 0 
dx 1 dx 


.. (2) 
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u 2 (x) a 2 (x) 

para obtener la solucion de la ecuacion diferencial (1) entomo a puntos ordinaries 
daremos las siguientes definicion. 


Funcion Analitica.- Una funcion f(x) se dice que es analitica en jc = jc 0 , si se puede 
representar en serie de potencia en ( x-x 0 ) con radio de convergencia R > 0. 

Observacion General.- Las funciones elementales (todas las funeiones que conocenios) 
se pu ^de escribir como una serie de Taylor y por lo tanto seran analiticas. 


Definicion.- Se dice que x-x Q es una punto ordinario de la ecuacion (1) si P(x)yQ(x) 
tienen una serie de potencia en (x - x 0 ) con un radio de convergencia R > 0. 


Si un punto no es punto ordinario, se dice que es un punto singular de la ecuacion. 

d" d 

Ejemplo.- En la ecuacion diferencial -—~ + e x — -h (sen jt).y = 0, todo valor finito de x 

dx 2 dx 

es un punto ordinario. En particular vemos que x - 0 es un punto ordinario puesto que 


xx X X 

e x = 1 + - + ■— * y sen jc = jc + -h 1 —h... convergencia para todo valor finito de x. 

1! 2! 3! 5! 


d m y 

Ejemplo.- La ecuacion diferencial a' — — + (sen x)y = 0 tiene un punto ordinario en 

dx~ 

sen x 

x = 0 puesto que se puede demostrar que Q(x) = - tiene el desarrollo en serie de 


2 4 6 

X X x 


potencias Q(x) = 1 — + — - — + que converge para todos los valores finitos de x. 


d 2 v 

Ejemplo.- La ecuacion diferencial —— + (In x)y ~ 0 , tiene un punto singular en x = 0, 

dx 2 

puesto que Q(x) = Ln x no tiene un desarrollo en serie de potencia de x. 
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Observacion.- Estudiaremos primeramente el caso en que la ecuacion 
d 2 v dv 

a 2 (x) ——+ «,(*)— 4-a 0 (.r)v = 0, sus coeficientes son polineales y no tiene factores 
dx 2 dx 

comunes, un punto x = x 0 es. 

i) Un punto ordinario si a 2 ( v 0 ) * 0 ii) Un punto singular si a 2 (x 0 ) = 0 

Ejemplo.- 

a) Los puntos singulares de la ecuacion diferencial (x“ - 4)y M -r2.vi’+6 y = 0 son las 

soluciones de x 2 -4 = 0 es decir x = ± 2, todos los otros valores finitos de x son 
puntos ordinarios. 

b) Los puntos singulares no necesariamente son numeros reales. La ecuacion 
(x~ 4- 4)y' '+xy'-y = 0 , tiene puntos singulares para las soluciones de x 2 +4 = 0 

es decir x = ± 2i, todos los otros valores finitos de x, reales 6 complejos, son puntos 
ordinanos. 


Notas.- Ahora encontraremos soluciones en serie de potencia entomo a puntos ordinarios 
para ecuaciones diferenciales de tipo (1) y para esto enunciaremos el siguiente 
teorema sin demostrarlo. 


Teoreina.- Si x = x 0 es un punto ordinario de la ecuacion diferencial 


d 2 v dv 

a 2 ( x ) — y + a l ( x ) — + (x)y = 0 

dx 2 dx 


, siempre podemos encontrar dos 


X 

soluciones distintos en serie de potencias, que son de la forma y = c n (x - .v 0 )" . 


n= o 


Una solucion en serie converge por lo menos para x-x 0 \< R\, donde R j es la distancia 
al punto singular mas cercano, para resolver una ecuacion diferencial de segundo orden 

ai(x)—^- + a ] (x) — + a 0 (x)y = 0, buscamos dos conjuntos diferentes de coeficientes 
dx 2 dx 

c n de mode que se tenga dos series de potencias linealmente independientes y 

y 2 (x ), ambas desarrolladas entomo al mismo punto ordinario x = x 0 . 
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Luego la solution general de la ecuacion dilerencial es 


y=c i y l (x) + c 2 y 2 (x) 


d V 

Ejemplo.- Resolver la ecuacion diferencial de segundo orden. —- 2xy = 0 

dx' 

Solution 

Nota.- Para simplificar, supondremos que un punto ordinario esta siempre localizado 
en x = 0, ya que si no la esta, la sustitucion t = x-x§ traslada el valor 

x = Xq a t = 0. 

PC 

Si >: = 0 es un punto ordinario de la ecuacion diferencial entonces y = ^ c n x n es la 
solution en serie de potencias de la ecuacion dada de donde. 

~ = ^ ~r ~ 

C d , -- t 


«=0 


y = Z^ c ” x 

»=0 


n~2 


dx 


/i=i 


n=2 


^2 00 00 

por lo tanto al reemplazar se tiene: —— ~2xy =^ n(n -\)c n x n ~ 2 - ^ 2c n x n * 1 =0 

^ r w -2 «=0 

ahora debemos de igualar las potencias y para esto se aplica las propiedades de las series 
de potencias: (h + 2X« +1 )c„+ 2 x" - ^ 2c„_| x" =0 


n =0 


□C CC 

Luego igualando los inicios es decir: 1.2.c 2 + ( n 4- 2)(n + l)c n+2 x n - ^ ^ 2 c n _ { x n =0 


n=\ 


ahora efectuaremos la suma algebraica de las series 

00 

1.2.c 2 +^ ((/7 + 2)(m + 1)c„ +2 -2c„_,)x" =0 


W—1 


aplicando el metodo de los coeficientes indeterminados e igualando termino a termino se 
tiene: .2 c 2 = 0 => c 2 = 0 


(n + 2){n + l)c w+2 “ 2c n-\ = 0 P ara n = 1, 2, 3, 4,... 
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La ultima expresion es equivalente a. c n+2 = 


2c. 


(n + 2)(n + \) 


, n = 1,2,3, . 


ahora iterando se tiene: n = 1, c, = = —- 

2.3 2.3 

2c| 

n = 2, c 4 = —- 

3.4 


n = 3, c 5 = = 0 

5 4.5 


n 4. c. = —4 a 


2*3 . 2 c 0 


5.6 2.3.5.6 


. 2c 4 2‘c, 

n = 5, c 7 = —- =-— 

6.7 3.4.6.7 

2c< „ 

n = 6 > c 8= —= 0- etc. 


X 

como y = ^^c ff ;r rt ~ c o +qx + c 2 .r 2 +c 3 x 3 + c 4 x 4 + ... 

n=0 

2 cq 3 2q 4 2 C| 7 

>> = c 0 +<:,* + —-jr +— L x +--— x + ... 

2.3 3.4 3 . 4 . 6.7 


c 0 3 

y = c o + 


2c n i 2 Cq ^ 2 Cq ^ 


-JC +- 


2c, 


2.3 2.3.5.6 23.5.6.8.9 


0 9 4 

X +... + C, .v + —~.r 


3.4 


._^£ l _ a - 7 | 23g i a .iq + 

3.4.6.7 3.4.6.7.9.10 


> , = c o( 1 + — * 3 + 


2 3 2 2 t 2 3 9 x 
— X +- X + - X +...) 

2.3 2.3.5.6 2.3.5.6.8.9 


2x* 2 l 


+C](x +-+- x 1 +- 

3.4 3.4.6.7 


-x 10 +...) 


3.4.6.7.9.10 
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Ejemplo.- Resolver la ecuacion de segundo orden -— + x — + y = 0 

dx* dx 

Solution 

de acuerdo a la nota el punto ordinario se toma x = 0 entonces la solucion en serie de 

* X 

d 3 y V 


potencia es y- > c„x" => — = ^ wc n*" ' =* —— r = ^ «(« — l)c„ a - " 2 ahora 

„ ^ •—? dx' —rf 

n=0 /i—l n~2 


reemplazamos en la ecuacion diferencial 

X ■ t 

— + y - n(n-\)c n x n 2 +x^^nc f1 x n 1 + ^ c„jr /f = 0 , ahora ponemos las x 

X X X 

enuna ismapotencli ^^(/? + 1 )(« + 2 )c„ +2 *' J + ^ = o 


dy 
dx 2 


«=o 


/j-i 


/i=0 


x x 

^ [(» + D(« + 2 )c„ +2 + c„ ]jc" + ^^nc„x n = 0, igualando los inicios de las series se 


n=0 

tiene. 


X x. 

2c z + c 0 + ^[(w + \)(n + 2 )c n+2 + c„ ]x" + ^ nc„x n = 0 

M = I 

efectuando la suma algebraica de la serie: 

x 

2c 2 + Cq + S [( ” +1)(« + 2)c n+1 +(n + l)c„ ]x” = 0 
»^1 

aplicando el metodo de los coeficientes indeterminados e igualando terminos a termino 
se tiene. 

c o 


2c 2 +c 0 = 0 

(« + 1 X « + 2 ) c „+ 2 + (« + 1 ) c „ =0 




M* 2 


para: n = 1, c 3 = ■ 
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n - 9 . _ C 2 _ C 0 

n Z, Ca — — 

4 4 2.4 


, c 3 c, 

n = 3, c, — 

5 3.5 


n = 4, c,=-4 = - 


6 2.4.6 


n = 5, C7= -fU—£L_ 

7 3.5.7 


„ J (-l)"c, (l) n c, 

Generalizando se tiene: c 2 „ =- — ' -- y c 2(I+1 = -™ 


2.4.6.. ..(2*) 


1.3.5.(2m+ 1) 


como .v = c 0 + c,x + c 2 x 2 + c 2 x 3 +...+c 2n x 2n + c 2n+i x 2 " + ' +. 


CnX 


_ f y 

2.4.6...(2m) + ^—G.3.5...(2m+ 1) 

//=0 n =0 


=y (-lr 


dy ^ 

Ejemplo.- Resolver la ecuacion diferencial —= l + y , mediante series de potencia de 

dx 

x, sabiendo que y (0) = 0 

Solucion 

at 

Tomamos a x 0 = 0 como punto ordinario, por lo tanto la solucion es y = ^ ^ c n .r" • 

»=o 

ahora determinaremos los coeficientes c n , obteniendose mediante la derivada 

ac ac 

v = ^ entonces ^ ^ x n 1 , reemplazando en la ecuacion dada se tiene: 




/!=] 


=i+ c„ xn ) 2 => 

n= 1 /j=0 0=1 n=0 n=0 

oc x a 

nc„x* 1 - ^ * ( "y ' c k c n _ k )x tt = 1; ahora ponemos las x en una misma potencia. 




n=0 A=0 
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x n 


-T (T c k .c n _ k )x n = 1 ; efectuando la surna algebraica de la serie. 

X X 

^((«+'K +1 -y,c A .^,y-= i 


A=0 


como se tiene un termino independiente en el segundo miembro entonces desarrollamos 
para n = 0 en la sene: e,.£[„,/■*„, -£ V ..,K=I 

A =0 w=l A =0 

aplicamos el metodo de los coeficientes indeterminados e igualando terminos a termino 

n 

se tiene: c, -c 0 2 =1 y (« + l)c„ + , - ^ q x-,..* = 0 


A*0 


Luego: 


C| =1 + C6 


^77 + 1 


= — :> C k £ n-k 

/? • < 

A-0 


, aplicando la condicion inicial y(0)= 0 se tiene. 


= =c 0 +c,.v + c 2 A - 2 +... + c„jc" +... 

n =0 

>’(0) = c 0 = 0 => c 0 = 0 de donde c { - 1 

I 

I ^ 

paia: 


»: n- 1 . cj = <?**,-* >c ,^,]=0 


l. , 1 

} . ^i +q-Ci +c 2 r 0 J = - 


n = 2 . c 3 ■ ^ * 1-1 “ jl f o' 

n> 3 . c 4 = ^^c*.c 3 _* = ^L t 'o- c : +c i r * * c J r i * C J^] = 0 

4-0 

1 1 2 
n * •*. e, = - / c t x 4 . t ■ -Icn-Ci +«i*j ^2*2 + c j*i +c 4 *oJ = 




402 


Eduardo Espinoza Ramos 


n = 5, c f 


45 > 


C 5-k ~ 0 


A-0 

6 


_ r JV 17 

n — o, Cn — *“ / ci -Cc_l — 

u 315 
<-=o 

oc 

Luego la solucion queda en la forma: v - ^ = c 0 +c ] x + c 2 x 2 + ... + c fr \ J ‘ +... 


«=o 


1 3 2 $ 17 i 

V = JM - X H-A +- X +... 

3 15 315 


••• y = tg x. 


t Y J\ 

Ejemplo.- Hallar la solucion general de i& "cuacion difereneiai —~ - 2x -3 y - 0 

dx 4 - dx 

Solucion 

Tomemos a x 0 = 0 como punto ordinario, por lo tanto la solucion en serie de potencias 

X 

alrededor de x 0 = 0 es: y = c n x n 


nMl 


de donde 


~ = y nc „ . v ”' 1 => 

dx c ix~ L-* 


n=1 

ahora reemplazamos en la ecuacion di*'erencial dada 


r * 

Ik', t* 2 - n c n x ll [ - c n x n =0 

X at 

^ n(n -\)c n x n l - Y 2nc n x n - 3^^ c n x tl - 0 . poniendo las x en una misrna potencia 

n=\ n- 0 

y (n + 2 )(n + 1 )c„^x" ^ 2ac * X " ’ X k 


=0 


(/=<) 


ahora poniendo los inicios iguales se tiene: 
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efectuando la suma algebraica de la serie. 

2c, -3c 0 +^M(«-r2)(M + l)c nT2 ~{2n + 3)c„]x" =0 

n =I 

efectuando el metodo de los coeficientes indeterminados e igualando termino a termino. 
2c 2 ~ 3c 0 = 0 y (w + 2)(w+l)c„ +2 -(2 h + 3)c„ =0 



para n = 1, 

n = 2, 

n = 3, 

n = 4, 


(2w + 

3 > c " w 

(« + 2)(n + l)’ 

_5q 


2.3 


1 

0*1 
r- j 

1 

3.7 

3.4 

2.3.4.5 C ° 

9c 3 

5.9 

4.5 

Ci 

2.3.4.5 ' 

11 

3.7.11 

, — ^4 

5.6 

~ 2.3.4.5.6 * 


reemplazando en la solucion se tiene. 


v = 


i 


C„x = 


2 3 

= c 0 + Cj A' + c 2 x + A' . 


3 2 5c, 3 3.7 4 5.9.C, 5 3.7.1 lc 0 6i 

V = C’n + C. A + — C n A H-- A* -4--A + --A H- X + ... 

0 1 2 0 2.3 2.3.4.5 2.3.4.5 2.3.4.5.6 


3 2 ,3.7 4 3.7.1 1 . , 5 Jj 5.9 „ 5 


-x +...)+c,(x +— .v +— 1 —x 
2 2.3.4.5 2.3.4.5.6 2.3 2.3.4.S 


r =» c* r , < 1 + — A" +---x + - 


Jt 

y =c o [u Z 


1.3.7...(4« -1) V l 5 - 9 ■ 


n=0 


(2n)! 


- x* 1 1 - c, 


I- 

«-0 


(2/i + D! 
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Ejemplo.- Resolver la ecuacion diferencial (x 2 - 1)—r- + .v —- v = 0. mediame series 

ax' dx 

de potencias de x. 

Solucion 

Tomando como punto ordinario a x 0 = 0 entonces la solucion es: 


Z ,i dy V' 

c x => — => nc„x 

n dx * 


entonces n(n ~ i )c„ 2 

«=0 «=1 «*2 

ahora reemplazamos a la ecuacion diferencial dada. 


(■’ 


ac x x 

v 2 ^1)^ «(«-l)c n .v" -2 +.V^ «C„.y" V C„a'' = 

x--d jL^ im, ^ 


0 


n=\ 


/r-0 


X. X X 

n(n — l)c n x" + y ^ «(« - 1)c„a" - 2 + ^ wtyr” -^^c n x" = 0 

«=0 

poniendo las x en una misma potencia. 

X X X X 

^m(m-1)c„a" +^(/i +!)(/? +2)c„ +2 a” + ^hc„a" =° 


«=2 «=0 >;=l 

ahora poniendo los inicios iguales se ticne: 


X x 

^n(«-l)t„.t" + ^[(« + lKnr2)r, -c n ]x" -<-^~^nc„x” =0 
«=0 n=l 

X X 

^>%(m-1)c„a" + 2c,- c 0+ X[(-1)(-2)c, i+2 - c „ tnc„]x" =0 

«=2 w=l 

x 

c 0 + 6.c 3 a + ^ [n(n - l)c„ + (n + l)(n + 2)c„ +2 - c„ -r nc„ }x" = 0 


"> r 
*- C 2 


#•2 


X 

2c 2 -c 0 t6.c 3 a + [(« -1)(« + 2)c„ + 2 + (« + !)(«- l)c„ ]a" = I 


n=2 
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aplicando el metodo de los coeficientes mdeterminados e igualando termino a termino se 
tiene: 

C = 52. 

2 c 2 -c 0 = 0 2 2 

6c 3 = 0 => c 3 = 0 

| (n + 1)(« + 2)c ij+2 + (w + l)(w - \)c„ — 0 _ n -1 ^ 

c n+ 2 “ , ~ c * • v;f ^ “ 

>7 + 2 


-y 1 C() C 0 

para n = 2, c 4 = — c ? = - = --— 

4 2 2.4 2*.2! 


n = 3, c* = -~c ; = 0 
5 


3c d 1.3 ca 

n = 4, c h =- 1 =-^- JL 

6 2 3 .3! 


4c s „ 

n = 5, c 7 =-- = 0 


5c. 1.3.5.c n 


n = 6, Co=--—= ~- 


8 8 


2 .4! 


6c 7 

n = 7, Cg --= 0 

9 


n = 8, c m =- 


Ico 1.3.5.7.Ca 


. etc. 


como 


10 2 *. 5 ! 

} = ^ ' C„ A'” =C Q + C',X + C 2 -V‘ I +C 3 X 3 + C 4 A' 4 + ... + C„.v" +... 


n=0 


„ X 2 1 4 1.3 6 1-3.5 8 1.3.5.7 iq , 

_V = c,x + c 0 (l+ - x +——X -— — X 4 --- X +...) 

1 ° 2 2*2! 2 3 3! 2 4 4 ! 2 5 5! 


* i i 1 5 t U IJ.5.7 , 

- —- 7— x +-r-x - ——a 4-—-—r 

2 2 J 2! 2 J 3! 2 4 4! 2* 5! 


v. ( t) - c>, (I 
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, x ,, x 1 V i.3. 5. ..(2 a?-3) 

,vi(.v)=c’ 0 (i+—1 - y (-i) —-—-a* ), x <i 

2 ^ 2 %! 


v,(. x) = c. x 


y = k i y x ( x ) + k 2 y 2 (x) la solucion general. 


Ejemplo.- Determinar el valor de r para que la ecuacion diferencial 
d ~ d\ 

—— — 2x — + /^v = 0, tenga soluciones en series de potencias de x de la 
dx~ dx 


forma 


//=0 


Solu tion 

tomando a .v 0 = 0 como punto ordmario entonces la solucion es 

or. X -m 3C 

dy 

= 7 nc„x” ' , entonces 

dx 1 


Z c j x" => —= ^~' nc n x" 1 .entonces —«(/? — l)c„.v" 2 , ahora reemplazando 
dx dx 2 


n =0 /ml 

en la ecuacion diferencial dada. 


X X PC 

n(n~ l)c n x"- 2 - 2.v^y nc fl x n ~ l + r ^ \ n x n = 0 

«=o 

X X X 

^ n(n- l)c„.y n ~ 2 - ^ ^ 2nc n x n -f ^ ^ re,,*” = 0. poniendo las x en una misma potencia 

n=2 n~ 1 n=0 

x x 

y^(n + l)(/; + 2)c, (+2 Ar'' -^2 «c„a" tVrc„x" =0 

/?=0 /i=l /i»0 

x 

y [(n + D(« + 2 )c„ + 2 + rc„ ].v n - 2 c n x n =0 ahora poniendo los inicios iguales se tiene. 

n=\ 

x x 

2 c 2 + rc 0 + [(a? + 1)(a? + 2)c n+2 + 2nc n x r = 0 

AI = 1 « = 1 

efectuando la suma algebraica de las series. 

2c 2 + rc Q + 2 > + l)(n + 2)c„ +2 +<r-2«)c„].v" =0 

n=l 
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aplicando ei m£todo de los coeficientes indeterminados e igualando termino a termino se 
tiene: 


2 c 2 + =0 

(n + l)(« + 2)c„ +2 +(r-2n)c„ = 0 


c 2 ~ ~ 2 c o 

C n+2 — ---—- C„ V« £ 1 

" +2 (n + lX« + 2) " 


i r-2 

para n=l, c 3 =—— c, 


r-4 r(r - 4) 

n 2, Ca — Cy — c\. 

4 3.4 2 2.3.4 0 


r-6 _ _ (r-2)(r-6) 
n 3, Cc — c-i — Cj 

4.5 3 2.3.4.5 1 


r -8 r(r-4)(r-8) 

n = 4, c, = — 1 — c 4 =-c 0 

5.6 4 2.3.4.5.6 0 


, r -19 (r-2X*--6X>--10> 

n = 5, t - - -— < s -- : - £ i. etc. 

6.7 5 23.4.5.6.7 


como y 


-%‘S- 


c 0 + c,a + c 2 a 2 + c 3 a 3 + ... + c„x" + ... 


n=0 


r i r-2 j r^r-4) 4 (r-2j(r-6) 


> «c 0 +c,a--x c 0 -—c,ar+—— c 0 a + 


3! 


4! 


5! 


Ci A - 


r(r-4Xr-8) 6 r(r-2)(r-6)(r r \0) _ 7 

“ Cf^ AT "" ' Ci A » « 


6 ! 


7! 


y = c 0 (l-x" + 


r 2 r{r-A) 4 r(r-4Xr-8) 6 


2! 4! 


- jc — 


6! 


jc° +...) + 


+ c,U 


r-2 j (r-2X»*-6)_j r(r-2Xr-6Xr-10) _ 7 , , 

— 1 ■ X 4 ’ 


3! 


5! 


7! 
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>-=c 0 (i+^(-ir' 

n=0 


r(r- 2)(r - 6)(r -10)...(/- - (4/i r 2)) 
(2/i + 1)! 


+C\ 


, + Y/ jwhI !•(/• ~2)(/--6)(/--10)...(/--(4/1 + 2)) 
1 ' - (2/i + l)! 


n=0 


Los valores de r son para todo r * 0, 2n, donde n e z + 


d 2 v 

Ejemplo.- Resolver la ecu&cion diferencial ——-(.v + l)y = 0 n ediante series de 

dx~ 


Sobidon 


potencia de x. 

oc 

Sea y = y c n x n la solucion en serie de potencia de x derivando se tiene 

n=Q 

— = nc n x n ~ [ => — 7 " = ^ n(n-\)c„x n ~ 2 ahora reemplazando en la ecuacion 

dx dr' 


;»=1 

diferencial dada. 


2 


^/i(/i-l)c„x' , - 2 -(A:+l)2]c n y‘ =0 


n=2 


«=0 


X X X 

^ n(n-\)c n x n ~ 2 -^c^ 1 - ^ c n A: rt = 0 ; poniendo las x en una misma potencia. 

n= 2 /i=0 

X X X 

y^(/i + l)(/i + 2)c w+2 j:"-yc n „x" -^c„x n =0 

w—0 n= I ;i=0 

X X 

^ ((« + !)(/i+ 2)c n+2 -c„)x" =0 


rt-0 


2c 2 Cq +^[(/i + 1)(/i + 2)c„ +2 -c„ -c n _\]x n =0 

ff=l 

aplicando el mitodo de los coeficientes indetejminado e igualando termino a termino se 
tiene: 
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f 2 c* 2 -c 0 ~ 0 


1(>i + 1)(« + 2)c„ +2 -c„ — c„_| =0 


= — 

• 


C *+2 “ 


c i» + C »-I 

(* + !)(« + 2) 


, tf/ial 


para simplificar en estos casos, primero podemos elegir c 0 * 0, q = 0 , 
una solucion; la otra solucion proviene de elegir c Q = 0, c, * 0 . 

Para el primer caso se tiene: 


C ] +c 0 c 0 

para n = 1, Ci =-= — 

3 2.3 2.3 


n = 9 _ C 2 + C I _ C 2 °0 _£0 

•• * • 


3.4 3.4 2.3.4 24 


c 3 +c 2 Cq Cq 1 Co 

n = 3, Cc = —-- = <—4-—)— = — . etc 

5 4.5 2.3 2 4.5 30 


luego una solucion en series es: y = c 0 + c ] x + c 2 x +c z x +...+c n .x n +.. 

Cq 2 ^0 3 ^0 4 ^0 5 . X X X C 

y, = c n + — jr — -;T + —x + —JT + ... = c 0 (l +— + — +— + — + 
y ' 0 2 6 24 30 0 2 6 24 30 


la otra solucion es para c 0 = 0 , Cj * 0 . 


n= 1, 

r - c o - ~o 

3 2.3 6 



n = 2, 

c 2 +c, 

Ca — 

4 3.4 

c 1 __c L 

3.4 12 


n = 3, 

c 3 +c 2 


—- . ptp 

Cc — 

4.5 

2.3.4.5 

4 wlLt 

120 


’V 1 *» 3 

Luego la solucion en serie es: >* = > = c 0 +c,y + c 2 *^+£3* + .. 


y esto nos dara 
















410 


Eduardo Espinoza Ramos 


3 4' 

zx C \ 3 C \ 4 C \ 5 .XX X 

vs(.v) =c,x + — X + —X H-JT H-... = C.(JCH- — +-+-+ ...) 

1 6 12 120 1 6 12 120 


La solucion general de la ecuacion diferencial es. 

2 3 4 5 3 4 5 

y1 X X X X . . X X X . 

V — Cr\ (1 H-H-1-1-h ...) + Ci (x +-1-h-h...) 

0 2 6 24 30 1 6 24 120 


2 q y 

Ejemplo.- Resolver la ecuacion diferencial (x +x) —— -i- (jc — 2)y - 0, mediante series 

dx 2 


de potencias de x - 1. 


Solucion 


Los puntos ordinarios son V x * 0, x * -!, en particular es punto ordinario x 0 = 1, 
entonces la ecuacion diferencial admite una solucion en serie de potencia 

» ac 

y = y dc donde sus derivadas son V ^^nc n (x -\)^ ] y 

n —0 n=| 


d~ v V 

—- = > /i(/j-1)c„(*-1 
dx *“' 

n =2 


1)" 2 , para que el procedimiento sea mas sencillo haremos el 


siguiente cambio de variable. 


, , , , , dy dy du dy 

u=x-l => x = u + 1 de donde — = —. — = — 

dx du dx du 


d 2 y dy' dy 1 du dy' d d~y 

dx 2 dx du dx du du du du 1 


como: 


ncAx -\) 


dy y 
dx ~ 2- 

ir 1 

^r 2 


n=2 


dy V «-i 

2.j nC " U 

rf 2 v V , n "-2 

«7f/* XmmJ 


d 2 y 

al reemplazar en la ecuacion diferencial x(x +1)— (x-2)y = 0 

dx 
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d 2 y 

(u + l)(u + 2 )—zr + (u -l)v = 0, de donde 
du 2 


X 

( u + l)(n + 2)^^ n(n -1 )c n it n ~ 2 -i- (w — 1)^^ nc n u n =0 

n -2 n=0 

ac oc oo X 

^ n(n -\)c n u n + 3^^ n(n-\)c fl u n ~ ] + 2^~ -l)c n u n ~~ 2 + 0/-!)^ nc n u n =0 


n=2 n-2 n=2 

poniendo en una misma potcncia a u. 


«=o 


pc OC X X X 

^T/i(rt-l)c„u'' +^3«(« + l)c n+1 «” + 2(« + ])(« + 2 )c„ +2 h”. + ^ c,«' ltl -^c„u" = 0 

n* 2 «=1 n=0 /j=0 n=0 

X X X X 

'^n(n-\)c„u n +^3n(n + \)c„ +] u" + (2(« + l)(n + 2)c fl+2 -c„)w” + ^T =0 

n«2 h=I /i=0 n=l 

X X X 

^/i(n-l)c„H n +^(3n(« + l)c„ +1 +^(2 (w + l)(n + 2 )c„ +2 - c „) u " = 0 


ahora poniendo los inicios iguales se tiene. 

X 

4c 2 -c 0 +(12c 3 +6 c 2 -c, +c 0 )w + ^(/z(n-l)-l)c„ + c B _, 


n=2 


3«(n + l)c„ +1 + 2(« + 1)(« + l)c„ +2 )u" = 0 


aplicando el metodo de los coeficientes indeterminados e igualando termino a termino se 
tiene: 


4c 2 -c 0 


12 c 3 + 6 c 2 - q + c 0 =0 

3w(h + 1)c„ +1 +2(« + 1K« + 2)c„ +2 +(«(/?-1)-1 )c„ + c„_, =0 


2=-T y c 3 =T^( c i “7 c o) 


12 


de donde c - 
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c n +2 = —-^- - (~ c „- 1 ~{n ~n~ l)c„ - 3 n(n + l)c H+1 ), V n 2 > 2 

2 (« + !)(« + 2 ) 


- 17 5, 

para n = 2 , c 4 = C ° ~ 2 C ' 


1 107 10 

n=3, c.= -(-c 0 -c.) 

5 2.4.5 24 0 3 1 


, 1 , 263 421 , 

n = 4, c 6 =-(-c 0 -c,) 

6 2.5.6 24 0 48 1 


como 


A 

la solucion en serie sera. y(u) = ^ c n ii n = c 0 + c^u+c 2 ul + c +c 4 u 4 + 


n -0 


ahora reemplazando los valores de c n 


/ \ c 0 2 ^ / 5 3 1 7 5 4 

y(u) = c 0 +c ] u + — u + — (q--Co)K + — (-c°--C, )u + 


1 107 10 x 5 1 . 263 421 , 6 

+-(- Cn+ -C))W +-(- Cn -C, )U +... 

40 24 0 3 1 60 24 0 48 1 


x „ u 2 5 3 7 4 107 5 , . u- 5 4 u 5 , 

u 0 4 24 48 960 1 12 48 12 


como u = x - 1 entonces al sustituir se tiene: 

d 






12 48 


12 


dy 

Ejemplo.- Hallar la solucion de la ecuacion diferencial (\-x) — + y = l + x, que 
satisface la condicion inicial y ( 0 ) = 0 . 
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Solucion 


n= 0 


i ecuacion diferencial dada se tiene. 


PC 

aplicando la serie de Taylor j(x) = ^ c n x n solucion en serie ahora derivamos 

— = nc n x n ~ ] , reemplazando en la < 
dx ^ 

n— I 

oo oo oc_ oc x 

(l-x)Y wc^x" -1 + c„x" = 1 + x => ^ ^ S c^x” = l + x 

n=l n=0 /?=] n=\ n=0 

X X X 

poniendo las x en una misma potencia. + l)c w+ 1 x w - ^ hc^x" + c* 

aj=0 /j = I n —0 

x _ 

^ [(n 4- l)c w+I + ]x w - ^ nc,,x rt = 1 + x ; ahora poniendo los inicios iguales. 

n=0 n= 1 

x 

c, +c 0 +(2 c 2 +c, - C) )x + / [(« + l)c„ +l + c„ -«c„]x" = l+x 


.x" = 1 + x 


n=2 


c\ +c 0 = 1 

2c 2 =1 


(n + l)c n+ , +c„ -nc„ =0 , Vm > 2 


, c 2 1 
para n = 2, Co =— =- 

3 2.3 


i 2 1 

n = 3, Ca = — c-, =- 

4 4 3 3.4 


, 3 1 

n = 4, Cc = - C 4 =- 

5 5 4.5 


£ 'l =1 - c o 

1 

Cl ~ 2 

n — 1 

= T7‘- 

n 4-1 


aplicando la condicion inicial y( 0 ) = 0 se tiene: c 0 = 0 , c, = 1 , de donde, por lo tanto, si 
la solucion en serie de potencia es 
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^3 n 

y(x) = c 0 +c l x + c 2 x~ +c 3 x +...+c n u +... es decir 


s i 4 5 

A 1 3 X X 

v(a) = A +-+- X +-+-+ ... 

2 23 3445 


V- a "" 1 

v(a) = a+> -- 

t-*n{n + 1 ) 

n =1 


Ejemplo.- Halla la solucion en serie de potencia de la ecuacion diferencial 
5 d“ y dy 

(a -1)—— + 3a — + xy = 0 que satisiace las condiciones imciales 

dx 2 dx 


y(0)= 4, /(0) = 6 


Solucio. 


Tomando a a 0 = 0 como punto ordinario, entonces la solucion en serie de potencia es 


v = Y 


c n x" , derivando se tiene 


dy V h-i d 2 \ V" 1 „ 

iene—= > nc„x y —— - J n(n-\)c n x 


dx 


rt =0 »=1 

ahora reemplazamos en la ecuacion dada. 


dx~ 


n-2 


x X X 

(a 2 n(n-\)c„x n ~ 2 + 3x'^^nc n x n ~ { +a^ \c n x n =0 

/»—1 

X X x X 

y «(«-l)c„x' 1 -^^n(n-\)c n x"~ 2 +y^c n ," =0 

n =2 / i =2 «=1 n =0 

poniendo las x en una misma potencia. 

X x 

_ ^( w + 1 )(' i + 2 ) c «+2 Jf ” +x^^nc„x n +^c„_,.r" =0 
«=2 n =0 »=1 »*l 

poniendo los inicios iguales se tiene: 

X x X 

Yn(n -Dr n t* -2c 2 — ^Mm + 1)(« + 2)c (I+2 x" +^(3nt„ +c„_ l )x” =0 
/?=2 «=1 «=1 

x 

-2c 2 +(3c, + c 0 -6c 3 )* + 5> 2 +2n)c„ + -(« + !)(/? + 2)c n _,]x" =0 
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aplicando termino a termino se tiene: 


(-2c, = 0 


[ 3C| + c 0 - 6 c 3 =0 


Cn = 0 


c 3 = ~( c 0 +3c l) 
O 


(n* + 2n)c n + - (« + l )(/2 + 2)c n+2 = 0 para V n £ 2 

, j c*. + h(w + 2)c„ 

de donde c„. 2 =- V n £ 2 


(« + l)(w + 2) 


para n = 2, c 4 = 


Cj + 8c j Cj 

3.4 ~ *3^4 


c 2 +15c 3 3 1 

n = 3, C> = —^— = 4 C3 = 24 C ° +3q 


n = 4, c* = 


c 3 + 24c 4 _ c 0 + 1 5c. 


5.6 5.6 

de las condiciones iniciales se tiene jy(0) = c 0 = 4 
/(0) = c, = 6 entonces se tiene: c 0 = 6 , c } = 6 , c 2 = 0 


11 


1 


11 


47 


C 3 =T’ C 4 =r. C 5 = V = nn 


*> 3 4 5 

como la solucion es: y(x) = c 0 + c,x + c 2 x“ + c 3 x + c 4 x + c 5 x . 


11 3 x 4 11 


47 


v(x) = 4 + 6x +— yC +— + —x +— x 
3 2 4 90 


Observacion.- El metodo de solucion de las ecuaciones diferenciales por medio de series 
de potencia, se puede aplicar cuando los coeficientes no son polinomios. 

Ejemplo.- Hallar la solucion de la ecuacion diferencial por medio de series de potencia. 
y + (cosx)j = 0 

Solucion 
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x 2 * 6 

Se conoce que cosx = l- —+ como x 0 = 0 es un punto ordinario entonces 


la solucionen sene de potencies 


de donde sus derivados son: — = V 

dx 

n=\ 


nc„x" 1 y 


d\y 

dx■ 


QD 

-I 

n =2 


n(n — \)c n x 


n-2 


ahora reemplazamos en la ecuacion diferencial dada 

J 4 


y 


"+(cosx)y = 'S' n(n-l)c„x" 2 +(1-^-- + ^---^— + ...)^ c„x n =0 

7 ' 4! 6! Sm • 


«=2 


««G 


= ( 2c 2 + 6 c 3 jc+ 12c 4 jc 2 + 20c 5 jc 3 +...) 


2 4 6 

„ X X X i 3 x 

+ (1 -H--h...)(c 0 + C,* + C 2 *~ + C+X + ...) 

2 1 4 T 6 f u J * 


:(c 0 +2c 2 ) + (cj + 6c 3 )jc + (--j- + c 2 +12 c 4 )x 2 +(20 c 5 +c 3 --y)x 3 + ... = 0 


por el metodo de los coeficientes indeterminados 


c Q + 2c 2 = 0 

Ci + 6 c-i - 0 

+ c 2 +1 2 c 4 = 0 


Ci * -- 


-1 T 

_£o_ 
2 


—- + Ci + 20c<r = 0 
2 3 


2 

c, 


4 12 


c* — 


30 


2 3 4 5 

como v = c 0 +c { x + c 2 x + c 3 * + c 4 x +c 5 x . 


>=(c 0 - —+ —v 4 +...) + (c , |*-~.r 3 + —jr 5 + ...) 
' 0 2 12 1 6 30 


2 4 

V .T 


A 3 * 5 


v = c n (l - 1 —+ : — + ...) + c,(a-+ — *♦...) 

0 2 12 A 30 


6 30 
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d 2 V 

Ejemplo.- Hallar la solucion de la ecuacion diferencial —z-+v = senx en serie de 

dx 2 ' 

potencias que satisface las condiciones iniciales j/(0) = y' (0) = 0 . 

Solucion 

X 

como x 0 = 0 es un punto ordinario, entonces suponemos que y~ / c n x ” es 

f1=0 

x 

solucion de la ecuacion diferencial dada, de donde sus derivados son — = ^ nc„x n ~ ] y 

dx ^ 

n = ] 


—£ = N n(n-l)c„x" 2 , ademas se conoce serur 
dx 1 




»=2 


n =0 


reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene: 


ahora 


I~" ! -I 


( 2 * 

n~2 n-0 n- 0 

a las series del primer miembro ponemos en la misma potencia. 

rr Y if * . 

(-l)”jr 


X (n+1)( ” + 2k+2 - x " + Y j c " x " = 

n =0 n=0 «=0 


( 2 « + !)! 


+ 1X» + 2K, +2 + C n )x n = ^ 

/j=0 /J=0 


(-l)"x 2 "-' 

(2« + 1)! 


La serie del primer miembro lo expresaremos como la suma de una serie de potencias 
impares de x en una serie de potencias pares de x, puesto que la serie de potencias del 
segundo miembro contiene solo potencias impares de x. 


X ' X 

^[(2« + 2X2« + 3)c 2b+ 3 +c 2 „ +1 ]x 2 ""‘ ^J(2n + \){2n + 2)c 2n+2 +c 2n ]x 2 " = 

n =0 n=0 n=0 


,2n+l 


por el metodo de los coeficientes indeterminados se tiene: 
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C 2n+3 “ ' 


1 


- 


(2« + 2K2n + 3) (2n + l)! 

c 2/i 


(- 1 )" 


formula de recurrencia. 


(2«+ 1X2/2+ 2) 


para 


n = °, c 3=Tj[ 1 - c < 3 ’ c 2=-f^ 


1.2 


, 1 r 2 c,. (~lrc 0 

5 4.5 3! 3! 4 1.2.3.4 


1 ,3 c u _v-l)% 


n ~ 2, c j],c 6 - 


6.7 5! 5! 1.23.4.5.6 


como la solution y = '^' c n x" = c 0 + c,x + c 2 x 2 +c : " 3 

n=0 


( 1 ) 1 

y(x) = c 0 + c, x + c 0 x 2 + - [1 - c, ]x :5 + c 0 x A 


1 r 2 Ct _ 5 (-1) 3 6 1 r 3 C li 7 

4.5 3! 3! 6! 0 6.7 5! 5! 




, x 3 x 5 X 7 . r X" ~~ , 

+c,(x- — + — - — + -) +[—-— + — + -] 


- 3 2x 5 3x 7 


3! 5! 7! 


3! 5! 7! 


Z l /I 

- x 2n+ , V x e R 

(2 n +1)! 

«*■] 


como >>(0) = /(0) = 0 => c 0 =0 y C|=0 


3C 


n=\ 


(2« + l)! 
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d'\ dx 

Ejemplo: Hallar la solucion de la ecuacion diferencial — — + -2v-e en serie de 

</jc“ dx 

potencia que satisface las condiciones iniciales y(0) = v'(0) = 0 . 

Solucion 

como Xo = 0 es un punto ordinario, entonces suponemos que v = N' x n es la solucion 
de la ecuacion diferencial dada, de donde sus derivadas son: 


n- o 


n-2 n=l 

ahora ponemos en potencias de x iguales. 


(» + !)(« + 2 )c„ +2 .x" + 


n=0 


/i=l /i=0 n= 0 


yj(«*l)(nt2)c, t2 ~2-c„)x n + 'y'nc„x” = ^ ~ 

n=0 n~\ n=0 

poniendo los inicios iguales se tiene. 

X J n 

2c, - 2c 0 + ^ [(« + !)(« + 2)c„ +2 - 2c,, + nc„]x" = 1 + ^ — 


#1 = 1 


« = l 


aplicando el metodo de los coeficientes indeterminados. 
2 c 2 — 2 c 0 = 1 

(« + !)(« + 2)c n+2 - 2c„ + «c n = 2., V n 2 1 


*=o 


dy ST n-i rf : v , 1X . t V 1 *" 

— -> nc„x , — *-= 7 n(n~\)c tl x ademas se tiene: e = > — , 
dx t—i dx 2 y ■ ‘ 

n-\ n-2 

reemplazar en la ecuacion diferencial dada se tiene: 

OC 00 X 00 0 

^ n(n-l)c„x n ~ 2 «c w x”~‘-2^c n x" = ^T^- 


luego al 


1 

<•2 =^ + ^o 
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c rt+2 


-[-: + (2-«)cJ, Vm£] 


(n + l)(« + 2) «! 

X 

aplicando las condiciones iniciales en la solution y = " *■ c 0 + c { x + c 2 x 2 +... 


. 1 
n = 4, c 6 = — 
6 5.6 


n = 5, c 7 = — 
6.7 


— -2c 4 
24 4 

1 


120 


-5t« 


6! 

7! 


«=o 


>^(0) = y' (0) = 0 = c Q =c ] entonces c 2 = — 

i 1 n i 1 1 

para n=l, c, =—[1 + c, 1 = — = — 

3 2.3 '• 2.3 3! 


n = 2, c 4 =— [1+0] = —— = - 

3.4 2 2.3.4 4! 

l 1 r 1 t 1 r 1 't n 

n = 3, c 5 =T7[T- C 3] = 77b-T] = 0 

4.5 6 4.5 6 6 


* 2 .r 3 * 4 .r 6 x 7 


como la solucibn es y = c n + c,a‘ + c,a* 2 + c t * 3 ... y — + — + - — — + — + 

0 2 3 2 3 ! 4 ! 6 ! 7 ! 


9.1.1 SOLUCI6N ENTORNO a PUNTOS S1NGULARES.- 


Se ha estudiado la solucion en senes de potencias de la ecuacibn diferencial 

1 2 ^ ^ ( 

r + a { (x)— + a 0 (A)v = 0 en tomo a un punto ordinario x = x 0 sin mayores 
<br dx 

dificultades , sin embargo cuando x = x 0 es un punto singular no siempre es posible 
encontrar una solucion de la forma y = a 0 ) w ; entonces nuestro problema serd 

n=Q 


de encontrar una solucion en series de potencias de la forma y « ^' c n ( 


X ~ An 


>1=0 


donde r es una constante que se debe determinar. 
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9.1.2 PUNTOS SINGULARES REGULARES E IRREGULARES.- 

(i “ y d\ 

Un punto singular jc = jc 0 de la ecuacion diferencial — ^-+P(x) — -t-Q(x)v = 0 se 

dx‘ dx 

denomina punto singular regular si (x-x Q )P(x) y (jc- x 0 ) 2 Q{x) son ambas analiticas 
en x 0 , en otros terminos (jc-jc 0 )P(jc) y (jc - jc 0 ) 2 Q{x) tienen una serie de potencia 
en (jc - jc 0 ) con radio de convergencia R > 0. 


Un punto singular que no es regular se denomina punto irregular de la ecuacidn. 


Observacidn: 


Cuando en la ecuacion diferencial a-,(x)-—— + a,(x)— + a 0 (;t)y = 0 los 

dx dx 


coeficientes son polinomios sin factores comunes, la defmicion anterior es equivalente a: 


Sea a 2 (* 0 ) = 0, obtenga P(x) y Q(x) simplificando 


0 

a 2 (x) 


a 0 {x) 

y —- respectivamente 

a 2 (x) 


hasta que estas sean fracciones racional irreducible. Si el factor x-x 0 es a lo mas de 
primer grado en el denominador de P(x) y a lo mas de segundo grado en el denominador 
de Q(x) entonces x = x 0 es un punto singular regular. 


Ejemplo: En la ecuacion diferencial (x 2 -1) ? —-y- + (x— 1)— +y = 0 , los puntos 

dx' dx 

singulares son x = -1, x = 1, al dividir a la ecuacion diferencial entre 


ch 


(x 2 -l) 2 = (x + l) 2 (x-l) 2 obtiene P(x) = 


1 


(A--1X-V + 1) 


2 y Q(x) = 


(>r-l) 2 (.r + l) 2 


analizando a P(x) y Q(x) en cada punto singular para que x = -1 sea un punto singular 
regular, el factor x + 1 puede aparecer a lo sumo elevado a la primera potencia en el 
denominador de P(x) y a lo sumo elevado a la segunda potencia en el denominador de 
Q(x) observamos que P(x) y Q(x) no cumple la primera condicion por lo tanto 
concluimos que x = -1 es un punto singular irregular, para que x = 1 sea un punto 
singular regular, el factor x - 1 puede aparecer a lo sumo elevado a la primera potencia en 
el denominador de P(x) y a lo mas elevado a la segunda potencia en el denominador de 
Q(x) por lo tanto analizando P(x) y Q(x) ambas verifican la condicion, Luego x = 1 es un 
punto singular regular. 
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d~ i\ 

Ejemplo: A la ecuacion diferencial x 2 (x + l) 2 — y + {x 2 -1) — + 2y = 0 dividimos 

dx' dx 

2 , 1X 2 j • d : y x — 1 dy 2 

entre x (x + l) , es decir: ——+ —- + ^-rv = 0 

dx 2 x 2 {x +1) dx jc 2 (jc + 1) 2 

Luego x = 0 es un punto singular irregular, puesto que (x - 0) aparece elevado a la 
segunda potencia en el denominador de P(x) pero x = -1 si es un punto singular regular. 


2 d'y dy 

Ejemplo: A la ecuacion diferencial (1 — jc )— -~2x — +30y = 0 dividimos entre 

dx‘ dx 


1 -x 2 , es decir: 


d 2 v 


lx dy 


30 


dx 2 (1 -xf(\ + x)dx (l-x)(l+x) 
Los puntos x = 1, x = -1 son puntos singulares regulares. 


^ = 0 


i d 2 y dy 

Ejemplo: En la ecuacion diferencial x' — --2x -h 5_y = 0 x = 0 es un punto 

dx* dx 

5 

singular irregular puesto que Q(x) = — . 

XT 


9.2. METODO DE FROBENIUS.- 


La solucion de las ecuaciones diferenciales fl 2 (x)—+ a,(jf)— + floW)' = 0 en serie de 

dx 2 dx 

potencia entomo a un punto singular regular, se obtiene mediante el siguiente teorema 
debido a “Ferdinand George Frobenius’\ 


Teorema: Si x = x 0 es un punto singular regular la ecuacion diferencial 

d 

a 2 (x )— L - + a ] (x) — + a 0 (x)y = 0 existe al menos una solucion en series 
dx 2 dx 

OO 3C 

potencias de la forma y = (x - x 0 ) r c n (x - x 0 )” = donde 


de 


el 




0 


numero r es una constante a determmar. 


La serie convergera al menos en algun intervalo 0 < | x - x 0 | < R . 
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Ecuaci6n Indicial: 


A la ecuacion diferencial 


d 2 v 


. dv 


a 2 (x)—j + a, (*)— + a 0 (jr);' 
dx' dx 


0 


escribiremos en la forma 


d'y 


A- 


—v + P(x) — + Q(x)y = 0 


dx 


dx 


...(I) 


Si x = x n es un punto singular de la ecuacion diferencial (1), entonces quiere decir que x 
p(x) y x 2 Q(x) son analiticas en x 0 = 0 y en consecuencia admite desarrollo en series de 
potencias, a la ecuacion cuadratica en r dado por r(r-\) + P Q r + q Q =0 se denomina 
“Ecuacidn Indicial” de la ecuacion diferencial (1) donde P n = lim xP(x) y 

jc —► 0 

q 0 = lim x 2 Q(x) a los valores r x y r n de la ecuacion indicial se le llama raices indiciales 
6 exponentes de la singularidad. 


Teorema: Demostrar que la ecuacion indicial de la ecuacion diferencial 

d ~ v dy 

—— + P(x) — i- Q{x) v = 0 alrededor del punto singular regular 

dx“ dx 

jc 0 = 0 es r( r - \) + P Q r + q Q = 0 . 

Demostracion 

como A' 0 =0 es un punto singular regular entonces por el teorema de Frobenius existe 
una solucion en serie de potencias de la fo*ma y = x r ^ c n x n = ^> c n x n + r ahora 


>i=0 

calculamos las derivadas — = \ (w +r)c n x n * r ~^ ;— (n + r)(n + r-\)x n * 1 2 . 

dx dx~ 

n=0 if*0 

por otra parte, como jc 0 = 0 es un punto singular regular, entonces x p(x) y x~Q(x) son 
analitica x 0 =0 en consecuencia admiten desarrollo en series de potencias es decir: 

X 

.xp(;r) = ^ P n x n , x 1 Q{x) = '^^q n x n , donde ambas series convergen en un 


n- 0 


n* 0 


>i=0 


inter\ r alo x i < R, centrado en x 0 = 0 , ahora reemplazando en la ecuacion diferencial: 
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,2 i 

r+P(x)^+Q(x)y = 0 

X X X X 

£<« + rKw + r -1 )c n x n+r - 2 + ± £ py •£(« + + -J ]T ?„*" £ c rt x "* r = 0 

n=0 n=0 o-O /?=0 n=0 

x xx r x x 

l« + ''X» + r “ l)c„Jf" + ' “ 2 + ^ *" (« + ^ <?„*"^ c„Jf" = 0 

»=0 ;i=0 »=0 «=0 a=0 

X X X X X 

y\« + ^)(« + r- 1 )c„x” +r ~ 2 + x r ~ 2 (r + k)c n P„_. k ]x" -r x r ~ 2 V c*<ar„_* ]x" = 0 

w=0 n ~0 «=0 «=0 £-0 

x n n 

y,[(» + r)(n + r- l)c„ + + r)c k P„. k + ^ c k q„_ k J,v ,,+ ’* 2 = 0 

n—0 k=0 k= 0 

por el metodo de los coeficientes indeterminados se tiene: 

n 

(n + r){n + r -1 )c„ + ^ [(A + r)P n _ k + q„_ k ]c k = 0 , Vn^O 

k=0 

pero n ® 0, se tiene; r(r-\)c 0 + (rP 0 + q 0 )c 0 = 0 
como c 0 * 0 , entonces r(r -l) + rP 0 + g 0 = 0 . 

Que es la ecuacion indicial de la ecuacion diferencial. 

Ejemplo: Resolver la ecuacion diferencial + 3 — -y = 0 aplicando el metodo de 

cix l dx 


Frobenius, 


Solucion 


Sea x 0 = 0 un punto singular regular de la ecuacion diferencial entonces por Frobenius la 

X 

solucion en series de potencias es y = '^T c n x n+r , cuyas derivadas son 

«=o 

2 * 

y :L -t = ( n + r)(n + r-\)c n x " +r ~ 2 

dx 2 *—> 


n-0 


w=0 
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ahora reemplazamos en la ecuacion diferencial dada. 

X X 

* + r )( n + r +3^(« + /-)c„A” Tr_l -y c . 


.r" +r =0 


//=0 


n=0 


w=0 


X X JL 

^ (« + rX« + /' - l)c„x"* r 1 + ^ 3(jg + r)c„x n+r 1 - ^ c„ 

w=0 /i—0 n=0 

X 

.v' t^[(n + r)(n + r-l)c„ + 3(« + >-)c„].r"“' -^c„x"] = 


.v" + ' = 0 


w— 0 


I^f(« + '*)((« + r - 1) + 3)c„ ] = I 


H=0 


n =1 


x r [— -— 1 -n + r)(n + r + 2 )c n -C„ '] = 0 


n=\ 


[r(r + 2)c 0 = 0 

0 , V n * 1 

[(/i + r)(/i + r + 2)c ff -c„^ =0 


Luego r(r + 2) = 0 => r, = 0, r 2 = -2. 


para r, = 0 , <?„ = —-— V n * 

+ 2 ) 


para n = 1, c s - — 


n = 2, c 2 = —- = 


Cj_ _ c 0 _ 2 c 0 


2.4 1.2.3.4 2! 4! 


c 2 2 c ., 


’ 3 3.5 3!5! 


c i 2c n 


n = 4, c 4 = -77 = 


4.6 4! 6! 


(a) 
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/?!(« +2)! 


V n = 1,2,3, 


X „ ' 

Z 2cr\X f 2 jc 

- 2 -= c n / - 

«!(« + 2 )! °^n\(n + 2) 

n= 0 /7=0 


cuando r 2 = -2, la ecuacion (a) se transforma en 


(/!-2)n.c #I —= 0 Vn> 1 => c„ = 


l n -1 


{n-2)n 


\-c l -c 0 = 0 \c 0 = 0 

para n = 1 y n = 2, => \ 

[c,-c,=0 [c, =0 


n = 3, c, = — 
3 1.3 


n = 4, c 4 


c, c 2 2 c 2 

~~ 2.4 1.2.3.4 2!4! 


n = 5, Cc = 


_ 2c 2 
3.5 3!5! 


c 4 _ 2 c 2 


n = 6, c 6 =-^ = 


3.5 3!5! 


2c-, 


n = 3,4,5... 


" (n-2)\n\ ’ 

Z 2c 3 

- 2 ~ ! " j ’ r 


, para | x | < x 
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9.2.1 CASQS DE RAiCES INDICIALES.- 

Para aplicar el metodo de Frobenius se distinguen tres casos de acuerdo con la naturaleza 
de las raices indiciales; para simplificar, supongamos que r x y r 2 son las soluciones 
reales de la ecuacion indicia!, donde es mayor que r 2 . La solucion en series de 

potencias de la ecuacion diferencial entomo a un punto singular regular lo trataremos en 
el siguiente teorema. 


Teorema.- Sea * 0 = 0 un punto singular regular de la ecuacion diferencial de segundo 

d “ v dy 2 

orden —r- + P(x)— + Q(x)y = 0, supongamos que x p(x) y x Q(x) son 

dx' dx 

analiticas en el intervalo | x | < R y sean r x y r 2 las raices reales de la ecuacion indicial 
r(r-\) + P 0 r + q 0 =0, donde r x > r 2 , entonces la ecuacion diferencial dada tiene dos 
soluciones linealmente independientes Fj(jc) y Y 2 (*) , validez para |x|< R donde la 


primera solucion es Y } (jc) = '^' c n x n = /^ c n x n+n , donde c 0 = 1 y la segunda 

n-0 n=0 

solucion Y 2 (x) depende de r x -r 2 es decir: 

ac 

a) Si r x - r 2 no es un entero positivo, entonces: Y 2 (x) = x' 7 b n x n =^4,,/*^ , 


n -0 n=0 


donde b 0 = ] . 


b) Si r x -r 2 es un entero positivo, entonces: Y 2 (x) = x^ ^ b n x n + cY x (x)Ln \ x | , 


n -0 


donde b 0 = 1. 


X 

c) Si r x - r 2 , entonces la segunda solucion es: Y 2 (x) = yj(x)ln x + ^ b n x n , 


n =o 


donde b 0 = 0 . 


Nota: En la parte b) del teorema se tiene si 
puede obtener en la forma 


r, - r 2 es un entero la segunda solucion se 

* e ~P(x)d x 

I—-- dx siempre que 7, (x) sea una 

J Y{(x) 


solucion conocida de la ecuacion diferencial 


^y + P( x )^L + Q(x)y = 0 . 

dx dx 
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d y dy 

Ejemplo: Resolver la ecuacion diferencial 2x —- + (* +1)— + y = 0. aplicando el 


dx dx 


metodo de Frobenius. 


Solucion 

como x Q = 0 es un punto singular regular entonces existe solucion en series de potencia 
de la forma, y - ^^ c n x n+r , donde r es constante por calcularse. 


n ~0 


Calculando las derivadas se tiene: 


y X .i + r)c n x n+r 1 y —= ^ (n + r)(n + r-l)c„x n+r 2 reemplazando en la 
dx dx * 

n=0 n ~0 


dy x n +r- 1 d~y V s 

— = > (n + r\c x v —— = ^ ( 

dx L- 

n =0 

ecuacion diferencial dada. 

X X X 

2 x^(n + r)(n + r -1 )c„x n + r ~ 2 + (x + 1)^T (n + r)c„x" +r ~' + c n x n+r = ( 


n=0 


n= 0 


n =0 


X X X 

2(n + r)(n + r - l)c n x n+r_l + £(„ + /-)c„x" + ' +^( B + r)e/ w -' + ^c„x" +r =0 

«-0 n =0 /l —0 n =0 

x ao 

+ r)(2« + 2r - \)c n x n + f ~' + ^' (n + r + \)c n x n * r =0 

•■0 

poniendo las x en potencias iguales se tiene: 


'^T^(n + r)(2n + 2r-\)c n x n +' 1 - yT\ /f + *’)c w |X** r “ =0; poniendo los inicios iguales. 

»=0 n=[ 

x x 

r{2r - l)c o y ^ + ^"\/y + r)(2n + 2r - \)c„x n * r ~ ] + ^T\/g + r)c n _ { x n+r ~ ] =0 
«*) «-i 

X 

r(2r - Ox' -1 + x r ~' (^[(n + rX2n + 2r - l)c„ + (n + r) c„_, ]x") = 0 


n=1 


ahora aplicando el metodo de los coeflcientes indeterminados 
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r r(2r -1) = 0 

[(n + r)(2n + 2r-])c„ +(// + r)c„_ l =0 


para n £ 1. 


r(2r - 1) = 0 cntonces 



= 0 . 


c 


n 


-la formula de recurrencia. 

2w + 2/--l 


para r ( =— se tiene c =---, n= 1,2,3,4. 

2 2m 


para n = 1, c, -- 

' 2.1 


n = 2, cs =— £l = -S>_ 

2.2 2 : 2 ! 


n - 3, <•, = —— = — | — 

2.3 2.3! 


n = 4, <r 4 * —= -Si- 

2.4 2 4 .4! 


n = 1,2,3. 

2\n\ 


*i (*) = y'c„x n * r = .v 2 (c 0 + y c„x n ) ^^O + yL^x") 

rt=0 A7 — 1 n =1 


n+- 

2 es la primera solucion. para r 2 = 0 , se tiene la segunda 

2*n\ 

n =0 

£ 

solucifin, c„ =-— pafa n = 1,2,3,4... 

2n -1 
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para n = 1, c, = — 


n = 2, c 2 =-^ = ^ 

2 3 1.3 


i 1 c « 

n = 3, c, =-— = -— 

5 1.3.5 


A C i ^9 

n = 4, c. - — - 

7 1.3.5.7 


c„ =- 


(-n% 


para n = 1,2,3,... 


"" 1 . 3 . 5 ...( 2 / 7 - 1 ) 

PC PC 

> 2 (x) = C„x" +r ~ ^ \ c n x t P uesto <3 ue r ~ r 2 - 

n= 0 «=0 

* x 

Z V^ (-1) 

c.*" = c 0 +c 0 7 


n=] 


r 1.3.5 .(2/7 - 1) 


x para | x | < oc 


Luego la solucion general es: Y(x ) = c 1 y l (x) + c 2 ) / 2 (' Y ) 

Ejemplo: Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial x— \ + 3— - v = 0 

dx dx 

Solucion 

Del ejemplo, el metodo de Frobenius proporciona solamente una solucion de esta 

oc 

2 


pof 1 --- 

* /7! ( /7 

w=0 


„ , .r A - 2 x 3 

X — 1 H-I-1--+ ... 

!(«+ 2)! 3 24 360 


de la observation se tiene una segunda solucion. V 2 (x) = Y t (x) . 

Y{ (x) 


I 


- \r(y 


x)dx 


-dx 











Resolution por Series de Potencias 


431 


■f 




y 2 (*)=y,M | - r —dx=Y,( X ) 

i| (a:) 


f 


dx 


3 r , X X 2 X 3 

X J [1 + - +- + - + ...Y 

3 24 360 




J 




x 3 [l + —x + — x 2 + — + ... j 
3 36 30 


_ v / v \ f 1 n ^ ■* „3 \, 

, 1 J? 3 4 270 


. r 1 2 1 19 w v/ w 1 2 1. 19 

J x 3 3x 2 4x 270 1 2x 2 3x 4 270 


1 V/N . v , 1 2 19 

= -y,(x)lnx + y,(x)(-—+-—— X+ ..) 

4 2x 2 3x 270 

Luego la solution general en el intervalo 0 < x < * es 

y(x) = c, Y, (x) + c 2 [I y, (x) In x + y, (x)(--L + i- - x + ... .)] 

4 2x 270 

d 2 y dy 

Ejemplo: Hallar la solucion general de la ecuacion diferencial x —— + -4v = 0 

dx 2 dx 

Solucion 

como *0 = 0 es un punto singular regular, entonces la solucion en series es 
v = c„x n ^ r , de donde sus derivadas es (/i + r )c n x fl 


n + r-l 


« = 0 


/*.+««-2 


d v 

— r=> (n + r)(n + r-l)c„J 
ahora reemplazamos en la ecuacion diferencial dada 

OO «s_ X 

x7(«-t- r)(» + r- l)c„x"* r ~ 2 (n + r)c„x n ~ r -4^ c B ; 


«i0 


n=0 


X PC X; 

y (n + r)(/j + r-l)c„x n+ ''" 1 + y (n + r)c„x n *"~ [ - y 4c„.x*‘ =1 

/ 7=0 











432 


Eduardo Espinoza Ramos 


^(n + r) 2 c„ X — [ - =0 

n =0 rt =0 


^( M + ,-) 2 c H .v—'-2]4c n _ l x“*-'=0 

n =0 //=! 


r 2 c n x'-' ^[(„ + r) 2 c„- 4c„.,K +r ' 1 =0 


r : c 0 x r ~' + at" 1 ^ [(« + r) 2 c„ - 4c„_, ]x" = 0 

n=l 


ahora aplicando el metodo de los coeficientes indeterminados. r 2 = 0 => ^ = 0 , r 2 = 0 


(« + /•) c„ -4c„_| =0 => c„ = 


4C ”-> n , 4c «-l 

-j- como r, = r 2 = 0 entonces c„ = —-— 

(w + r)‘ n~ 


, 4c n 

para n = 1, c, = —— 

I 2 


n = 2, c 7 


4c, 4 2 c 0 4 2 c 0 


2 ( 1 . 2 ) ( 2 !)" 


, 4c 2 4 c 0 
n = 3. c 3 * —— “-y 

3 2 (3 !) 2 


c„ =- 


4" ^ 
^ C Q 

(rt -) 2 


Luego la solucion resulta. 7, (x) = c { 


V 4V 


para I 


x | < x 


para obtener la segunda solucion linealmente independiente hacemos c 0 = 1 


como se conoce Y 7 (x) = Y l (x) 


N 


P(x)dx 


W 


-dx 
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-Jt 

y 2 (jt) = y,(jc) = f- 

JY^x) J 


dx 


a[1 + 4a + 4a 2 + —a 3 +...? 
9 


= Y ] (x) 


f 


dx 


x[] + 4x + 24x : + —a 3 + ...] 
9 




147*> 

= y,(x) |-(1-8a + 40a 2 - -x 2 +...)dx 


■H- 


1472 , _ v ,_\ n _ „ 0 _.,-2 14 7 2 _j 


= yj( jc) j(—8 + 4*-— jr +...)dx = y^(jc)[lnx-8.Y + 2.v —+...] 

Y 2 (*) = Y x (*) In x + Y x (jc)(—8jc + 2x 2 - ~~ * 3 + - ■) 

Luego la solution general de la ecuacion diferencial es: 

Y(x) = C,y, (.v) In A + y, (a)(-8a + 2a 2 ^ a 3 +...) 

Ejemplo: Encontrar la solution general de la ecuacion diferencial 

d‘ y 


lx 2 — r ?— a*-— h(l + x)y = 0 alrededor del primer punto singular regular 
dx dx 

Xq =° ■ 


Solution 


como x 0 =0 es un punto singular regular, entonces la primera solution diferencial dada 


es: calculando sus denvadas Y\(x) = ^ (n + r)c„ 

n -0 n =0 

x 

Y\ (*) = 7 (n + r){n + r-\)c n x : - 
«« 0 

ahora reemplazando en la ecuacion diferencial dado. 

x X x 

2x 2 ^pQ»+rXw + r-l)c„x n+r ~ 2 ±* ' +(1 +vl^c„A' ,+r =0 


A ,,+r -‘ y 


/?=0 


* 1=0 


* 1=0 
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X X X 

^2(« + r)(« + r-I)c„y ,+ ' =0 

n-0 n =0 w=0 n=0 

x 

^[2(« + rX« + r - i)c„ - (n + r)c„ + c„]x n+r + ^ c„x n+r+] = 0 

n-Q n=0 

V (» + r - 1X2 n + 2 r - l)c„;t n+r + ^ c„_,x^ r = 0 

«=0 n=I 

X X 

(^' — l)(2r — l)c 0 .v' + ^^(n->-r-\)(2n + 2r-[)c„x n+r J r^\c„x"* r =0 

« = ] rt=] 

X 

(r -1)(2/~ - l)c o y + ^ [(h + r- 1X2« + 2r -1 )c„ +c H ]/ + ' = 0 

n =1 

aplicando el metodo de los coeficientes indeterminados. 


[ (r - l)(2r - l)c 0 = 0, c 0 * 0 


](«+'■- 


l)(2n + 2r-l)c„ +c„_, =0 


entonces 


r \ ~ 1’ '2 = 2 


= -- 


1 n -1 


(« 4- r-l)(2n + 2r-l) 


rj = 1 se tiene c n - — 




«(2« + l) 


para n £ 1 


para n == 1, c x =- 


fo_ 

1.3 


n = 2, c 2 =-— = 


L - g o 


2.5 1.2.3.5 


c-, 


n = 3, c 3 =~rr = - 


3.7 1.2.3 .5.7 


n = 4, c 4 = 


= _±L = . 


4.9 1.2.3 2 .4.5.7.9 
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n = 5, c s = - 


5.11 


1.2.3 2 .4.5 2 .7.9 


como 


X X PC 

/ j =0 h —0 n =0 


K,U) = Ar(l + V -r-4 

•4— <i?3 .4.5 


(- 1 )" 


n=I 


1.2.3*.4.5 .6.7 .8.9.... 


x n ) 


y,(AT) = AT(1 + 


n 

rt* 1 




\( 2 n + \) 


) para c 0 =1*0. 


ahora calculamos la segunda solucion. 


como r { - r 2 = — no es un entero entonces de la parte a) del teorema se tiene 


1 

y 2 (,t) = X 2 donde = 1 • 

u»0 


para 



V. 

Vi 

(n-\) 2 n 

rt(2fl -1 ) ’ 

n = U 

1 


n - 2, 

2 2.3 

«b 

1.2.3 

n = 3 , 

63 = --^- 

^ 3.5 

^0 

1.2.3 2 .5 

n = 4, 

/, __A_ 

b 0 

64 ‘ 4.7 

1.2.3 2 .4.5.7 
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n = 5, b'=--*- = ~ 




5.9 1.2.3 2 .4.5-.7.9 


b. = 


MTjb _ (- 1 )% 


l.2.3 2 .4.5 2 .6.7 2 .8... n\(2n-l) 




u o - / TT 7 --J para * 0 = 1 * 0 

• /J !( 2 /?- 1 ) 

n=i 


r , w= J [1+ yjif£ij 

«=i 


Luego la solucion general es dado por: K(x) = c, F| (x) + c 2 Y 2 (x) 

Ejemplo: Aplicando Frobenius, hallar la solucion general de la ecuacion diferencial 

d 2 y dy 

x—f + -f- + y = 0 
dx ' dx 


Solucion 

como x 0 = 0 es un punto singular regular, entonces la primera solucion es: 


y 


F,(x) = c n x n * r , calculando las derivadas — = ^ ( n + r)c n 

n=0 n = 0 

2 x 

—^ = N (« + /-)(n + /--l)c, i x'' +r_2 reemplazando en la ecuacion diferencial dada se 
dx 2 ^ 

w=0 

QC QC *- 

tiene: x^^(w + r)(/? + r - \)c n x n+, ~ 2 + (n + r)c n x n+l ~ ] + ^ ' c n x n * } -0 

n- 0 w=0 W=0 

oc X X 

+ /')(« + r-l)c, ! x" +, '~ 1 +^^(n + r)c n x' 1 ^' 1 +^^c„x" + ' =0 

n-0 n =0 ai=0 

_ X 

poniendo las x en igual potencias se tiene: + r) 2 c„x' T+ ' M + 1 - 0 
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poniendo los inicios iguales. 


V 1 + 


X 

]T («+*■)■ 


2 cy”-' + 


•♦/-I 




= 0 


n =1 


r 2 c 0 x 


X 

r_l + .v r ''^[(« + r) 2 c„ +c n _,]x" = 


0 


-i 

aplicando el metodo de los coeficientes indeterminados. 


r*c 0 = 0 
(/t + rKc„=0 c « “ 


r i * r 2 = 0 


(#?♦#•)* 


para r = = r 2 = 0 , c n - — ^ Vn^l. 


i c o 

para n = 1, q = 


n = 4, 


_ _£i_ _ £ 0 . 


n = 2 ’ C 2 ="77 - 

2 2 * 

n = 3> C>= "# = *2 2 3 r 


c - c -' _ c o 

N 77 _7 -7 


4 2 2 2 .3 2 .4 2 


, (-D n c 0 

(«!) 


«=0 


(-ir^ 

(*!) 2 


para c 0 =1 


ahora calculamos la segunda solucion Y 2 (x) pero como rj - 
teorema se tiene 


r = 0 por la parte c) del 
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X 

Y 2 {x) = ^T b n x n + r + >|(.x)lnjc => Y 2 (x) = ^ b„x n + Kj(x)lnx, donder = 0. 
«=0 

X X 

(-1) Y 

b„x" -*-( > -t— )in jc ; calculando las derivadas se tiene: 

— («!)' 

/!=0 

ftWfW 

<-! ‘-f (»!)- <»!)’ 


n=0 
_n-2 


•, v , «-2 ,V"(«-iX-i)Vv. v 




*-2 


«-2 


(«!r ^ («ir 


ahora reemplazamos en la ecuacion diferencial 




n=2 


•fr <» ! > 2 


Z—< ( w n 2 ( n [) 

n~\ n =i 1 

y^ + y yMVV^ lnx = 0 

t? <” ! > 2 tf (w!) 


agrupando las series se tiene: 


n(n-\)b„x n ~ ] 


X X 

f ^ nb n x n ~ 1 + ^ + 
« = ] «-0 


+ 


(«!) 2 ^ («!)’ 

/I“i « = l 


X. 

I 

«-() 


HT£ 


) In jr + 


V^ h(-1)"x"'' y «HT£ X^ (-1)V' 

+ tf <" !)2 t? «" ! » ! tr (" ! > 2 


poniendo las x en una misma potencia. 
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X TC X 

-HA.. V - - y y'b„x") + 

n -1 w=0 n-0 


i y (n + 1)(—l)”^ 1 ■y" ( y (H + l)(-l) n+ V ( y (-iyv 

( Z - ((„ + 1 ) 1)2 ((« + 1)!) 2 1 ^ («!) 2 


y (w + i)(-i)"*'x” | y wt-iyv vH)V 

't? 


n=0 


((« + l)fe fl + 1 + fe„ )*" ) + 

«=0 


y (fi + l)( — l ) ;7+1 y 

tr «" +i > ! > ; T £s 


,(n + l)(-l) n+ (-l)V 

i -----— + -——)x ) In x + 

((« + !)!)■ («0 


., 




,-).o 


poniendo los inicios iguales tenemos 

& 

(fei +4fi +^((« + i) 2 ^„ + i +fe„ )*") + y ( 


«=] 


((«+i)ir («!)* 


y ( (>?+lK-l)^ + (w +!)(-!)" )jr ., _Q 


fl=l 


((« + !)!) 


(»!)* 


+b 0 + y [ (w + l) 2 fo n+1 + fe„ + ,r ' 2, f - -t-ir ]V - V” v" lnx = 0 

a—< (« + !)(«!) *—'f« + lV«h 


n=l 


(« + !)(«!) 


aplicando el metodo de los coeficientes indeterminados. 


i\ * flfc = 0 => fe, = -l\, 


(n+1 )*&«♦« +fe„ + 


n * -t- 


(/i + lK«!r 


(-I)* =0 


para fey = I => fe, = -1 
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b n +\ “ 


Ab„ + , , (-1)"] vnil 


(«+ir (#?+i)(«!r 


. i. 1 ,, 3, 5 

para n ■“= !, 6, =—-tt—] = — 

2 * 2 J .8 

. l r , 8 1 r 5 2 31 

^ 9 2 12 9 8 3 216 

n = 3 b 1 f6i IS, \ f 31 15 83 

n ’ “ 16 24 16 216 24 1728 

r 2 (x) = (l-x + — x 2 ——— x" + — x 4 + ...)+ Y, (x) In x 

2 8 216 1728 

Luego la solucion general es F(a) = c ] Y { (x) + c 2 Y 2 (x) 

Ejemplo: Aplicando Frobenius, hallar la solucion general de la ecuacion diferencial. 
x 2 ^- + (x 2 - 2x) — + 2 v = 0 


dx 


dx 


Solucion 


X 

como jc 0 =0 es un punto singular regular, la primera solucion es Fj(x) = ^ [c n x il+l , 

n-Q 

d 00 y2 *' ^ 

cuyas derivadas son: —- = (n + /')c„x” +rl y — ="S (n + r)(n + r -l)c„jr"^' 2 
dx i—> dx 1 

w =0 «=0 


reemplazando en la ecuacion diferencial dada. 

X X x_ 

x 2 yTVi + rXn+ r- l)c <>! y w ' l ‘ r " 2 + (x 2 (n + r)c n x + 2 ^~' c n x*~' - 


- 0 


n=0 


«=0 


/i=0 ' 


* X *• cc 

+ r)(n + r - \)c n x n+r + ^^{n + r)c n x" +r+] -^^2 (n + r)c n x‘ +2^^c„x" +l 
«=o 

OC x 

^[(/7 + r)(« + /--3) + 2]c„Ac” +r +^(n + r)c K x" +r+l =0 


n =0 
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poniendo las x en una misma potencia. 

* 

^[( n + r)(n + r-3) + 2]c„x n+r +^(n + r-\)c„. l x n * r =0 

/ i =0 «=1 

poniendo los inicios iguales se tiene. 

[r(r - 3) + 2]c 0 x' + [(« + r)(n + r - 3) + 2 ]c„x"‘ fr + (n + r- 

I «=1 

[r(r-3) + 2]c 0 x' +.v' ^T([(n + r)(w + r-3) + 2]c„ + {n + r-\)c„. 

n=\ 

[r 2 -3r + 2]c 0 x' +x' ^j[(« + r -l)(n + r -2)c„ + (w + r-l)c„_| ]. 




aplicando el metodo de los coeficientes indeterminados. 

\r 2 -3r+2 = 0 => r, = 2, r, =1 

[{n + r - l)(n + r — 2)c„ +(n + r-l)c „=0 


c = —— Vni 1 

" n+r-2 


\)c„. t x n * r = 0 

i )x" = 0 

r” =0 
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'■'1 '■'ft 

n = 4, c 4 =—i = —2- 

4 1.2.3.4 


=■ 


(-1 )" c 0 (- l ) W c 0 


como 


1.2.3.4...« n ! 
>'i(*)=c 0 .v 2 ~y c„ 

w*0 «=l 

/ i V' 

2 V 1 ) 


n+2 


* , _ 1V' ^ _* _ /_,V } v «f2 


■ ' ‘ 2 -— in —'■ 2 . •— 

;» = I /?=0 

^ /_ ]\ ft x n 

para c 0 = 1 * 0 , y, (-1) = x 2 / : —*—— = x 2 


/i=0 


n ! 


ahora calculamos la segunda solucion y 2 (*) 

pero como ^ - r ? =2-1 = 1 es un entero, entonces la solucion es 


y 2 (x) = ^ + c 0 V] (jc) In a: , donde b Q = 1 

para calcular b n y c 0 utilizaremos un metodo alternativo en lugar de usar el metodo de 
derivar y reemplazar en la ecuacion diferencial. 

El metodo alternativo consiste en lo siguiente: 

X 

Seay,(*) =-—[('■-*>)f(>j.x)]L . mr , donde los coeficientes de Y(r { x)= 7 c„. \”* r se 
cr * 15 —rf 

n* 0 

C 

mantiene en funcion de r, de acuerdo a la formula de recurrencia. c =-—— V n ^ 1 

r + n - 2 

n=l, C\ =-—c 0 

r - 1 
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n - 2, c 2 = — L = 


q Hr 


r r(r-l) 


n - 3, Cy - - 


n = 4. c 4 = - 


C 2 (-D J C 0 


r + 1 r(r-lXr + l) 
c 3_ H) 4 Cq 


r + 2 r(r - l)(r + l)(r + 2) 


> r r+1 r+2 r+3 r+4 

/ (r 5 ^) = CqX + CjX +C 2 JC + CyX + c 4 X +... 

yfrjr) . c ^ + HV C v - + _LlL c .-2 , (-D 3 c ^3 

('■ ) ° r-1 ° r(r-l)* r (r-\)(r + \)° 


(r -r 2 )y(r,x) - (r -l)>(/-,x) = c 0 [(r- l).r' + (-1) 1 * r+l + tlL x ” 2 ♦ ( * 

r r(r + l) 


+-i 


a i 

-—(r- 1)(/|X) = c 0 [x r + (r ~l)x r In x + H ) 1 x r+I lnx—— x 1 +2 
<?r r 


^ r+2 i 2r +1 r+ 3 1 r+ 3 . , 

+ —x + inx +—- -r-x —--x lnx + ...] 

r (r~+r)~ r +r 


*2(*) = — t(» , - 1 )M'i= c o [*-* 2 Inx-x 3 + x 3 Inx+^-x 4 -y In * + ...] 


dr 


3 , 3 4 . , , _ , „2 , „3 x 


Y-, ( x) = c 0 (x - AT + — x +...) + c 0 (-x +x -+ ...)ln x 

4 2 


.2 , 3 3 , 4l . J, ■ *' 


y 2 (jr) = c 0 x(l-AT +-x +...) + c 0 x‘(-l + x-+ ...)lmc 

4 2 


para c 0 = 1 * 0 se tiene. 


3 x* i 3 

Y 7 (x) = x(\-x 2 + -.t 3 +...)-Jc 2 (l-Jf + -—•••> =x(\-x 2 + T .v 3 + ...)-^(*)ln* 

4 2:4 
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Luego la soluci6n general de la ecuacidn diferencial es: Y(x) = c x Y ] {x) + c 2 Y 2 (x) • 

2 d 2 y dv 3 

Ejemplo: Resolver la ecuacidn diferencial (x -jc)—- + 3 — -2y = x + —, 

dx- dx x- 

alrededor del punto singular regular x 0 = 0 . 

Solucion 

En primer lugar hallaremos Ja solucidn en series de potencias de la ecuacidn diferencial 
homogenea y despues hallaremos una solucidn particular Y p {x) de la ecuacidn 

diferencial no homogenea. 

Entonces calcularemos la solucidn en series de potencia de la ecuacidn diferencial 

2 * 

(x 2 -x)--j^+3~-2y=0 la solucidn 1° en series de potencias es Y x (,v) = c n x n+r donde 

sus derivadas son: 


*•0 


n+r 2 


= V (n + r)c„x n+r ~' y = \ (n + r)(n + r-\)c„x 

dx dx ' 

n=Q n =0 

ahora reemplazamos en la ecuacion diferencial 

X X X 

( x 2 -x) ^ (n + r)(n + r -1 )c„x n+r ~ 2 + 3^^ {n + r)c n x n *’- 2 ^ c n =0 

n =0 «—0 H =0 

oc x 

J'(n + r)(n + r-\)c n x n * r n + r)(n + r-\)c„x n+r ~ 1 + r)c„x"* r 1 

n =0 n=0 

ac. 

-^2 c„x” +r =0 

n=0 

t. x 

^\(n + r)(n + r-\)-2]c„x n+r +'^[3(n + r)-(n + r)(n + r-\)]c n x n+r ~ l = 0 


X X 

'^[(n + r)(n + r-\)-2]c„x"* r -^(« + r)(n + r-4)]c„x" +r ~' = 0 

n =0 «=0 
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^ [(n + r-\)(n + r-2)-2]c n _ ] x n+r 1 -(r-4)c 0 x r 1 (n + r)(« + r-4)c n x n+r 1 =0 

n=l n-\ 

T. JC 

r(r-4)c 0 x r ~ l ■ ) (« + r)(n + r-3)c„_ [ x”"~' (n + r)(n + /■ -4)c„ x n " 1 =0 

n=l 

K r — 4)c 0 x , “ l + ^^[(/? + r)(« + r-3)c„_! — (w + r)(fl + r-4)c n ]x n+r ~ ] =0 




aplicando el metodo de los coeficientes indeterminados. 

\r(r - 4) = 0 => r 2 = 0, r, = 4 

{(« + /-)(« + /*-3)c„_, -(/! + r)(« + r-4)c„ =0 


(rt + r-3)c„ , 

V -!_2zL Vnsl 

n + r- 4 


. « + l 

para r = r, = 4, c„ =-c„_,, 

n 


para n = 1, c } = y c 0 = 2c 0 


n = 2, c-> = — c, = 3c a 

‘ 2 


v n £ 1 


n = 3, c 3 =-c 2 =4c 0 


* 

riW = y C "^ = ^ Cfl ^, 4 Z ( n + i)^ p ar a c 0 = 1 

n= 0 m- 0 rt=0 

oc 

y,(.x) = jr 4 ^(« + l)x" 


«=0 


Se conoce que 


ac 



n=0 


I 


HA 




n~\ 


_l_ 

(l -x) : 


y (/i+i)^ n 

n=0 


_1_ 

( I -*) 2 
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y;(jc) = x 


(1-JC) 2 (l-x) 2 


ahora calculamos la segunda solucion Y 2 (jc) como r x -r 2 = 4 entero, entonces la 

QC 

segunda solucion es: Y 2 ( jc ) = -^-[(r ^ 0 ) y ( rx )]|^ 0 , donde Y(rx) = de la 


n=0 


formula de recurrencia se tiene: c n = 


c+r — 3 
ft+ r-4 


c„_i Vn^l 


i r ~ 2 

para n=l, c x =-c 0 

r - 3 


r-1 r-1 

n = 2 > c 2 =-“ c i =-7 c o 

r-2 r —3 


, r r 

n = 3, c 3 =--c 2 — c 0 

r-1 r —3 


r + 1 r +1 


n = 4, c 4 =-c 3 = 


^4 “ c 3 “ ^ c 0 

r r - 3 


r + 2 r + 2 


n = 5, c 5 =- c 4 = - 


u 5 “ ~T U 4 - 7^0 

r + 1 r —3 


K(rx) = jc r (c 0 + + c 3 x 3 +...) 

r-2 r — 1 2 r 3 r +1 4 . r + 2 5 , \ 

= *(c 0 +—-Co* +—r c o* +—: c o J +—r c o* +-" c o* + ■•■) 

r — 3 r — 3 r — 3 r — 3 r — 3 


rF(rx) = c 0 (n: 


C ' + r(r ~ 2 i^ 1 + il£zir? +2 -H-d-x- 3 7^^-X s +...) 


r-3 


y 2 (jc)= ^ [ry(nc)] l r = 0 =c ° ( 1 + f X+ T ) para c ° = 1 


2 v* 


3 3 


2x x 


Y 2 (x) = 1 + — + —; Luego la solucion general de la ecuacion homogenea. 
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* 2x x 2 

Y 2 (x) = q-- + c 2 (1 + — + —); ahora calculamos una solucion particular 

Y (x ) de la ecuacion (x 2 -x)^—- + 3 — -2y - x+-^- 

dx 2 dx x 1 

La solucion particular Y (x) se puede calcular por cualquiera de los metodos anteriores, 

variacion de parametros 6 reduccion de orden, en particular lo calcularemos por series, 
para esto aplicaremos el metodo de superposicion. 


Sea 


YpM) = ^ 


c„x n+r una solucion de la ecuacion diferencial 


«=o 


2 d 2 y dy 

(x" - x ) —— + 3- 2y - x calculando sus derivadas se tiene: 

dx 1 dx 


dYp l (x) 


,y ( „ +r)v — 

dx dx 2 

rt-0 n=Q 


(n + r)(n + r -~l)c n x‘ 


n^r-2 


reemplazando en la ecuacion diferencial (Ver la parte de la primera solucion) 

X 

-r(r ~4)c 0 x r ‘~ 1 + [(n + r)(n + r - 4 )c n - (n + r)(n + r - 3)c„_j ]x n 


. n+r~ 1 


- X 


n—1 


La igualdad se cumple si y solo si. r -1 = 1 y n + r - 1 = 1, de donde r = 2, n = 0 

se observa que n no admite mas valores entonces: 

1 x 2 

—r(r —4)c 0 = 1 => 4c 0 = 1 => c 0 =- como Y (x) = c 0 x = — 

4 l 4 


en la misma forma calculamos Y (x) 


X 


«=0 


2 .</*> - 3 


la solucion (x 2 - x )-—p + 3 — - 2y = — ; haciendo todos los calculos anterior se tiene: 
dx dx x - 
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-r(r-4)c 0 x r ~' +^[(« + r)(n + r-4)c„ -(n + r)(n + r-3)c„_ l ]x n+r ~ i = 3x~ 2 


n=l 


la igualdad se cumple si y solo si r - 1 = -2 y n + r - 1 = -2 de donde r = -1 y n = 0 


ademas -r(r-4)c 0 = 3 para r = -l => -5 c 0 = 3 =s> c 0 =-j 


YPi (*) = c 0 x r = - 


3r' 


* 2 3x _1 


La solucion particular es Y n (x) =- 

p 4 5 


La solucion general es Y(x) = Y g ( x) + Y (x) 


Y(x) = 


c,x 


2x x 2 „ x 2 3jc 1 


0 -xY 


- + c 2 (l +-(-—) +- 


3 3 4 5 


9.3. DOS ECUACIONES DIFERENCIALES ESPECIALES.- 


93.1 ECUACION DE BESSEL Y FUNCI6n DE BESSEL DEL PRIMER TIPO.- 


La ecuacion diferencial 


-> d * v dy t 

x 2 —- + x — + (* -P 2 )y = 0 
dx 2 dx 


se llama ecuacion de Bessel de 


orden P con P £ 0, la ecuacion de Bessel es una ecuacion diferencial de segundo orden. 

La ecuacion de Bessel surgio en el estudio de la radiation de energia y aparecen 
ffecuentemente en estudios avanzados de matematica aplicada, fisica e ingenieria y 
particularmente en aquellos en que el modelo matematico se expresa naturalmente en 
coordenadas cilindricas; ahora buscaremos las soluciones en serie de potencias alrededor 


del punto x 0 =0 el cual es un punto singular regular; sea Yp x (x) = /^ C V V>1 
primera solucion. calculando las derivadas se tiene: 


la 
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^ ='y'(n + r)c„x n+r 1 y ^r = \'(n + r)(n + r-l)c„x 

n=0 /j=0 

ahora reemplazamos en la ecuacion diferencial dada. 


.n+r-2 


x 2 + + r-l)c„Jt"~ r 2 + (« + r)c n jc /1+r ' 1 +(x 2 - p 2 )^^c n x n + r - 0 

«=0 «=0 n =0 

oc co op ao 

y^(w + r)(n + r-l)c„x" +r +’^(n + r)c n x" +r + '^c n x"* r ' r2 -^^p 2 c n x n+ ' =( 

«=0 /i=0 Z!=0 n=0 

OC 00 

^ ((n + r) 2 - /> 2 )c„ *" +r + x n+r+2 = 0 


/j=0 


n=0 


poniendo las x en una misma potencia. ^ [(n + r) 2 - p 2 ]c n x n+r + ^ c n _ 2 x n+r = 0 , 
poniendo los inicios iguales. 


«=o 


n=2 


(r 2 -p 2 )c 0 x r + ((1 + r) 2 - p 2 )c,x^ 1 + ]T [(« + r) 2 - p 2 ]c„x" +r + ^ c„ 

n=2 w=2 

ao 

( r 2 -p 2 )c 0 x r +[(l + r) 2 -/7 2 ]c 1 x r+I +^[((« + 0 2 ~P 2 )c„ +c„_ 2 ]x' ,+r =0 


x" +r = 0 


n=2 


aplicando el metodo de los coeficientes indeterminados 


(r 2 -p 2 )c 0 = 0 

((1 + r) 2 -p 2 )c, = 0 

[(w + r) 2 -/> 2 ]c„ +c„_ 2 =0 


n =P . r 2 =“P 

(r 2 + 2r + 1— p 2 )c t =0 


de donde: c„ = ---- . V n £ 2 

(« + r) 2 — p 2 

para r, = p => (/> 2 +2p + l-/? 2 )C| = 0 => (2p + l)C] =0 => Cj =0 
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como 


c - 


‘V: 


n{2p + n) 


V n £ 2 


para n = 2, c 2 = - 


2(2/7 4 2) 


n = 3, c, = - 


3(2/7 + 3) 


• = 0 


n = 4, c. = - 


c 0 


4(2/7 4 4) 2.4(2p + 2)(2p + 4) 


n = 5, c } = - 


5(2/>+ 5) 


• = 0 


n = 6, c 6 = - 


c 0 


6(2/7 + 6) 2.4.6(2/74-2)(2/? + 4)(2/7 + 6) 


n = 7, c 7 = - 


7(2/747) 


= 0 


n — 8, Co — — 


c 0 


8(2/7 4 8) 2.4.6.8(2/7 4 2)(2p + 4)(2 p + 6)(2/> 4 8) 


n = 9, Co = - 


C 1 


9(2/7 4 9) 


= 0 


Luego la solution Y ] (x) queda expresado asi: 


n r v 2n + P 


x V i. + r (-0%* 

l(x)= > c n x = > - 

£ f-2*-.«!(/7 4l)(/7 4 


!(/7 4l)(/7 4 2)(/7 4 3)...(/7 4«) 


donde c n es una constante arbitraria. En particular tomamos c 0 =- 

2‘ r(/7 4i) 

anterior se transforma en la siguiente solucion particular. 


, la solucion 
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y, (.v)= y —- 

2 " P .n\(p + \)(p + 


(- 1 )" 


ltl + p 


'.(p + \)(p + 2)(p + 3)...(p + nW(p + l) 

(- 1 )” 


En forma simplificada queda en la forma: Fj (x) = ^ 


(-r 


/i=0 


r(/H-i).r(«+p+i) 2 


La cual se denomina '‘Funcion de Bessel de orden P de primer tipo, y denotaremos por 

(- 1 )" 


J„(x), es decir: 


,(x) Xlr(« + i).: 

n=0 


G) 


r(«-fi).r(tf+p + i) 2 


Observacion: Como casos particulars 


(7) Si r = p = 0 setiene y n (x) = y T (^) 2 ' 1 


fl-0 


«- 

(l ) Si r = m = entero no negativo, nos queda: J m (x) = / --—--(—) 

n\...(n + m)\ 2 

n =o 


2n+m 


ahora calculamos la segunda solucion f 2 (x), en este caso debemos tener cuidado en la 
solucion Y 2 (jc) , para dar la solucion general de la ecuacion de BESSEL. 


1° caso. Si f"\-r 2 =2p^ de un entero y P > 0 entonces estamos en la parte a) del 
teorema anterior por lo tanto una segunda solucion se obtiene sustituyendo P por 

(-D" 


-P es decir: 


n= 0 


—(-r 

r(n + \)T(n-p + \) 2 


Luego la solucion general de la ecuacion de BESSEL de orden P es: 
Y(x) = c { J p (x) + c 2 J_ p (x) 


2° caso. Si r x = r 2 = p = 0 se observa que J . (x) y J_ p (x) son iguales. 

3° caso. Cuando r x —r 2 =2p es un entero y P es un entero. La segunda solucion es 

cos PxJ (x)- J (x) 

= J _(x), donde Y D (x) =--- , y la solucion general 

f sen Pk 

es: Y = c x J p {x) + c 2 J p {x) 
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cos P7TJ (x)-J_ p (x) 

Nota: A la funcion Y (x) =- se denomina funciones de Bessel 

p sen Ptu 

de segundo tipo. 


Ejemplo: Hallar la solucion general de la ecuacion 

x 2 —^ + x — + (x 2 )y = 0 en 0 < x < oo. 

dx 2 dx 4 

Solucion 


Identificamos que P 2 = — => P = —, P = - — 

4 2 2 


Luego la solucion general de la ecuacion diferencial es: Y(x)~c l J ] ( x) + c 2 J | (x) 

2 ~2 


Ejemplo: 


Hallar la solucion general de la ecuacion 

Solucion 


^±2. +x ±^.v,,.o 

~ 2 dx 


dx" 


identificamos que P 2 =9 de donde P = 3; la solucion general es: 
y(x) = cj j 3 (x) + c 2 y 3 (x) 


Ejemplo: Resolver la ecuacion diferencial 


4x 2 —it + 4x — + (x - 4) v = 0 
dx' dx 


Solucion 


Lo transformamos a una ecuacion de Bessel mediante la sustitucion u=yfx => x—iC 
mediante la regia de la cadena se tiene: 


(—) - JL (i^L) 

dx du dx 2 u dv 


d 2 y _ d dv. _ d_ ^ 

dx 2 dx dx du dx dx 


d 2 y 


dx 2 


du 2m du 2m 2m* du 2u du 2u 


d\y 1_ dy 1 d\y 

dx' 4m 3 du Au ‘ tin' 
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ahora reemplazamos en la ecuacion diferencial 


4 I d*X 1 </)' 1 1 ,dv 2 r\ 

(—r(—f)-r(^) + 4w •—("r)+(w - 4) v = 0 

4u du 4// 2w dw 


. d y^.. d y 


u —--u — + 2u — + {u -4)y = 0 
du du du 


2 d 2 y dy 2 

u —- + m — + (i/ -4)y = 0 es la ecuacion de Bessel de orden 2. 
dir du 


Ahora identificando P 2 = 4 de donde P = 2 

Luego la solucion general de la ecuacion es: Y(u) = c x J 2 (w) + c 2 J 2 ( M ) 

Y(x)=c l J2(yfx) + c 2 J2('Jx) 


9.3.2 ECUACION PARAMETRICA DE BESSEL.- 


La ecuacion diferencial de la forma: 


x 1 ^- + x^- + (A 2 x 2 -p 2 )y = 0 
ate 2 dx 


se denomina “Ecuacion parametrica de Bessel" y la solucion general es dado por: 
Y(x) = c x J p (Xx) + c 2 y p (Xx) 


2 dy t dy 2 


Ejempio: Resolver la ecuacion diferencial. x —^ + x — + (9x -4 )y = 0 

dx 2 dx 

Soluci6n 

Identificamos que X‘ - 9 y P 2 - 4 de donde X = 3, P = 2. 

Luego la solucion general es: Y (x) * c x J 2 (3x) + c 2 Y 2 (3*) 

-> d y dy 1 1 

Ejempio: Resolver la ecuacion difeFencial x“ —“ + x-J- + (4x~ ~—)y = 0 

dx 2 dx 9 

Solucion 
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Identificamos que X 2 = 4 y P 2 = — de donde X = 2, P = ~ 

9 3 


Luego la solucion general es: ) r (x) = q J x (lx) + c 2 Y { (2x) 

3 3 


933 ECUACI6n DE LEGENDRE.- 


A la ecuacion diferencial de la forma: 


(\-x 2 )^--2x^- + n{n + \) v = 0 
dx 2 dx 


se denomina Ecuacion de Legendre de orden n. 


9.3.3.1 SOLUCI6N DE LA ECUACI6n DE LEGENDRE.- 


Como x 0 = 0 , es un punto ordinario de la ecuacion de Legendre 


i d‘ v dy 

(\-x 2 )?-^-2x — + n(n + \)y = 0 
dx 2 dx 


X 

entonces admite una solucion en serie de potencia L(.v) - N c k x k , de donde sus 

k= o 

dx dx~ 


derivadas son 


ahora reemplazamos en la ecuacion diferencial 

X X X 

(1 - X 2 k(k -1 )c k x k ~ 2 -2x^^kc k x k ~ l -f/?(« + l)^^c A x A =0 


k-2 


A=l 


A=0 


00 X X x 

-l)c k x k ~ 2 ~^^k(k-l)c k x k -^^2 kc k x k + =0 

k-2 k=2 A-l k=0 


k-2 k-2 k-\ 

poniendo las x en un mismo exponente. 


x x X T 

^(* + l)(*-l)c A+2 x*-^*(*-l)c*x A -^2 kc k x k + ^n(n + l)c A X* =0 
A=0 k-2 A=1 k= 0 
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poniendo los inicios iguales se tiene. 

OC X X 

y[(fc + l)(* + 2)c^ +n(n + \)c k ]x k -^k{k -\)c k x k -^2 kc t x k =0 

4=2 k =1 

2c 2 + n( n + l)c 0 + (6c 3 + «(« + l)c ] )x - 2c } x + 

X X 

+ 1)(£ + 2)c* +2 + n(n + l)c* ].v A - J~j c(k-\)c k x k - 2kc k x k =0 

A-=2 k= 2 4=2 

2c 2 + «(« + i)c 0 + (6c 3 + [/i(w + 1)-2]C|)x + 

x 

+ ((A' + l)(A + 2)c k+1 + [n(n + \)-k(k + l)]q. )** = 0 

4=2 

ahora aplicamos el metodo de los coeficientes indeterminados. 

2c 2 4- n(n + l)c 0 = 0 
6 c 3 +(«(« + l)-2)c, = 0 

(A + 1)(A + 2)q. +2 + (n(n + 1) - k(k +1 )c k = 0 

# 

j „ «(« + !) »(» + !). 

de donde se tiene que: c 2 = -:-c 0 =-—— c 0 , 


//(/7 + 1) - 2 (/? + 2)(n - 1) 

Cl =-c, =- c x 

6 3! 

«(w + l)-A(A + l) ^ _ (/7-A)(n + A+l) 

Ck+2 ~ (fc + l)(/t + 2) ° k ~ (k + 1)(* + 2) ° k 
(n-k)(n + k + 1) w 

C/,,7 — Cr v K. £_ Z 

(Ar + l)(A + 2) 

es la formula de recurrencia. 

(n-2)(« + 3) (n-2)(« + l)n(« + 3) _ 

Para k = 2, c 4 =-—- c 2 =-—- c o 
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. , (w-3)(h + 4) (/? -3)0 -1)0+ 2)0 + 4) 

k — 3, Ci — ■ c- 1 — -c i 

4.5 5! 


. 4 O -4)0*5) (n -4)0 -2)n(n + 3)0 + 5) 

K 4. cv = - <. - - 

5.6 6 ! 


(w-5Xw + 6) 0-5)0-3)0-00 + 2)0 + 4)0 + 6) 

k - 5. o* = --- c 5 = -—- c, 


6.7 


7! 


etc., asi, por lo menos para | x | < 1 se obtiene dos soluciones en series de potencia 
linealmente independiente. 


Vi , mu : (a-^d+lXir+J) 4 i" 4 k.' i :i//(/i*3Xn + 5) * 

M-V) = <'„ -— V C„ -T --- X C„ --X c n +... 


4! 


6 ! 


(n-l)(« + 2) , (n-3)(n-\)(n+2)(n+4) , 

Y 2 (x) = qx -x c, +- x-q 


3! 


5! 


(n -5)(« — 3)(« - 1)(h + 2)(« + 4)(n + 6 ) 7 

-* c, +... 

7! 


(*) = c o [1 — 2 j * + 


w(« + l) 2 (w —2)/i(w +1)0 + 3) 4 O “ 4)0 ~ 2)/?0 + 3)0 + 5) 


4! 


x — 


6 ! 


V+..J 


v ,_. x . r __ («-l)(w + 2) 3 , (/l — 3)(W — 1)(« Hr 2)(« -h4) 5 

2^ ( JX ) — Ci I X X + X "* 

2 1 3! 5! 


(n - 5)0 - 3 )(n -1)0 + 2 )0 + 4)(« + 6 ) 


Luego la solucion general de la ecuacion de Legendre es: L(x) = a x ( x) + a 2 Y 2 (x) 


observemos que si n es un entero par, la primera serie termina, y la segunda F 2 (x) es una 
serie infinita en forma similar cuando n es un entero impar la serie L 2 (x) termina con 

x n , es decir, que se obtiene una solucion polinomial de grado n de la ecuacion de 
Legendre. 
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En ia solution de la eeuacion de Legendre se acostumbra a elegir valores espetificos para 
c 0 y c } dependiendo si n es entero positivo par 6 impar respectivamente, para n = 0, 


eiegimos c Q = 1, y para n = 2, 4, 6, . 

n = 1 eiegimos c x = l, y para n = 3,5,7, 
n = 4 se tiene. 


, 1X , 1.3...(#i-l) 

Cq = (-1)-, en tanto que para 

2.4.6 ...n 


n T 1.3. J1 

c i = ( -1 ) ‘ TT"7—;-77 por ejemplo para 

2.4.6...(/?-!) 


Y l (x) = (-\) 2 — (l-10x 2 + —x 4 ) = — — —— x~ + — x 4 = -(35.v 4 -30x 2 +3) 
1 2.4 3 8 8 8 8 


19.3.3.2 POLINOMIOS DE LEGENDRE.- 




A las soluciones polinomiales especificas de grade n de la eeuacion de Legendre se 
denominan ‘‘Polinomios de Legendre” y denotaremos P n (jc) con las series obtenidas 

para F, (*). F : (x) y los valores dadas para c Q y c x , encontramos que, los primeros 
poiinomios de Legendre son: 


Pq{x) = \ 

P,(A-) = i(3.v 2 -l) 

P A (a) = — (35.v 4 -30.x 2 +3) 
8 


P,(.V) = A- 

P 3 (x) = -i(5x 2 -3x) 

p 5 (a-) = -(63.y 5 -70x 3 +15x) 
8 


Observemos que P 0 (x),P|(a-),P j (a).P 3 (x),... son a su vez soluciones particulares de las 
ecuaciones diferenciales. 


„-0, (l-x 2 )^-~^-2x— = 0 

dx' dx 


i d 'v dv 

n - 1, (1 -x 2 )—^-2x —+ 2 v = 0 

dx' dx 
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, , d 2 v 

* dv 

n - 2, 


- 2.v — + 6 y = 0 


dx " 

dx 


„ , d 1 V 

dv 

n = 3, 

(1 - x 2 )-^r 

- 2 x — + 12 y = 0 


dx ~ 

dx 


El polinomio general de Legendre se expresa en forma general por: 

P , x) = ± V' (-■)* ( 2 w - 2 A~)! lk 

2 n kl ( n - k )\( n - 2 k )\ 

k-» 0 


donde [“] es el mayor entero menor 6 igual a ^ 


EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


Resuelva cada ecuacion diferencial mediante series de potencias dc 1; 


X 

-I 


c„.v 


n=G 


© 

© 

© 

® 


dy 2 n 
- xv = 0 

dx 


dy 

(1 + .v) - 2y = 0 

dx 


0 

dx 


y = 0 
dx 


dy 

x —+ v = 0 
dx 




dx 


( 4 ) (2.V-1) — + 2v = 0 

^ dx 


(*6) (1 + x ) — -mv = 0 

dx 

dx 


dy , 

* jr 2> 


II. Resolver cada ecuacion diferencial por medio de las series de potencias. 


forma 
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© 

d 2 y n 

dx 

© 

2^*4 = 0 

dx 2 dx 

© 

d 2 y 

—f-(* + l)y = 0 

dx" 

© 

dx 2 dx 

© 

d~ v dv . 

—7- + x — + y = 0 
dx 7 dx 

© 

d : y n 

; +*v = o 

dx" 

© 

d 2 v ; dy „ 

. t.l -4- ZA i — : 0 

dx* dx 

@ 

-3XI-0 

dx * dx 

III. 

Encuentre en cada ecuacion diferencial dos soluciones en series de potencias entorno ; 
punto ordinario x = 0 que sean linealmente independiente. 

© 

(x 2 -l)y n + 4xy' + 2v = 0 

© 

(a 2 -3)v” + 2aV = 0 

© 

(.v 2 4-l)v" + 6xy+ 4v = 0 

© 

(A 2 -l)y , 4-8AT , + ]2> =0 

© 

(x 2 -l)y-6Ay + 12y = 0 

© 

(a 2 +3)y , -7*y+16v = o 

© 

(2 -x 2 )y'-xy 4-16v - 0 

© 

y"-x 2 y'~3xy = Q 

© 

y' ' 4- xy 4- 2 v = 0 

© 

(a 2 -*V)y" + 3xy'+y= 0 

© 

v 1 ’ 4- 2 at' -r 4y = 0 

© 

(a - 2 4* 2)y f '4-4xv'4- 2y = 0 

© 

y' ' 4- x>* 4- y - 0 

© 

3/’4-A/-4y = 0 

© 

5.v M -2.y' + 10v = 0 



© 

y ' - jcy' +■ 2y ^ 0 


y’-f A 2 y'4- XV = o 

© 

( x 2 4- 2)y' 1 -f- 3 at' - v = 0 

@ 

(a 2 -l)y’ , + A> , - t v = 0 


(x 2 +ny'-6j> = o 

© 

/'-(* + !)/->' = 0 
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© 

© 

® 

@ 

© 

© 

© 

© 

@ 

® 


y"-xy'-(x + 2)y = 0 
y” + (l + a +a 2 )y = 0 
(1 + A)y" + 2y'-y = 0 
xy” + y + xy = 0 


( 24 ) (a + 2)y' ' + xy' - y = 0 

(26) (1 - x)y' ' + (2 + x)y' -2y-0 

(38) (1- x 2 )y"-2xy'+ 2y = 0 

( 30 ) (1 +a 2 )y" +Ay'-y = 0 


(2a 2 -3A + l)y"+2Ay’-2y = 0 (32) y”-(l+A)y = 0 

(a 2 +l) 2 y"-4A(A 2 +l)y' + (6A 2 -2)y = 0 @ (2A-l)y"-3Ay'= 0 

y" + 2Ay' + 2y = 0 (3£) (A-l)y" + y' = 0 

Mediante series de potencias resuelva los problemas con condiciones iniciales. 
(1 + a 2 )y" + 2a>'' - 2y = 0, y(0) = 0, y’(0) = l 

(A+l)y”-(2-A)y' + y = 0, y(0) = 2, y'(0) = -l 


y" + 4y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 3 

y"-2y’ + y = 0, y(0) = 0, y'(0)=l 

y" + y’-2y = 0 , y(0) = 1, y'(0) = -2 

y" + Ay' — 2y = 0 , y(0) = 1, y'(0) = 0 


(a 2 +6A)y" + (3A + 2)y'-3y = 0 ,y(-3) = 0. y'(-3) = 2 

y" + (A-l)y' + y = 0, y(l) = 2, y'(l) = 0 

y''-2Ay’ + 8y = 0, y(0) = 3, y'(0) = 0 

(a 2 +l)y" + 2Ay'=0 , y(0) = 0, y'(0)=l 

(2a- A 2 )y"-6(A- l).y'-4y = 0 , y(l) = 0, y’( 1) = 1 
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© 

© 

© 

V. 

© 

© 

VI. 

© 

© 

© 

© 

© 




(a 2 -6A + 10)y-6(x-l)y-4v = 0 , y( 1 ) = 0, y(i) = i 


y"-xy' + y-\ = 0, y(0) = y'(0) = 0 


(4x l +\6x + \l)y" = %y, y(-2)= 1, /(-2) = 0 

Resuelva las siguientes ecuaciones mediante series de potencias. 


y+(senx)y = 0 © 

cos x.y"+y = 0 ( 4 ) 

y"-xy = \ @ 

aV 1 + sen x.y' + xy = 0 (¥) 


Resuelva las siguientes ecuaciones aplicando 


2xy''+ (l - 2x~ )y’- 4xy = 0 
xy"-y' + 4x 2 y = 0 

xy"+ — y'+- y = 0 
2 4 

xy"+y’+4xy = 0 
2xy"-y'+2y = 0 

2 x( 1 - 2x)y'' + (4 a 2 +1 )>•' - (2 * +1 )y = 0 

.r 2 r y" + (1 -f-3x)xy-(1 + 6 x)y - 0 
2xy"+ 5y' + xy = 0 
4.yv' ' + 8 y + *>■ = 0 


y+e v y-y = 0 

A> ,M + (sen y)v = 0 
y" - 4xy' - 4y = e x 
el metodo de FROBENIUS. 

(?) xy"+2y' + 9xy = 0 

(7) A;v M + y+ a-( 1 + A)y = 0 

(7>) 9 xy' ’ + 9y + x>> = 0 

(?) Ay , + 2y’-4Ay = 0 
(Ts) 3xy"+(2-x)y'-y = 0 

@ *V+*(*“>?’+^*0 

© xy'' + 2y’ + xy = 0 
(l6) x 2 y" + x(x-l)y' + y = 0 
© 3x 2 y”+2xy' + x 2 y = 0 
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© 

2xy" + (x + \)y'+ v = 0 

® 

2xy" + 3y'-y = 0 

@ 

3xy" + 2y' + 2y - 0 

© 

2xy"+(\-2x 2 )y'-4xy = 0 

® 

2x 2 y" + xy'-(l + 2x 2 )y = 0 

© 

2x 2 y" + 1 x(\ + x)y' - 2y = 0 


2x 2 y"+ xy‘-(3-2x 2 )y = 0 


6 x 2 y"+lxy'-{x 2 + 2)y = 0 

© 

2 x 2 y"-xy' + (x 2 + 1)>=0 

© 

2xy' ’-(3 + 2x)y'+ y = 0 


2x 2 y" ' + (-7 + 2x)xy' + (7 - 5x)y = 0 

/~ 

2jc 2 y' + 3;ty+(2jt-l)y = 0 

© 

2x 2 y" + 3xy'-(x 2 + l)y = 0 

® 

@ 

x(x-2)y" + y'-2y = 0 

® 

2x 2 y" + x(x + \)y'-(2x + \)y = 0 

@ 

x 2 y"+ 3xy’ + (l + x + a 3 )y = 0 

0 

jt 2 y' + jc(1 + x)/-( 1 -3x + 6 x 2 )y = 0 


4x 2 y"-4xy' + (3-4x 2 )y = 0 

® 

x 2 y" + (2x + 3x 2 )y'~2y = 0 

® 

x 2 y"-xy' + (x 2 + l)y = 0 


2x(\ - x:)y '+ (1 - 2x)y' + (2 + x)y = 0 


x(x-2) 2 y"-2(x-2)y' + 2y = 0 

® 

2xy , + (l-jc)y-(l + jc)>^ = 0 

® 

jr 2 y" + (2.t 2 -3x)_v' + 3.v = 0 

@ 

jc 3 (x-l)y' + (*-l)y + 4xv = 0 

© 

2x 3 y"-A(2-5.t)>'' + y = 0 

@ 

(2x 2 + 5* 3 )y * + (3x - x 2 )y-(1 + x)y - 0 

® 

9jc( 1 -Jc)/’-12_v' + 4y = 0 

@ 

x 2 y" — 2xy' + 4(x* -\)y = 0 

® 

2x 2 y" - x(x - \)y' - y = 0 

@ 

x 2 y’ + (x 2 -3x)y+ 4y = 0 

@ 

Ar(l-A-)/'-3y’+2.y = 0 


VII. Mediante series de potencias encuentre la solucion general de la ecuacion diferencial 
dada, en 0 < x < (Bessel) 
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© 

© 

© 

© 

© 


VIII. 

© 

© 



, 7 1 

x y ”+xy '+(jc ~~)y = 0 

© 

x 2 y” + xy’ + (x 2 -1)^ = 0 

9 9 1 

x y n + xy' + ( x — )y = 0 

4 

© 

x 2 y” + xy'+(x 2 ~~)y = 0 

xy'\+y'+xy = 0 

© 

y-(xy’) + (x--)y = 0 

ax x 

x 2 y n + xy' + (4x 2 -~)y = 0 

© 

x 2 y"+xy' + (36x 2 --)y = 0 

4 

4x 2 y" + 4xy’ + (4x 2 -25)y = 0 

® 

I6x 2 y"+\6xy' + (l6x 2 -\)y = 0 

x 2 y" + xy’+(9x 2 -4 )y = 0 


xy" +3y' + xy = 0 

xy"-y' + 36x i y = 0 

® 

x 2 y"-5xy' + (i + x)y = 0 

2x 2 y" +3xy' - 2(4 - x 5 )y = 0 

® 

4x 2 y”-l2xy' + (l5 + l6x)y = 0 

x 2 y”+3xy'+(\ + x 2 )y = 0 

@ 

1 6x 2 y" ' + 24xy' + (1 + 44x 2 )y = 0 

36x 2 y"+60xy' + (9x 3 -5)^ = 0 

® 

x 2 y” + xy’+x 2 y = 0 


Comprobar que la ecuacion diferencial xy" + (l -2n)y' + xy = 0 , x > 0, tiene la 
solucion particular y ^ x n J n (x) 

Comprobar que la ecuacion diferencial xy" + (1 + 2n)y' + xy = 0 , x > 0, tiene la 
solucion particular y = x~ n J„(x) 


Comprobar que la ecuacion diferencial x 2 y n + (A 2 x ? -v 7 + —), y - 0, x > 0, tiene la 
solucion particular y = yfxJ v (Ax), k> 0. 
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CAPITULO X 


10. CONCEPTOS BASICOS DE TRANSFORMADA DE 
LAPLACE 


10.1. INTRODUCCICIN.- 


En el calculo elemental se estudio la derivacion e integracion 
los cuales gozan de la operacion de linealidad, es decir: 


X [ af(x) + £*(*)] = a± f(x)+ p± g(x) 
dx dx ax 

\[af(x) + pg{x)]dx = a if{x)dx + P ig(x)dx 


donde a y P son constantes reales arbitrarias. 


La integral definida de una suma tambien goza de la operacion de linealidad, es decir: 


f [ af(x) + Pg(x)\dx = a f f(x)dx+P f g(x)dx 
Ja Ja Ja 


La operacion de linealidad de la derivacion e integracion transforman esencialmente una 
funcion en otra expresion por ejemplo: 


-y- jc 3 = 3x 2 , - -^- + c • J x*dx = 4 . 

nosotros estamos interesados en una integral impropia que transforma una funcion F(t) en 
otra funcion de parametro s, al cual se le llamara Transformada de Laplace, es decir, que 
la transformada de Laplace es una operacion que transforma una funcion F(t) en otra 
funcion de parametro s. 
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10.2. DEF1NICION.- Sea F: [0,oc > —»R, una funcion deflnida para t £ 0, entonces a la 

funcion f definida por: 


m 


= f e~ s 'F(t)dt = lim f e~ s 'F(t)dt 
Jb *-»+« J, 


Se llama transformada de Laplace de F, siempre que el h'mite exista. 

Simbolicamente a la transformada de Laplace de F se denota por: L{F(t )}, es decir: 


-r 


L{F(t)}= e~ sl F(t)dt = f(s) 


Ejemplo.- Calcular L{f(r)}, donde F(t) = t 

Solucion 


f T r f •' ,b 

e s 'F{t)dt= I e s 't dt = lim I e s 't dt = lim (- —)/ 

Jb J, 5 s' 1 0 


= Hm [(-^-£^)-(0--l r )]=0-0 + -i- = J r 

S s~ S~ S' S~ 


L{t} =— » para s > 0. 

5 1 


Observacion.- El uso del simbolo de lim F(t) / vamos a reemplazar por la 

b —>+oc / 0 

notacion F(x) j , es decir: 


F t e~ sl e~ s ‘ , +x 1 

te~ s, dt = (-- -V)/ =4» i>0 

5 s 2 1 0 s' 


Entendiendose que en el limite superior, cuando t— >+oc, e —> 0, para s > 0. 
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10.3. CONDICIONES SUFIC1ENTES PARA LA EXISTENCIA BE 

L{F(t)}.- _ 

La integral impropia que define la Transformada de Laplace no necesariamente converge, 

por ejemplo; ni L{-} ni L{e r } existen. 
t 

Las condiciones suficientes que garantizan la existencia de L{F(f)J son que F(t) sea 
continua por tramos o seccionalmente continua para t 0 y ademas que sea de orden 
exponencial para t > T. 

10.4. FUNCIONES CONTINUAS POR TRAMOS O SECCIONALMENTE 

CONT1NUAS.- _ 

Definition.- La funcion F: [a,b] — ► R, es continua por tramos o seccionalmente 
continua en [a,b] si; , 

i. Existen puntos en [a,b] tal que: a = t 0 & t } & t 2 ^ t n = b , donde F es continua en 
cada subintervalo t ( ^ t ^ t i+l para i = 0,1,2,— n, salvo en dichos puntos. 

ii. En cada punto t. e\a,b] existen los limites F(t + )= lim F(t i +h), 

F(t~) = lim 

h->0 



Observation.- Consideremos una funcion F: [a,b] —» R seccionalmente continua. 
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A la diferencia F(t + )-F(t i ) = A se llama magnitud del salto de la funcion en 
el punto i-. 

Ejemplo.- La funcion F(t) = [ j t j ] es continua por tramos en [0,4]. 

Sit e [0,1> F(t) = 0 
t e [1,2> =>F(t)= 1 
t € [2,3> => F(t) - 2 
t e [3,4> F(t) = 3 
para t = 4 => F(t) = 4 



Ejemplo.- 


0 si 0 < t < 1 


La funcion F(t) = 


r si 
! 0 si 


1 < t < 2 
t> 2 


^Es F continua por tramos? 


Solucion 


F(t) 


F(1 )= lim F{\-h) = lim 0 = 0 
y? ->o /i—>o 



F( l + ) = lim F(1+ //)=• lim (! + /?)“ =1 

h—>0 /»-> O’ 

F( 2~) = lim F(2-h)= lim (2-h) : =4 

h-> 0 h-> 0 

t 


F( 2 + ) = lim F(2 + h)= lim 0 = 0 
/?-> 0 ' 
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ademas F(t) es continua V t e <0,oc> salvo en t = 1,2. Luego F(t) es una funcion continua 
por tramos en <0,oc>. 

Observacion.- Toda funcion continua en [a,b] es continua por tramos en [a,b]. 
Ejemplo.- Determinar si la funcion F(t) - ln(/ 2 + 1) es continua por tramos en [0,oo>. 

Solueion 

La funcion F(t) = ln(r + 1) es continua V t e R, en particular es continua, V t > 0 
entonces F(t) - ln(r + l), es continua por tramos en [0,+oo>. 


Ejemplo.- 


Determinar si la funcion F(t) = 

Solueion 


t + 2 

7^2 


es continua por tramos. 



Observacion.- 


h + 4 

F(2*) = lim F(2 + h) = lim - = +ac 

h-*Q- h-> 0 h 


4 — h 

F {2 ) - lim F{2 -h) - lim - = —x 

h — >0 *-♦<) '-It 


como 3 los h'mites, por lo tanto la funcion F(t) no es 
continua por tramos. 



Si F es una funcion continua por tramos en [a,b], entonces dicha funcion es 

e*' 

integrable en [a,b] es decir: 3 I F(t)dt 

Ja 


En efecto: como F es continua por tramos en [a,b], con discontinuidad en 
y posiblemente en a,b. 


a ti *2 


-+ 


b 
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Entonces a la integral j F(t) dt , se define como: 

Ja 

a, -A * 

F(t)dt = lim[ I F(t)dt + F(t)dt + ...+ F(t)dt] 

a h Ja+h Ji u +h ♦>* 

como este Hmite siempre existe, entonces 3 I F(t)dt 

J, 



Si F y G son dos funciones continuas por tramos en [a,b], entonces el producto 
tambien es continua por tramos en [a,b]. (Probar: queda como ejercicio). 

10.5. FUNCIONES DE ORDEN EXPONENCIAL.- 

Definicion.- La funcion F: [0,+ao> —► R, es de orden exponencial si existen 
constantes c > 0 y a tal que \F{t)\^ce at , V t £ 0. 

Ejemplo.- Toda funcion constante es de orden exponencial. En efecto: Sea F una 
funcion constante 3 c > 0 tal que | F(t) J £ c, V t £ 0 entonces \F(t)\&ce ot . 

Es decir que F es de orden exponencial haciendo a = 0. 

Ejemplo.- Determinar si la funcion F(t) = e at cos bt , es de orden exponencial. 

Solucion 

Como |cos bt| < 1, V t £ 0 entonces e at \cosbt\ £ e at y V t £ 0 de donde: 

\e at cosbt\$e at => \F(t)\<e at . 

Luego F(t) = e at cos bt es de orden exponencial tomando c = 1 y a = a. 
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Propiedades.- 


© Si F: [0,+oc> —» R es una funcion seccionalmente continua en [0,+oc>, entonces: 

i) La funcion F es de orden exponencial siempre que existe a e R tal que 

lim — = 0. 
e at 


Fit) 

ii> La funcion F no es de orden exponencial si: lim —— = oo . 

e at 

Ejemplo.- Determinar si la funcion F(t) = t n es de orden exponencial para n e Z + , 

Vt*0. 

Solucion 

Fit) t n 

lim-= lim-, aplicando la regia de L’Hospital 

r -*r jp* t-*T e at 

t n n{n-Y)(n-2)..2.\ 1 n\ 1 nl 

= lim-= -f-----lim-= — lim-= — (0) = 0, Va>0 

r-** e ai a n e a ‘ a n '-> x e at a n 

por lo tanto F(t) = /”es de orden exponencial V/ 2> 0 

Ejemplo.- Determinar si la funcion F(t) = e es de orden exponencial. 

Solucion 

lim —- - = lim -— = lim e = +oc , Luego la funcion F(t) no es de orden exponencial 

/—>0C g al /->oc g at /—► « 

© Si F\G:[0, oo >-» R , son dos funciones de orden exponencial, entonces el producto 
de F y G son de orden exponencial. En efecto: 

Como F y G son de orden exponencial => existen a j, a 2 , y c { , c 2 > 0 , tal que: 

\F(t)\ £ c l e a,t y | G(r) |£c 2 e ay , V t S 0 => \F(t).G(t)\=\ F (t)\\G(t)\z c^''.c 2 e a2 ' 
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= q .c 2 e (a2+ot2)? Vr > 0, entonces |F(/).G(^)| £ , entonces F(t) . G(t) es de orden 

exponencial. 

D Si F, G:[0,oo >—> R son dos funciones de orden exponencial , entonces la suma de 
F y G es de orden exponencial. 

(Queda como ejercicio para el lector). 

Ejemplo.- Demostrar que la funcion f (Q = t” sen kt es continua por tramos y de 
orden exponencial en [0,+oo >. 

Solucion 

Sea f (t) = f ] (t).f 2 (t) = t n sen kt, donde (t) = t n , f 2 (t) = sen kt , la funcion 
/j (t) = t n es continua V t e R, en particular f ] (t) = t n es continua en [0, +co> por lo 
tanto /j (0 = t n es continua por tramos (por la propiedad que toda funcion continua en 
[a,b] es continua por tramos en [a,b]). 

La funcion f 2 (f) = sen kt , es continua V t e R, en particular es continua en [0, +qo>, por 
lo tanto f 2 (0 = sen kt es continua por tramos. 


Entonces como f ] (t) = t n y f 2 (t) = sen kt son continuas por tramos entonces 
f{t)-t n sen kt es continua por tramos ahora demostraremos que f ] (/) = t n e s de orden 


exponencial; para esto demostraremos que: 


. r, . • 

hm-= 0, es decir: 

^-f 00 e at 


l* „» n 

lim-= lim-= 0 , entonces /, (0 = t es de orden exponencial. 

i*** e at /~+oc a n e at 


Ahora demostraremos que f 2 0) = sen kt es de orden exponencial, para esto existen c y 
a, tal que \f 2 (t^^ce at , pero |sen^|^l de donde |/ 2 (t)\ ^ 1 = \e 0t tomando 
c~\ , a =0 se tiene que f 2 (t) = ser\kt es de orden exponencial por lo tanto como 
f x (t) = t n y f 2 (f) = sen kt son de orden exponencial, entonces: / (f) = t n . sen kt es de 
orden exponencial. 








472 


Eduardo Espinoza Ramos 


10.6. TEOREMA.- 


Si la funcion F: [0,+oo> —> R, es seccionalmente continua y de orden 
exponential a entonces 3 f(s) = L{f(t)}, V s > a. 

Demostracion 

Por hipotesis se tiene que F(t) es de orden exponential a => 3 M > 0, tal que 
|F(0|^ Me m t £0. Ademas por propiedad j F(t)dt ^ y 




-r 


e 51 F(t)dt = lim 


Luego |e‘ f 'F(/)| = e""|F{/)|< M e~ st .e a , V t£0 puesto que \F(t)\ < M e® , V t £ 0 
Es decir: |e~ v? F(/)j < Me~ {s ~ a)t y t >0, a esta desigualdad integramos de 0 hasta a. 

f \e- s, F(t)\dtZ f Me~ (s - a), dt = -—e- (s - a) ‘ 1° =-— (e^ 10 -1) 

Jo 1 Jo s-a / 0 s-a 


Ahora tomamos Hmite cuando a -> +oc 


lim P \e 5/ F(f)|<fr£—— lim (e (s a)a -l) = —— , de donde 
a—>+x j i I s - a o~k+cc s — a 

J" |e" 5r F(0^| — , s > a 


por lo tanto 
quiere decir que: 

OBSERVACION, 


J^" e st F(t)dt es convergente, entonces existe J 
3 L{F(t)} = f(s) 


e sl F(t)dt esto 


© Si F: [0,oo> 4 R es una funcion continua por tramos y de orden exponential, se 
llama funcion de clase A. 

(^5) Si F: [0,+oo> -> R es una funcion de clase A entonces 3 L{F(t)}. 

© Si 3 L{F(t)} =£ que F sea una funcion de clase A. 
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10.7. TEOREMA. 


Sea F(t) una funcion eontinua por partes para t £ 0 y de orden 
exponencial para t > T; entonces lim L{F(/)} = 0 

\—>x 

Demostracion 


Como F(t) es eontinua por partes en 0 £ t £ T, es necesariamente acotada en este 
intervalo: |F(/)| < = M^e 01 . ademas |f(/)| < M 2 e /J 

para t > T. Si M denota el maximo de {M\, M 2 }y e, el maximo {0,?4 entonces 

A* At *-<. U 9 t i i 

|L{F(r)}|< I e~ st \F(t)\dt < M I e~ s, .e cl dt < -M --/ = ——paras>c 

Jo J) s-c / o s-c 


M 

i/— para s > c, Cuando s —» oc tenemos que: 
s-c 


)j| -»0 yporlotanto lim Z.{f(/)J = 0 


10.8. TRANSFORMADA DE LAPLACE DE ALGUNAS FUNCIONES 
ELEMENT ALES.- 


Encontrar la Transformada de Laplace de las siguientes funciones. 


(T) F(t) = e k 


Solucion 


Aplicando la defmicion de Transformada de Laplace 


f(s) = L{F(t)} = L{e k ‘} = £ <T S ' .e k, dt = £ 


,e dt = I e ^ k)t dt 


=.*—r = 1 ;S >k 

s-k l o s-k 


por lo tanto f(s)- L{e k! } =- para s > k 

s - k 


OBSER VACION- Cuando k = 0 se tiene: f (s) = L{\} = - para s > 0. 

5 
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© F(t) = t n 


Solucion 


+< * 

f(s ) = Z,{F(r)} = L{t n } = e~ st t n dt , integrando por partes se tiene: 


u = r 
dv = e~ st dt 


da - nt n ! dt 
e Sl 


f x t n &~ st !n f rri 

e - s, t n dt = —?— +- e-'T 1 

5/0 5 X 


dt 


para s > 0, n > 0, t"e -> 0 , cuando t -> +oo, luego se tiene: 

As) ■■ 


:f 




... (a) 


siguiendo el mismo proceso se llega a que: 

j _ L{t} = - L{t °} = , puesto que L{1} = -, que reemplazando en (a) se 

S 5“ 5 

n n-1 II n\ 
tiene: /($) = — 


5 5 5 5 5 


/(*) = £{'’ }=— ,5i S > 0 

5 


© F(f) = sen a/ 


Solucion 


r 


/( 5 ) = I{sena/} = e 5 ' senaf dt , integrando por partes. 


, . 5.senar + acosar / +oc _ ~ A 

y (5) = e (-—r-) f , para s > 0, e -» 0 , cuando t —> +oo, entonces: 

5 7 4-fiT / 0 


f(s) = /-{sen a/} = —- y , si s > 0 

5 ‘ ±a 
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F(t) = cos at 


Solucion 

En forma similar que la funcion anterior. 


f(s) = L{cosaf} = I e "'cos aidt =—^~— r , si s > 0 
X 5~ + cT 

Es decir: f(s) - Z.{cosa/} = —^—- , si s > 0 

s~ - a~ 

TABLA DE TRANSFORMA DA DE LAPLACE DE ALGLNAS FLNCIONES 
ELEMENT ALES. 


F(t) 

L{F(t)} = f(s) 

k 

- . s > 0 

5 

/*' 

— . s > 0 
s^ ] 

e* 

l 

-, s > a 

s-a 

sen at 

——r • s > 0 
jr -r cr 

cos at 

—-, s > 0 

s~ +'a* 

senh at 

a i i 

—-. s > j a 

s~ ~a~ 

cosh at 

* i . 

—;-^. s > i a! 

s~ - a' 

m 

e sen ai 

a 

(s-b) 1 -cr 

e b ' cos at 

s-b 

(.v - by + a' 

e hl senh at 

i- 

l 

1 

e* cosh at 

s-b 

(s -b) 2 -a~ 





































476 


Eduardo Espinoza Ramos 



Ejemplos.- Calcular L{F(t)} donde F(t) es dado: 
F(t) = / 4 +sen At + cos It 

Solution 


L\F(t)\ = I{/ 4 + sen4f+ cos7/} + — + —-— 

r s 2 +16 .*‘+49 

F(t) = sen 20t 

Solucion 


L{F(t)} = L{sen 20/} = —^- 

5“+400 

F(f) = cos“4/ 

Solucion 


+64) 


. fr ., V1 r , , , ,sen2;rr 1 s 2x \ .7 

L{F{t)} ~ L{sen /z7.cos,rr} = L{ -} = — (— ; --) =- 

2 2 s-+4,T s 2 + 4 + 

(T) F(t) = sen 'm 

Solucion 


L{FU)} = L{cos 2 4/} = L{1^^} =l(i + ^_) = . 

2 2i r+64 


F(t) =sen Ttr cos 


Tit 


Solucion 


/ r rr/ m rt 2 i COS 2/T/ 1 ~ > 1 / 1 S \ 

L{F(t)} = /.{sen ;r/} = I{—-} = —1{1 -cos2;n} = —(----) 

2 2 2 s s + 4/r _ 

10.9. PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE.- 

a) PROPIEDAD DE LINEALIDAD.- 

Sean F,G: [0,oc> —» R, funciones continuas por tramos y de orden exponencial 
entonces: L{aF(t ) + J3G(t)} ~ aL{F{t)} + f3L{G(t)} 
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Demostracion 

Mediante la definicion de Transformada se tiene: 

L{aF(t) + 0G(t)) = J e~ s ‘(aF(t) + fiG{t))dt 

= aj~ e~*'F(t)dt +/?JT e~ s 'G(t)dt = aL{F(t)}+PUG(t)} 

L{aF(t) + pG(t)}=aL{F(t)} + PL{G(n} 

Ejemplo.- Calcular L{F(t)}, donde F(t) = t~ -rCos2 t + e~ 

Solucjon 

I 

L{FU)) = L{r +cos2/ + £- 3 '} = L{r } + Z.{cos2?} + I{e 3 '} = + + — 

s' s~ + 4 5-3 

b) PRIMERA PROPIEDAD DE TRASLACION - 

Si F: [0,+oc> —» R, es una funcion continua por tramos y de orden exponencial y si 
L{F(t)} = f(s) entonces para a * 0 se tiene: L{e at F (t)} - f {s - a) y s>a 

Demostracion 

Mediante la definicion de Transformada se tiene: 

L{F(t)}= I e~ 5t F(t)dt= f(s) entonces 


= e- s, .e a, F(t)dt= jT 


L{e a 'F(t)}=\ e~ s .e a F(t)dt = e ~"~ a "F(t)dt =f(s-a) 


L{e a ‘ F{t)} = f(s-a) 


Ejemplo.- Si F(r) = /V'. Hallar L{F(t)} 


Solucion 














478 


Eduardo Espinoza Ramos 


L{l i } = ^ = -^- = f(s) > entonces: L{t 3 e 4 '} = f(s- 4) = — t?-— 
s s (.s-4) 


■ luV‘}= 6 


(s-4) 4 


Ejemplo.- Si F(t) = e 'cos2/. Hallar L{F(t)} 

Solution 

S 5 1 

Sea L{cos2/} = —-= f(s ), entonces: L{e~ l cos2r} = f(s +1) =-;- 

S-+4 (s -fir +4 


r r -/ ~ v 5 + 1 

L{e cos2/}=— ; - 

s~ + 2 5 + 5 

c) SEGUNDA PROPIEDAD DE TRASLACION.- 

Si F: [0,+x> —» R, es una funcion continua por tramos y de orden exponencial y; 

Si L{F(t)}= f(s) y G(t) = I °’ [ <Q entonces L{G(t)} = e~ m f(s) 

{ F(t-a); t > a 

Demostracion 

Mediante la definicion de transformada de Laplace 

e~ s, G(t)dt+ | e~ s 'G(t)dt 

e~ s 'G(t)dt = £ e~ u G(t)dt 

Es decir: Lz{G(t)} = j* e~ s 'G(t)dt 

ahora calculamos la integral, haciendo la sustitucion: 
u = t - a => t = u + a dt = du, reemplazando en la integral se tiene: 



L{G(t)} = f e ~ S ‘ G(t)dr= { 
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L{G(/)}=| e~' {u+a) G(u+a)du=e m £ e~ s "F(u)du = e _< “ f(s) 
por lo tanto: Z,{G(f)} = e as f(s). 


Ejemplo.- Hallar L{F(t)} si F(t) = 


0-2Y , t>2 
0 , t< 2 


Solucion 


Sea L{t } ) = -^ = f(s) => L{F(t)} = e - 2s f{s) = — 
s s 


r2s 


L{F(t)} = 


6e 


-2s 


d) PROPIEDAD DEL CAMBIO DE ESCALA. 

Sea F: [a,+oc> —> R, una funcion continua por tramos y de orden exponencial. 

Si L{F(r)} = f(s) L{F(al)}=-f(-) 

a a 

Demostracjon 

Aplicando la definition de Transformada de Laplace. 

L{F(at)} = J e~ st F(at)dt , calculando la integral se tiene: 

sea u = at t = — => dt = —, sustituyendo en la integral 
a a 


L{F(at)} = jT e~ s 'F(at)dt = - £ e~ s,a 


L{F(at)} = —/(—) 
a a 


F(u)du =—/(—) 
a a 


Ejemplo.- Hallar L{sen 7t} 


Solucion 
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Sea L{sen7r}=-^— = f(s ), entonces F{sen7£} = —/(—) = — (—-—) = —-— 

5‘+l 111 ,2 5 2 +49 

-+ 1 

49 

7 

L{sen It} = —- 

s 2 +49 


10.10. TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LA MULTIPLICACION 
POR POTENCIA DE t" .- 


Teorema.- Consideremos la funcion f: [0,+oc> — * R, continua por tramos y de orden 

1/1 

exponencial, si L{F(t)} = f(s), entonces L{t n F(t)} = (-1)" — £{F(/)}, 

ds n 

para s > 0. V n e Z + 

Demostracion 


r oc 

e~ sl F(t)dt 

aplicando la regia de Leibnitz para la derivada bajo el signo de integracion se tiene: 

—/(*) = /»«— f e~ s 'F(t)dt= T — e' s 'F{t)dt =-[ te~ s ‘ F(t)dt = -L{t Fit)} 
ds ds J, Jo ds Jb 

Es decirque: L{t F(t)} =-— f(s), se cumple para n = 1 

ds 

ahora generalizamos el teorema usando induccion matematica. 

Suponiendo que el teorema es valido para n = h. 


Es decir: L{t h F(f)} = (—i)r — j f(s) , lo que es lo mismo. 

ds 


I 


e sl t h F(t)dt = (-1)* f ( 5 ) ’ derivando por la regia de leibnitz se tiene: 
ds 1 


d_ 

ds 


I 




d h+i 

ds 1 ’- 


/(.t) 
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f t /f+i 

e~*‘ t h+ \F(t)dl = (-1) A+I —^/(.s) 


Luego como n = h el teorema es cierto, entonces el teorema es valido n = h + 1 y 
como tambien es valido para n = 1, entonces se cumple para todo n e Z + , por lo tanto. 

= Z.{FU)} 

ds" 

Ejemplos.- 

2 2 

Dcmostrar que L{tcosut) = —r- —7 

(s 2 +a 2 Y 

Solucion 


, . . Cl _ . - Cl S r 

L{(cosat} =- L{cosat] --(—;- r ) = 

ds ds s~+a 


(s' +a~)-s(2s) 

7 > v 1 

(•S' +a~Y 


] = - 


a -s' 
i 5" 1 \ 

(s* +«■)“ 


L{i cos at } = —, —^ 

(i" +«)' 

(?) Hallar Z.{/(3sen 2/- 2 cos2/)} 

Solucion 

Z.{/(3sen2r-2cos2/)} = ——1{3 sen 2/-2 cos 2/} =—— ;-=—— ) 

ds ds s' +4 5 " +4 

J / 2.y-6 v 2 (5 2 + 4)-(2j-6)2s 2s 2 +8-4J 2 + \2s $ + \2s~2s 2 

ds s 2 + 4 (s' + 4) (s 2 +4) z ( 5 * ■+■ 4) z 


Z,{/(3sen2/-2cos2/)} = 


8 + I2s-2s~ 
(s^4r 


10.11. TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LA DIVISION POR “t’V 


Teorema.- Consideremos una funcion F: [0,oo> R continua por tramos y de orden 


exponencial si L{F(t)} = f(s) entonces L{- 


y^}= | f(“)du 
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Demostracion 


Fit) 

Consideremos G(/) =- de donde F(t) = t G(t) aplicando la Transformada de 

t 

Laplace a ambos lados L{F(t)} = L{t G(t)} y por el teorema (1.10) se tiene: 

L{F(t))=——L{G(t)} de donde — L{G(t)} =-L{F(t)} =-f(s), y se tiene 
ds ds 

L{G(t)} = - f(s) ds integrando se tiene: L{G(t)} = - ^ f(u)dit = ^ f(u)du 
= I" f(u)du 


Luego L{ 


Obser\acion.- La constante de integracion se escoge de tal forma que lim g(s) = 0 


© 


Ejemplo.- 

e~ at — c~ bl s + b 

Demostrar que: L{ -} = ln(-——) 

t s + a 

Solucion 


„-ar „-b\ x _ r (^-ar j r f „-bi *- J _!__ j'^ s } 


L\e~ a ' -e- b '\ = L{e- at }-L{e~ ht ) 


5 + a s + b 

ahora aplicamos la Transformada de la division 


e ~ ai r x i i y x 

L{- -}= I (- )du = [ln(w + a~) - ln(n + b)]J 

t J s ii + a u+h 


, ,u + a x / x , ,s + a ,s + b 

= ln(--) / =0“ ln(--) = ln(-) 

u + b I s s + b s + a 


-at —bt , 

L{ i . } = in(i±£) 

t s + a 


, , y , cos t - cosh t. 

Calcular: L{ ---} 


Solucion 
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© 


s s 

/.{cos/-cosh;} = /.{cos/} - /.{cosh/} = —-;— = f(s) 

s' +1 s '-1 

ahora aplicamos la Transformada de la division 

, ,cos/-cosh/. T' u . , 1 . . ■> 1 . . 2 , X1 /* 

L{ -}= (— -;— )du = [—ln(/r + 1) — — ln(// -1)] / 

/ JL «- + l //"-I 2 2 

i, y+i v/ * A i, y+i, i, y-i, 

2 u l -\'s 2 s 2 -\ 2 s-+l 


r ,cos/-coshr 1 , -1 

- 7 - 


u it /fl-* 1 ^sen2r 

Hallar /.{ - } 


Sol tic ion 


L{ \-e' +sen 2/} = /.{!}- /.{e'} +/.{sen 2/} =--L + -2_ = /(j) 


5 5-1 5' +4 


ahora aplicamos la Transformada de la division 


L{ 


\-e + sen 2/ f 1 1 2 . n «,/* 

-}= I (-- + —-—)du = [In//-ln(«-l)-t-arctg-]/ 

t J v u u — 1 u* +4 2 ' s 


5 1 


= [ln(——— ) + arctg/ =(0+ ‘ V ln-^--arctg^ =^ + ln —-arctg- 
u - 1 2 ' s 2 5-1 2 2 5 1 


1 -e + sen 2 r n , 5-1 5 , . 5-1 2 

L{ -}= —+ ln-arctg- =ln(-) + arctg(—) 

t 2 s 2 s s 


10.12. TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LA DERIVADA.- 


Los siguientes teoremas que se van ha estudiar, referentes a la Transformada de Laplace 
de la derivada se utilizan bastante en la resolution de las ecuaciones diferenciales. 


a) TEOREMA.- Consideremos una funcion continua F: [0,oo> —> R y que F'(t) 
sea continua por tramos y de orden exponencial en [0,oc> entonces: 
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L{F\t)} = sL{F{t)}-F(Q*), donde F(0 + )=limF(O 

-»(T 

Demostracion 

Como F'(t) es continua por tramos y de orden exponencial entonces por el teorema 
(1.6)existe £{F(/)}, es decir: L{F\t)} = J" e~ sl F\t)dt , integrando por partes. 


j u=e~" _ \du = -se dr 

1 dv = F\t)dt ~~ \v = F(t) 


L{F\t)\ = F{l)f ' + s £ e-*'F(t)dt =0-F(0 + ) + sL{F(t)} 

de donde: Z,{F’(0} = s L{F(t)}~ F(0 + ) 

Ejemplo.- Apliquese una Transformada de Laplace a la ecuacion diferencial. 

— - 3 y-e 2t , sujeta a y(0) = 1. 
dt 

Solucion 

Primeramente aplicamos la Transformada a ambos miembros de la ecuacion diferencial 

Li^-}-3L{y} = L{e 2 '} pero L{~-} = sL{y}-y( 0) y L{e l, }=—— 

dt dt s- 2 


por lo tanto 5 L{y} - y(0) - 3 L{y} = 


5-2 


(5-3)£{>’}-l = 


5-2 


de donde 


L{y} = 


5-1 


( 5 - 2 )( 5 - 3 ) 


b) TEOREMA.- 


Consideremos una funcion continua > —> R y que F"(t) 

sea una funcion continua por tramos y de orden exponencial. 


Entonces: 


L{F ''(0} = s 2 L{F(t)} - s F(0 + ) - F (0 + ) 
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Demostracion 

Como P'(/) es continua por tramos y de orden exponencia! entonces por el teorema 
(1.6) existe L{F"(t )}, es decir ahora aplicamos dos veces el teorema anterior (1.12 a.), 
para esto sea G(t ) = F'(t) => G'(t) = F"(t) 

L{F '[!)}= L{G'(t)} = sL{G(t)-G( 0")} = s L{F’(t)}~ F'( 0 + ) 

= 5(sI{F(/)}-F(0"))-F((T) =s'-L{F(t)}-sF(0+)-F'(0+) 


.. L{F"(i)} = 5 2 L{FU)}~s F«T )- F'(0* ) 

Ejemplo.- Apliquese una transformada a la ecuacion diferencial 4y"(t) + y(t) = -2 
sujeta y(0) = 0, y’(0)=-^. 

Solucion 

Primeramente aplicamos la transformada a ambos miembros de la ecuacion diferencial. 
4L{y"(t)}+L{yit)} = L{-2) => 4s 2 L{y(t)}-4sy(0)-4y'({)) + L{y(t)} = -- 


, 2 2 2s-2 

(4.9" + 1)/-{ v(t)} -0 - 2 = — de donde (4.v 2 ■+- I)A{ v(/)} =- 


.. /-{•■</»= 2 ( V — 

s( 4s~ +1) 


GENERALIZANDO.- Si F 1 " : [0,+x>—> R % es una funcion continua y que F ,w (/) 

es una funcion continua por tramos y de orden exponencial. 
Entonces: 


n-\ 

L{F' n) (t)} = s n L{F(t)}-'S's n -'- i F' i h 0 + ) 
/=0 
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Ejemplo.- Calcular L{t n } mediante la transfonnada de las derivadas. 

Solucion 


L{D"t "} = L{n\} = —. de donde se tiene: 
s 




— = L{D n i"} = s" L{t" } - s "' 1 F(QT) - s"~ 2 F '( 0 + F v '~‘» ( 0 " ) 
s 


— = s' 1 L{t n }~ 0-0-...-0 , por lo tanto: Z{/ w }=-^- para s > 0 


10.13. TRANSFORMADA DE LAPLACE DE INTEGRALES.- 


TEOREMA.- Consideremos una funcion F: [0,oo> —> R, continua por tramos y de 
orden exponencial, entonces: 


Si L{F(t)} = As) => H f F(u)du) = - £{/=■</)>-- f F(t)dt 
J a s $ J|) 


Demostracion 

Primero demostraremos que J F{u)du es de orden exponencial, es decir, como F es de 
orden exponencial 3 a, c > 0, tal que: \F(t)\^ ce* , V t £ 0 

= =^(e al -e aa )Z^e at 

entonces j F(ii)du es de orden exponencial. Por lo tanto 3 L{ | F(u)du\ es decir: 


^F(u)du}= e st ( J F(u)du)dt = lim f e sl ( f F{u)du)dt 


J a 


integrando por partes. 


M = J 

dv = e~ sl dt 


F(u)du 


dw- = F(t)dt 


v -■ 


-s 
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f i f / I f 

L{ I F(u)du} = lim [- I F(u)du / -r- I e "F(i)dt] 

4. ' -*« s X I o S J) 

= --(0- I F(u)du)+ lim - f e~” F(t)dl 

s X '„-*«• s X 

= - f F(u)du + - I e~ s 'FU)dt =- f f F{t)dt 

* 4. X X S J, 5 J, 

L{ j F(u)du\ = | F(t)dt 


OBSERVACION.- Cuando a = 0 sc tiene: 

GENERAL1ZANDO.- 


L{F(t)} = f(s) => L{ F(u)du) = 


! f f( 


f{s) 


f j r 


L\ | | ... | F(u)du...du\-—L{F(t))-~ \ F(u)du- 




© 


— f jf r{u)dmii(..\ j* J LJ F{u)iiu..xt$4 


n-\ veccs 


Cuando a = 0 se tiene: 


L{\ | | F(u)du...du}= — L{F(t)\ 


Ejemplos.- 

Hallar L{ | te ai sentdt} 


Sol u cion 


T* 


L{sen/}= —- => L{i sen /} =-Z{sen/} =-(—-)= —^-- 

5 “ 4 - 1 ds ds 5"+l (5"+l)~ 


2(5 - a ) 

L{t sen 1 1 = — Fll —_ ^ L{e a 'tscnt} = —-—^- - = f(s) 

(s*+l) [(s 
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i\ | te" sen tdt \ - 
F{ f te ul sen tdt} - 
© Hallar L{t~ j* tserudt} 


/(•v) 2 (s-a) 


s s[(.v-a)*+l)]- 

2(5 - a) 


*» „ ,1 


s[(5-fl)- +1] 


Solucion 


L{sen/} - - 


+1 


L{t sen/} =- 


{s ~+\) 


/_{ J /sen/^//} = — Z{sen/} —— J / sen tdt = —(— zr~ — r) - — (cosl -sen 1) 


s (.v+ 1 )- s 


:i l- 


r f . . , 2 cosl - sen 1 

L{ I /sen / di) ~ —; ^- 

(.r+ir J 


r M 7f f . . d : 2 cos 1-sen 1 

t I /sen////} = (-1) - — -L{ I t$cnidt\ =—^(— —— -) 


ds* (r +1) 


85 cosl~senl n 8(5*s“ — 1) 2(cosl senl) 

— , L *' 1 ^ J p j t 

^5 ( 5 - + 1 ) S' (s' + 1 ) S 


.. , , ,, 8 ( 55 2 -l) 2(cosl-senl) 

. L{r t sen tdt] = ---r- 1 

1 (j-+l)* s 3 




10.14. APLICACION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE EN LA 
EVALUACION DE INTEGRALES.-_ 


Sea F: [0,-mc> —> R; una funcion continua por tramos y de orden exponencia), entonces. 


r 


Si L{F(t)} = f(s) entonces I e F(t)dt = f(s) , tomando limite cuando s —> 0, se 


tiene: 


: lim I e~ st F{t)dt = lim f(s) de donde 

A->0 J, J->0 


F(t )dt - f(0) 


... (*) 
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siempre que la integral sea convergente. 

La expresion (*) es util en la evaluation de integrates. 

Ejemplo.- 

sen bt 


1^) Evalue la integral 


/• ' -at 

r e se 

/ 


-dt 


Solucion 


Aplicando la division en t y luego la defmicion L{ sen bt} - — ^- - = / ( 5 ) 

s~ +b~ 

sen bt r r. „ r A , u r x z s 

L{ -} = f(u)du = I ——-prdu =arctg-/ = —-arctg- 

? J * ii+b~ b 1 s 2 b 

sen ht .z \ 

£{-} = — - arctg , ahora aplicamos la defmicion de transformada 


r V2 7 

f e 

r 


bt , 71 s , , ■ 

— dt = —-arctg— . tomando limite cuando s -* a se tiene: 
2 *b 


lim 


bt , .. n s. 

— at = iim(-arctg—) 

s—*a 2 b 


11 sen 6 / , /r a b 

e - dt -arctg — - arctg — 

t 2 b a 


© Demostrar que te 3/ sen/J? = 


50 

Solucion 


I 


</ , I 


Lisent] = —=- => L{tsent} = - L{sent} = —-(—-) =—-r 

5 “ +1 ds ds s~ +1 ( 5 " 4-1)* 


25 

Ltesenr} =—-- r 

(5 2 +l) 2 


, ahora aplicamos la defmicion de transformada 


f v 


t sen t dt = — : -r- , tomando limite cuando s —> 3 se tiene: 

(* z +ir 
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r 2\ 

lim I e~ sl t sen tdt = lim ———- 

Jh * > 3 (**+!)' 


de donde 



3 , . 6 

t sen t dt = - 

100 


3 

50 


i i , • ■ f ’ cos 6^ - cos 4^ 

Calcular la integral I - dt 

Solucion 


Calculando la transformada de la funcion cos 6t - cos 4t, es decir: 


L{cos6/ - cos4/} = — 


5“ +36 s~ +16 


• = f(s ), aplicamos la transformada de la division 


, cos 6 1 - cos 4 / f r it it 


L { -}= ( 

t Js m* +36 u~ +16 2 


—)du = [- ln(« 2 + 36) -- ln(i/* +16)]/ 

- 1 6 2 2 is 


,s 2 +36, 1 , V +16, 


1 1 t u’ +36 /* A 1 , ,5“ + 36^ . , 

= ~ ln(—-) / = 0 - - ln(-) = - ln(—-) 

2 w" +16 ' v 2 5 “ +16 2 + 36 


, COS 6t -cos4/ 1 +16 x .. ,, 

L{- : -} = —ln(—-), aphcando la dermicion de transformada 

t 2 s“ + 36 


cos6/-cos4/ , 1, a*'+16. , . , _ 

c ‘ -a/ = — ln(—-), tomando limite cuando s —> 0, se tiene: 

( 2 r+36 


f 

Um fV« 

•-♦o J, 


cos6f-cos4; , 1 , ++16, 1 0 + 16, 1 , ,4 ■> 2 

- dt = - lim ln(—-) = — lru-) = —ln(—)" = ln- 

t 2s->o s 2 +36 2 0 + 36 2 6 3 


r 


cos 6t- cos At . ,2. 

- dt = ln(-) 

t 3 


10.15. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


® Determinar cual de las siguientes funciones son continuas por parte. 
2, 0 £ / < 3 


Solucion 
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b) 



fU) = \t 

[l 


1 </<8 



como Iim /(/) = 2 

/—>3 

lim f{t) = 4 

f—>3' 

La funcion es continua por tramos. 


Solucion 

como lim 

lim /(/)=7 
f-»r 2 

la funcion es continua por tramos. 

Solucion 


V t e R, f(t) = e* es continua, en panicular f(t)-e es continua en [0,x>, 
como toda funcion continua en un intervalo, dicha funcion es continua por tramos. 


Detenminar cual de las siguientes funciones son de orden exponencial. 
a) f(t) = sen 5t 

Solucion 

Como -l<sen 5t< 1, V t e R entonces jsen 5/| ^ 1 => |/(f)| ^ l-tf* (donde c-1, a=0) 
por lo tanto la funcion f(t) = sen 5t es de orden exponencial. 

b> f(o=t 5 

Solucion 


lim —— = lim —— = iim —^— = 0 V a > 0 
e at ^e ut a 5 e ai 


Luego la funcion f(r) = t' es de orden exponencial. 
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c) f(t) = sen h t 


Solucion 


senhr e*-e 
hm-= lim- 

/-►oc e ai /->x 2e at 


e 1 ' - 1 


lim 

2e l,7,k ; 


= lim 

/->X 


2e 2 ' 

2(a + l)e (0,,) ' 


= lim 

/-»x 


I 


= 0 


para a £ 1 


por lo tanto fXt) = sen h t es de orden exponencial 


Hallar Z{cos 2 ar} 

Solucion 


Como cos^ a/ = — (1 + cos 2at) entonces 


1 1 


Z,{cos‘ at} = — L{ 1 + cos2ar} = — (- + -y— 1 
2 2 s s’ + 


> s 2 + 2a 2 

/ j > 

4a' s(.T+4a‘) 


© 


2 2 

Demostrar que L{t cosh at} = —z-r-r 


Solucion 


Aplicando la transformada de la multiplication por t. 

, , , , 5 f f , , ^ rt , > S* ~ a 2 ~ S(2s) J 2 + fl 2 

L{cosha/} = —r-r- -=> L{/coshfl/} =-IJcoshar} =---j— = —^-r 

s*-a~ ds (V -a~ Y (s~-a )~ 

© Hallar /^l 

Solucion 

Z.{senhf} = L{- —-tf r } =-^(-1—-L.) = /(i) 

2 2 2 s -1 s + 1 


Ahora aplicamos la transformada de la division. 
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L{ 


SC —}= f “TW^-O-taC/z+l ))/ 9 

/ X 2 ft-l fi+l 2 f i 


1 , M l w ® 1 . .5-1. 1 5 + 1 

= o ,n( “T ) / =0- T ln( ~T ) = ^ ln{ — 

2 JU + 1 ' S 2 5 + 1 2 5-1 


© 


Calcular L{t n cosa/} 


Solucion 


Seconoceque* cos/ 


y (-l)V* 

2Lj ( 2 k)\ ’ 

*=o 


entonces cos at = 


y (-i)V) 2 * 

h (2 * )! 


t n COS fl/ = t h 


Z * (~l)*(flQ 2 * 

(2/c>! 

Ar=0 


t" 


cos at ~ 


' (_1 }k a 2k t 2k+n 

Z-J (2A)! 


tomando Transformada de Laplace se tiene: 


oo 

/.{/* cosu/} = L{£ 


(-1 ) k a 2k t 2k+n 


k= 0 


( 2 *)! 


} = 


V-- (-l)* a 2 * 2k+n , y (-l)V* (U+n)\ 

Lu (2 *)! ’ ' Z- (2/:)! 5 2 * +n+1 

*=o — k =0 


. /,{/" cosa/} = 


Z* (2k)\ 

k =o 


(2£ + k)! 

^,2A+n+l 



2 2 

sen / 1 \ + A 

Demostrar que L{ -} = — ln(—-—) 


Solucion 


1 1 1 S' 

/.{sen 2 t}=—L{ 1 - cos 2 1} = —(- : —) = /(5), por transformada de la division. 

• 2 255+4 


. .sen r, 1* 11 u . , 11 , , i i 

L{ -}= I -(- -—-)du = -[lnw--ln(w 2 +4)]/ 

t Js 2 u U +4 2 2 I 


+» 1 , .5 +4 n 

= -ln (—z ) 


r ,*en f, 1 , 5 +4 

L{ -} = —ln(— t— ) 

t 4 5 2 
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, , _ V -cos t y 

Calcular L{ -} 


Solucion 


^ iS 

L{e' -cos/} = I{e'}-£{cos/} =--— = f(s ); por propiedad de la division 

5-1 s z +l 

£{ g< ~ cosf } = f (---—^=£ln(M-l)-^-ln(M 2 +1)]/^ 
t X M-l U“ +1 2 Is 


u -1 


5-1 


f 4 


S z + 1 


»ln-7=—/ =0-lnH=) = ln(^—-I 
\Ju 2 +\ 5 4s 2 +1 s ~ l 


e -cost 4s + h 

• ■ L{ -} = ln(-—) 

t 5-1 


(5) Demostrar que: L{e tu = 


f(s) 


5 + a 

Solucion 

Sea L{F(x)} = f^s) aplicando la propiedad de traslacion se tiene: 


L{e°*F(x)} = f(s-a) , aplicando la transformada de la integral se tiene: 


L{ I e ax F(x)dx} = —--— , ahora aplicamos la propiedad de traslacion, se tiene: 




I 


L{e "" e ax F(x)dx} = 


As) 

s + a 


10) Demostrar que: L{ 


cos at- cos bt\ 1, ,s 2 +b 2 


, J = 7 ln ^“i—j) 

t 2 s+a 

Solucion 


5 5 

L{cos at-cos bt} =— ---:-- = f(s) 

5 “ + a 5‘ +b 
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Ahora aplicamos la transformada de la division 

cosat-cosbt r u u r l. , 2 2 X 1 , , 2 ,2m / t 

L{ -} = | (—-7— -rr)du =[-ln(,/+a z )--ln(H-+^-)]/ 

1 Jk ■ n’+a u +b m 2 2 f 1 


1 !,-+U 2 /« 1 S +0 1 S +6 

= = Q~~ln( , ) = -ln(—-r) 

2 ' v 2 5 "+/)* 2 5 "+a* 


1, 5 2 +a 2 v 1 , ,s 2 + 6 2 


© 




eosat-cosbt „ I. ,s 2 +b 2 


, * = 7 ln <—r> 

f 2 a* +cf 


I 


Hallar I{ I /e 2 'sen/d/} 


Solution 


L{sen f} = —-, aplicando la transformada de la multiplicacion por t. 

5" +1 



, , , d d 1 2^ 

Z{rsenf} =—-Z{sen/} =—-(—-) = —-r 

ds ds 5 “+1 (s~+l)* 


ahora aplicamos la propiedad de traslacion. 

2(5-2) 


L\e~ fsenf} =- 


[(5-2)-+!]- 


- , aplicando la transformada de la integral 


I 


L{ I e 1 'tsenidi) 


2(.v-3> 
•s[(-s-2) 2 +l]‘ 


Calcular L{te 2 'f (t)) 

Solueion 

Sea /-{/«)} = !/(s) => L{f'(t)} = s^(s)-f( 0) 

aplicando la propiedad de traslacion L{e 1 f' (/)} = (s — 2)y/(s - 2) - / (0) 
ahora aplicamos la transformada de la multiplicacion por t. 


L{t e 2, f\t)} = Utr'fXl)) = ((s - 2 Ms - 2)-/(0» = -y^s-2) - (s-2)^ (5-2) 

ds ds 


















496 


Eduardo Espinoza Ramos 


Calcular 


I{a'(cos< - D)» L{e’ cos/|- L(e') - 


Solucion 

s - 1 


(s-\r + \ s -1 


= f(s) 


aplicando la transformada de la division 


£(cosf_l) r ( — ‘J_[ - \_ )du =(iln[( i/ -l) 2 + l]-!n(/,-l))/ X 

t X (i(-l) 2 +l u- 1 2 / v 


= In 


u-\ 




V("-1) 2 -1 /■* A ,.V(v-ir + i 


-fax 3 ) 


yj(S-\) 2 +l 


, = -L ) 


V(v-D* + 1 


l = r j* vscn y r/v + J" ,v£ 


Hallar la Transformada de Laplace de la funcion F(t) = t~ | xsen x dx + | .vr senxc/x 

Solucion 

L{F(t)} = L{r 1 xsen xdx + xe 2x senxdr} = L{t 2 j* A'sen xdx} + L{ | sen xdx] ... (1) 
Calculando L{F jj* xsen xdx] se tiene: 
jj* xscn xdx = (-xcosx + sen x)J = sen t - 1 cos t - sen l + cos 1 

4 2 

L{i : I xscnxA) = £{r(scn/wcos/-senl+cosl)} = (-l)* — ^{senr-rcosr-senl-rcasl) 

J ds 

d 2 I 1 — s~ cos 1 - sen 1 d - 2 s 2 s } - 6 s cos I - sen 1 

ds 2 $ 2 +1 (!+s*) 2 s ds (j*+l)~ (j~+1)* 
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6s 2 -2 + 36s 2 -6j 4 -6 2(cosl-senl) 


(5 2 +l) 3 + l) 4 


,, i f , , $(5s 2 - 1) 2(cosl-senl) 

L\r I x sen xdx\ = —--— -+---- 

i (5 2 + l) 4 -V 3 

ahora calculamos la transformada de L{ 1 xe~ x sen xdx] 


\ xe1 ' 


... ( 2 ) 


1 2s 

£{senx} = —:-=> L{xsen;c} =— -por Traslacion se tiene: 

r +1 (s +1) 


,. 2(.v-2) 

L{e~ x x sen x} =-=-- , aplicando la transformada de la integral 

[(s- 2) 2 +l] 2 


| senjrdv} = — L{xe~* sense} = 


r l 


2(5-2) 


5[(5-2r+ir 


... (3) 


reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene: 


: = L{t~ j" xsenxdx} + L{ jf 


L{F(t)} = L{r I xsenxdx ]+ L{ I xe 2x sen.xdx] 


8(5s 2 -1) 2(cosl-senl) 2(s-2) 


(s^+l) 4 .v 3 


s[( S -2) 2 +lY 


15) Calcular L{ -} 

(\-e y 


Solucion 


-j 

Se conoce que / n x" ’ 1 =-=-, si ix| < 1 

“ (l -xY 

n =1 


^ nx” ^ = 1 + 2x + 3x 2 + ...+ tlx 11 Si \x\ < 1 

n =i 


Luego 


o-*r 


■ = 1 + 2jc + 3 x i +... + nx" 1 +.” para x = -e se tiene 


= l-2e ' +3e *’ -4e ” +.... tomando la transformada 


(l + e-’r 




















498 


Eduardo Espinoza Ramos 


L{ - !—-}= L{\-2e~' * 3e~~ -4e~ 3 ' +...} =- ——+ - ? 


(\+e r 


s s +1 5 + 2 5+3 


= Y<: 


/i=0 


i t 

M' 


^ I 


(-!)"(« + !) 


(1 +e-y ^ s + n 

n =0 


f sen i 

I u 


Hallar L{ | — -da} 


Solucion 

Expresando sen u en serie de potencia se tiene: 

sen u 


« 3 M 5 U 1 

sen 3/ = u -+-k 

3! 5! 7! 


2 4 6 

M + // 

Tr + 7!"~77 + ''' 


f senj/ f m 2 » 4 h 6 m 3 w 5 w 7 /' 

X u X 3! 5! 7! 3.3! 5.5! 7.7! /o 

/ 3 r 

= t -1-+ ..., tomando la transformada 

3.3! 5.5! 7.7! 


,. f sen« .. t r t 
L{ - du} = L{t --r- 

Ji « 


3.3!"" 5.5! 7.7! 


_ J_ 1 _ J_ 1 _ 

+ '” ~ s : 3s 4 5s b 7s % * 


- (-)’ <V <-) 7 


5 1 3 


T- + -) = - arctg(-) 
7 5 5 


., r sen ^ ,, i i 

Z.{ -£/«} = — arctg — 

Jb U 5 5 


. ,, T sen x , , 1 25 

Probarque: L{ I -<ix} --arctg(—-) 

J JC 5 5" +3 

Solucion 

Primeramente aplicamos propiedad de la integral 

L{ f - dx } = L{ f —— dx- f SCn - dx }, por la propiedad de linealidad 

J A S) X J) X 


\r\n^\) 

s + n 
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L[ f ^^«fcr} = L{ f —</*}-£{ f— </v) 
J x Jb * J) * 


...( 1 ) 


I sen x 

mediante el ejercicio (16) se tiene: L{ I - dx] = -arctg(-) 

Ji Jf 5 5 

ahora aplicamos la propiedad de cambio de escala. 


1 5 

Si L{F(t)} = f(s) entonces L{F(at)} = —/(—), esdecir: 

a a 


...( 2 ) 


,, C sen x , . 1 1 .. \ sen.r 

Si L{ I - dx) = — arctg— L{ I - 

J, x s j Jb * 

Luego reemplazamos (2) y (3) en (1). t 


dx) =-arctg(-) 
s s 


- (3) 


3 1 


,, f'sen.v , , 1 3 1 11 3 11 , 5 5 , 1 , 2s . 

L{ I - dx) = - arctg-arctg- =-(arctg--arctg-) =-arctg(—— — )=-arctg(—-) 

J.r s s s s s s s s |4 _3 I j 5 -+3 

s s 

.. f 5 ' sen .v , , 1 2 s 

■■ L{ - dx] = — arctg(—:-) 

J v 5 5" +3 

Calcular t( f 


Solucion 


C x 2 cos x+ e 

1 - 7 


,, . - e ~ sen x | ‘ e sen v 

L{ I - dx) = L{ | (.VCOSX + - )cix} 




aplicando la propiedad de la integral se tiene: 


. ( C x*~ cosx + e sen x } 

L{ I - dx} = L{ | xcos+ L{ 

Jl) x 


f ^ , , € f e v sen at 

J rcos x dx} + L{ j- 


dx} 


aplicando la transformada de la integral 

,, f .r 2 cos.r + e“* sen.v . . I #l . 1 c'"'sen* 

L[ I - dx\ =-/.{.xco.sa}^-I{-} 

Jh x 5 S X 


..( 1 ) 
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aplicando la transformada de la multiplicacion y la division. 

L{x cos*} = Z.{cosx} = ~( T” ) = -4—”T 

dx ds j 2 +l (j*+1) 2 

L{e~ x -' V ) = P L{e~ x sen .v} = f-— = arctg(« +1) / 

x Js Js (w 4-1)~ +1 ' s 


= arctg(cc) - arctg(s +1) = - arctg(s +1) 


ahora reemplazando (2) y (3) en (1): 


r , f x 2 cosx + e r senx , , 1 s 2 -1 x k 1 

L{ - dx} = -(— - -r) + - -arctg(5 + l) 

J) X 5 (* 5 * + 1)~ 2s s 


( 2 ) 


(3) 


Dado una funcion G(t) donde L{G(t)} = g(s), cuando s > a. Entonces demostrar que para 
una constante T > 0: L{G(t+ 7 1 )} = e sr (g(s)- j* e~ sl G(t)dt)dt , s > a, T > 0. 

Solucion 


L{G(t + T)} = e st G(t + T)dt por definition de transformada. 

Sea u = t + T, para t —> 0, entonces p —> T y para t —> 00, entonces p —> oc 
L{G(t + T)}= J" e~ u G(t + T)dt = J e~ s{,J ' T) G(p)d // 

= e s ‘ | e~ s "G(n)du = e sl [ e- s, ‘G(u)du - e~ Sft G(u)du\ 

= e i '[ J e~ s 'G(t)dt-^e~ s ‘G(t)dl} = e J, [g(s)- ^ e~ 5 'G(t)dt] 
L{G(t + T)} = «*[*(*)- £ e~ s 'G(t)dt] 
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(* | i i 

Demostrarque L{ I - du) = -ln(l + -) 

u 


s s 

Demostracion 


Primeramente aplicaremos la transformada de la division. 

Si L {I - e~ u } = —-— = f(s ), entonces por la propiedad de la division 

s 5 + 1 

rf \-e~“ r 1 1 « v / x ~ J . .5 + 1. , „ K 

L{-}= (--)</u = ln(---)/ = 0-ln-- = In (-) = In (1 -+—) 

It J, M W + 1 1/ + 1 * 5 5 + 1 5 5 

ahora aplicamos la transformada de la integral. 

\—e u 1 T\-e" 1 1 

Si L {-—-—} = In (1 +—) L{ -—-— du]--In (1+-) 

U 5 J V U 5 5 


21) Calcular L{te l 




sen /)d/} 


Solucion 


Sea F(t) = — (e 2 ' sent) => £{F(/)} = L{—(e 2 ' sen t)} = sL{e 2 ' sen t}-F(0) 
dt dt 

L{F(t))= -^-F(0) => L{tF(t)} = -L L {F(t)} 

(s- 2) 2 +1 dt 


L{tF(t)}=t-L[ --^( 0)1 =- 


ds (s-2) 2 +1 


((s-2) 2 +l) 2 


s 2 - 5 (* 1 « 2 

I{?F(f)} = _ ' => L{ I tF{t)dt)=-( 


L{tF{i)} = - 


[(s-2) +1] 
s 2 -5 

[( 5 - 2) 2 + 1] 2 


* [(j-2)* +1] 


£ 


L{ | tF(t)dt}='-L{tF(t)}-- | tF(t)dt 




/.{ f rF(/)r/lr} = -(- — f *cM)dt\ 

J. * f(*-2)*+l]‘ slJb dt 
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_1 ( J 2 -S 
s[(s- 2f+\] 


T»-ir 

- X 


(2te l! sen t + te 2r cos t)dt 


... ( 1 ) 


f 


r-t. it , ,, 2a r 4a 6 sen a 2 a 8 cos a, 8 

2 r<? sent at =e [—sen a- 77 -— cosa +———]-- 


25 5 


25 25 


... ( 2 ) 


f 


2 t . 2a r 2a cos a 3 sen a a sen a 4 sen a , 3 

te cos dt = e [ -+- 1 + — 

5 25 5 25 ' 25 

sustituyendo (2), (3) en ( 1 ). 


... (3) 


l 


n I 1 S ~-5 e~ a 2 cosa. 1 

L{ I t F(t)dt} = —( --- r~) - (a sen a — sen a +-) +— 

M(i-2)-+l] 5 5 5 5s 


is- 1) 2 -5 


L{e‘ I tF(t)dt} = ---——-—-—-—- (a sen a -sen a + "— ) + 

Ja 


2 cos 1 

— sen a h-) +- 

(s-l)[(j-3)‘ +1] s-l' 5 5 5 ( 5 - 1 ) 


n i f r/ \ j i (^ — l) 2 — 5 e~ 2 cos a 1 

Z.{re | F(t)dt} = ~ — [- 5 - -] --(asena--sena+ —— + —--) 

J a ds ( 5 _ 1 )[( 5 _ 3) 2 +1]- 5-1 5 5 5 ( 5-1 


5 4 -165 3 +1205 2 - 4005 + 460 e 2 ° 


5[(5-3) 2 +l] 3 


5(5-l ) 2 


-{2a-5a sen a - cos a ) 


c 5 4 -1 65 3 +1205 2 - 4005 + 460 e 2a (2a - 5a sen a - cos a) 


L{te‘ j t F(t)dt} = - 


*ia 


5[(5-3) 2 +l] 3 


5(5-ir 


(22) Hallar L{ f ^^-du) 


Solucion 


Sea u = tv => du = tdv, ademas se tiene cuando u = t; v = 1 y cuando u 
v -> oo ahora reemplazando se tiene: 


_ F sen u f sen tv f sen tv F _ st i 

L{ - du] = L{ - .tdv} =L{ - dv}= \ e [ 

J, u J| (v J|V Jo Ji 


senrv 


dv]dt 


x. 


V 
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C r„senn. rflrfv= f* 1 f* 

Jl Jo V J] V J, 


-n 


e sen tv dt dv= | — /.{sen tv}dv 


23) Hallar L{ 


r l v , C dv 1 i.» I 

-7 </v= 1-j--= - arctg(-) / =-[—-arctg -] 

v s' +v' Ji s 1 + v z s s ' \ s 2 s 

f ^-du) 

Jr W 


Solucion 


Sea u = tv => du = t dv, ademas se tiene: euando u = t,v = 1 y cuando u oo, v —> oo, 
ahora reemplazando se tiene: 


L{ 


f* COS U f 0 " COS tv f* COS tv f 00 - 5 / r r° cos 


j — du} = L{ 

Jt W J! 


dv} = L{ 


J ~ 


-r 


= <f"[ 




dv]rf/ 


■ff 


cos tv 

e -- dt dv 

V Jt 


. ri 




r i 

cos tvdtdv= I — L{cosrv}dv 

Jl V 


= rS ?ff -V-- 

Jl V 5 “ «f V* •* V(V*+jr) Jl 5 ‘ V v* 


-)dv 


+ S 


= - [lnv--ln(v 2 +5 2 )]/ a = 0 —— In —== = — \nvJs 2 +1 

,2 its 7^7 5 


Hallar L{ J — dx} 

Solucion 

Sea x = tv => dx = t dv, ademas se tiene: cuando x = t, v = 1 y cuando x —> oo, 
v —^ oo, ahora reemplazando se tiene: 

L{ f — dx} = L{ r — tdv}=L{ r — dv) 

J, X Jt tV Jl V 

■ m -1 v-rb* 
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1 rv i • k v /• _ l. i i w 

= — I (— - )dv = — ;ln-/ =0 — In-= — \n(s + 1 ) 

s Ji v 5 + V 5 v + 5' i 5 5 + 1 s 


25) Demostrar que | -- dt = In 2 




Soiucion 


-3r _ .-6/ 2 2 

Calculando Z,{-} a se tiene: L{e~ 3 '-e _6/ } =-= /( 5 ) 




5+3 5+6 


_ r~** 1 C* ] 1 y°° m+3 / x 5+3 

L{--—} = (-)*/w = [ln(w + 3) - ln(w + 6 )] j =ln(-)/ =0-In(-) 

t u + 3 w + 6 is u+6 f s 5 + 6 

e ~3( _ e *-6i s + £ 

L{ -} = ln(-), por definicion se tiene de la transformada: 

t 5 + 3 

3/ 6f . a 

- dt = ln(——), tomando limite cuando s —* 0 , se tiene 

5 + 3 


f 


e~*-e~*' J ,,* + 6, 0 + 6 , . f . 

t» - dt = hm ln(-) = ln(-) = In 2 I - dt = In 2 

$->o J, t 5 + 3 0 + 3 Jb t 


e ' sen / , t 
D emostrar que: I - dt = — 


Soiucion 


sen t 

Calculando la Transformada de Laplace: /.{-}. 


rr 1 1 , ,sen/ P du t /* 7Z 

L(sen?} = -r- => L{ -}= I —-= arctg u / = —-arctg.? 

s 2 +1 t l u 2 +1 f s 2 

t 

sen t ^ sen t ti 

L{ -} = I - dt - -arctg s , tomando limite cuando s —» 1, se tiene: 

t Jo 1 2 

1“ sen? . ,n A . n A , jr a /i 

lim I e . - dt = lim(— - arctg .?) = -- arctg 1 = ——- = — 

*+>A t *-*• 2 2 2 4 4 
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© 


Calcular 


t 4 

e -« 


dt , siendo a y b constante positivas. 

Solucion 


sen hi 

Calculando la Transformada de Laplace de L{ -} 


. b sen bt F bdu u /* n 

/.{sen bt} = -— -- => L{ -}= —- r =arctg T / =--arctg 

s 1 +b z t J s u z +b~ bt s 2 

/.{ Sen = J d- - arctg(-^), aplicando la definicion de transformada 


f ^-5/ sen j ( _ _ arc tg(—) , tomando Hrnite cuando 

Jo t 2 b 

f sen bt , n n a x 

- dt = hm(-arctg(-)) =-arctg(—) 


s a se tiene: 


lim I 

Jo 


5 —>a 2 

t* e”' sen 2 r 


@ r ^ gg 
Evaluar la integral J - 


dt 


Solucion 


sen 2 t 

Calculando la Transformada de Laplace de L{ -} 

L{ sen' f} = ^-£{1 - cos 2/} = L———) = /($) 

2 2 5 s +4 


L{—} = - f ( i “ )<A<= l [taa -Iv« 2 + 4)]/%iln^-/Win 

f • 2 J, m u 2 +4 2 2 ' * 4« +4 ' s 4 

, aplicando la definicion de la Transformada 


s 2 +4 


, r sen t. 1 , i +4 

I{-}=-ln — Y~ 

t 4 i 2 


f 


sen 2 t , 1 , y s 2 + 4 


dt- — ln(--), tomando Hmite cuando s —> 1 


o | ^ 
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r , -st sen / , 1,. . ,5* +4 1 

lim I e - dt= — limln(—-— ) = — In 5 


lim I i 

— 1 Jb 

(29) Demostrar que 


4 S-¥\ 


f 


e‘ sen t . 1 . _ 

- —dt = -ln5 

/ 4 


r 1 - COS/ . 

;—dt = — 

Jb / 2 2 


Solucion 

1 - cos t , 


I _ QOS l 

Calculando la Transformada de Laplace L{ - r — } 

r 

L{ 1 - cos /} = - —= f(s) 
s s 2 +1 

,,1-COS t. F l U 1. . 2 n, /* 

t Jv U u 2 +l 2 Is 

1 w « 2 x / x „ 1 1 , S 2 . 1 , ,S 2 +1, 

= 7 ln H—7> / = 0 - ^ ln (-5—:) = 7 

2 u +1 ' 5 2 s +1 2 j 

_ ,1-cosr f* 1 . ,u 2 +L 

L{ ---} = I — ln(-- —)du , integrando por partes 

r X 2 u 

1 r , ,w 2 + L ^ . /* n s . s + L _ 

= - [t*ln(——) + 2 arctg u] / = - - - ln(——) - 2 arctg 5 

2 u~ f s 2 2 s - 

aplicando la definicion de Transformada de Laplace 


r . -ics 

Jb t 


c ' S f dt = --- ln(--) - 2 arctg 5 , tomando limite cuando s —* 0 

2 2 2 


.. r -St l-COS* , 

hm e - -— dt = lim[-ln(—r— 

5-^0 X ( , 2 5-o l 2 2 5 2 


) - 2 arctg 5 ] = — - 0 - — 
2 & 2 2 


f 


l-cost , it 

-- —dt = — 

/ 2 2 


^30) Calcular la integral 


r 


cos u - e u + sen u 


u 


du 
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Solucion 


Calculando la transformada L{ C ° SU e +sen “ } 


Z,{cos u-e u 4- sen u} = —--— + —p— = / ( 5 ) 

5 2 +l 5-1 5 ” 4“ 1 


, cosw-e“+sen/<, 1 1 VI ,1 , , 1X , , ^ . r 

l.\ -}= (— - - + — )du =(--ln(w‘ +\)-\n(u-]) + actgu\I 

It J.V M* 4-1 U-\ u* 4 1 2 /j 


r 1 , , ll + 1 . - / X ^ 1 , , S~ + 1 v 

= [r- In (-r > + arctg u] / =(04- —) — — In (--) + arctg 5 

2 (H-ir 1 ' 22 ( 5 -i ) 2 


K 1 . . S' +1 


(H-l) 

, ,cosm -e“ +sen«, n 1 , . s 2 +1 . 

L{ -} = — - - In (—-) + arctg s 

u 2 2 S--25 + 1 

aplicando la defmicion de Transformada de Laplace 


■f 


cosu-e"+senw , n 1 , , 5 2 4-l x 

e - du = -In (—-) 4 arctg 5 


u 


2 2 5 ".-25 + 1 


tomando Hmite cuando s -4 0 


1 f x -lv cos u - e u + sen it . , r 7t 1 . s 2 +\ 

lim e - du = lim[-ln(—-) * arctg .v] 

s-+o Jq u s-+o 2 2 5 “ - 25 +1 


f 


cos u—e’ +sen» , rc . . n 

- du= - 0 + 0 = — 

u 2 2 


31} Demostrar que: 


f „ 1 - cos/ . ” s . j - 

: I e --—<//= — + — In(-)-2arctgs 


2 2 s * +1 

Solucion 


1 5 

L{ 1 - cos t} =-= f (5) , por la transformada de la division: 

s s 2 +1 ' 

1-cos /j_ f (i —)rf u -[in( H )-iln(« 2 +1)]/ =| ln (^4-)/ = 0— -) 

t l u u 2 +\ 2 is 2 it+\ ’ s 2 ^+l 
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I-cos/ 1 s- + l x , , 
-} = ~ In (—r-) = gU) 


_.1 -cos/_ i r. y+i u . 

L{ --—} = — I In ( —)du , integrando por partes 

r 2 J s u - 


_ 1-COS/, 1 , , M +1 _ . 

L{ -^—} = -\u In (——) + 2 arctg u\j 

r 2 ir 1 * 


1 COS t 17 ' 

L{ --—} = —* 4- — In (—-) - 2 arctg s , por definicion de la Transformada de Laplace 

t 1 2 2 s 2 +l 


f 


. 1 - cot . n s, . s* _ 

e —-— dt = — + — In (—-) - 2 arctg s 

t 2 2 s -+l 


32) Evaluar la integral I te sen tdt 


I 


Soiucion 


L{t sen /} = - — L{sen/} = - — (—~—) = —— , por la definicion de transformada 
ds ds s 2 +1 (s 2 +i) 


f 


te st sen tdt = 


2s 


(s 2 +\) 2 


, tomando limite cuando s —> 2 , se tiene: 


2s 4 4 

lim I te st sen tdt = lim —--- = — = — 

s-> 2 {s 2 +1) 2 52 25 


r 

r 


te 11 sen tdt - — 
25 


33) Evaluar la integral 


e 2t - cos / 


dt 

Soiucion 


I * v rr e 2 '-cos/ j** ( 1 u 


L{e z/ - cos /} =---= f(s ) => L{ 

s + 2 5 -+I 


Js w + 2 U 1 +\ 


)du 
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= |ln (w + 2 )-^ln (« 2 + 1 ) 1 /" /“ = 0 -±ln) 

2 Is 2 u“ +1 5 2 s 2 + 1 


= — In (—^-——), apiicando la definicion de transformada se tiene: 

2 s +45 + 4 




-cos t)dt 1, . 5 2 +l . , .. . 

— = — In (—-), tomando limite 


2 5 “ +45 + 4 


lim 

s —>0 


-«•<>£=I ita i„ ( . 


5 +1 


. 

Jo 1 2s-*o 5'+45 + 4 

f* e 21 - cos t 
| - dt = - ln 2 


) = - In 2 


Evaluar la integral 




t senh tdt 


Solucion 


L\t senh r} = I{senh t}=^~ (-2—) = ~r—j 

ds ds 5 2 -l (s 2 -l) 2 


; por la definicion de transformada 


f 


te 


-st 


senh tdt = 


2s 

(s 2 -l ) 2 ’ 


tomando limite cuando s ^2 


lim r te 2t senh ^ - lim ———- = — I te 2t senh tdt = 

Jo -\y 9 

10.16. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 

I. 

(T) Demostrase que /(/) = t x , es de orden exponencial cuando t—>oc ; V e R . 

(5) ^La funcion f(t) = t x es de orden exponencial en [ 0 ,+oo>? 

Rpta. No es de orden exponencial 


rr | O 
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(5) <,Es /(f) = f sen- continua por tramos en [0,+oo>? 

Rpta. Si es continua por tramos en [0,+°c > 

(T) ^Cuales de las siguientes funciones son continuas por tramos en [0,+oc>? Razdnese la 
respuesta. 

t +1 |—2 

a) f(t) = — b) /(/> = -- 

/-I r-t-2 

i 

c) m = e‘ d) /(/) = / 2 

Rpta. a) no es continua por tramos en [0,+oc >. 

b) es continua por tramos en [ 0,+oc >. 

c) no es continua por tramos en [0,+oo >. 

d) es continua por tramos en [0,+oc >. 

(?) Demostrar que para cualquier numero real a, F(t) = e at f (/) es continua por tramos en 
[0,+oc >, siempre que f lo sea. 



© 

© 


Demuestrese que las funciones dadas son continuas por tramos y de orden exponencial en 
[0,+oc > 


a ) f(t) = t n coskt 

d) 


b> m= 


e) /(/) = 


I - cos kt 


cos/-cosh/ 


c) /(/) = 


l-e* # 


0 /(/) =/” cosh/ 


Demostrar que el producto de dos funciones continuas por tramos en [0,+cc> es una 
funcion continua por tramos. 

Hallar la transformada de Laplace I{F(/)} si: 


a) /(/) = / cos/ 


b) /(/) = t 1 e cost 


1+2 

c) /(/) = (2/-3)e 3 
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2 

_ t . fl . 2s } - 6s 2(s-l)’-6(s-l) , ,, . - 3e 3 

Rpta. a) f(s) = — - j b) f(s) = — - - c) /(*) = • 

(s' + ) [(^- 1 ) 2 + 1] 3 


fc-1 


© 


_ . f 2 65 “ -2 

Demostrar que L{t sen /} = —--- 

(S-+ l ) 3 


r , 3 „ 5(5“ + 7) 

Demostrar que L {cos r} = — r 


(s*+9)(s‘+l) 


ID 

Ts) 


Halla L{t 3 cos/} 

Rpta. 

i 

,, ,, scn“ /.cosr 


Halla L{ } 

Rpta. 

Halla L{sen(a + /)} 

Rpta. 

Calcula L{cos bt } 

Rpta. 

Demostrar que: 



6s 4 -36s 2 +6 

U J + 1) 4 


1 , > +9 

o s +1 

cos a + 5 . sen a 
s 2 + \ 

1,1 5 , 


2 s 5 +4 b 2 


. ,, , t, .. s 2 -2a 1 

a) L{cosh'(aO) =---— 

s(s' -4a') 


In* 


b) L{senh 2 (aO} =-—— 5 - 

5 ( 5 “ - 4a *) 


, , a{s 2 +2a 2 ) 

c) LJcosa/.sena/} =---- 

5 4 + 4 a ' 

2 a 1 s 


e) L{senh (aO-sen (a/)} = 


4 A 4 

s +4 a 


d) L{cosa/.cosa/} = — 


5 * +4 a 


1 . 1 . 


</($* — 2ci~) 

f) L{senh(a/).cos(tf/)} “ —-j— 

s' +4 a' 


16) Hallar la transformada de Laplace de F(t) si 




<2 

>2 


/ </ 

b) F(t) = te —(sen 20 
dt 
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s!3> 


C) F( t ) = 


I sen / , t < 2/r 


e) F(t) = 


10, t>l7T 


t , / < 2 

8-3/ , 2£/£3 
t~4 , 3</£4 
0 , / > 4 


d ) F(/) = 


0 , /< — 

2 

/r 37T 

cos/ , — < / < — 
2 2 

n 3/T 

2 


f) F(/) = e 3 ' / cos4/^/ 


I' 


d' f 

i = —r L e ( 

dt‘ Jo 


g) F(t) = ^-r Le cos3 tdt 
Si f(s) = !{/(/)}, demostrar que para r >0 ; 


r 

h) F(t) = te' I l — (e 2 'sen t)dt 

J, dt 


L{r' F(ar)\ = —/(————) 


a a 


6bs 2 - 2b* 


Demostrar que : L {r sen bt} = , 

(■ s 2 +b 2 j* 


^ r , sen /. 1 

Demostrar que: L{ -} = arctg — 

/ s 


Calcular L{F(t)} si: 
a) F(t) = e 3t J / sen 2 tdt 


Rpta. F(s) = 


(s" + 6s +13)“ 


b) F(/) = e 


sen 2/ 


® 

Calcular L{ j 


sen 

Hallar L{ 

t 

© 

(e“‘ 

Halla L{-- 


sen 2/ 


dt} 


s + 3 

Rpta. F(s) = arctg (——) 


Rpm. arctg 


Rpta. /Xs) = -^arctg---arctg.(-) 
4 s 4 5 


Rpta. /(s) = ln( 


(£-£- 6 ) 

(5 - 2a)(s - 2b) 
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„ „ , ,sen/ + serr / 

Halla L{ - e } 

i 

® 

Evaluar L{senkt.coskt} 

© 

Halla L{F(t)} si F(t) = <r’ 

@ 

Hallar L{F(t)} si: 


a) F(t) = t f e^'senltdt 


x . 3/ f sen 2/ . 

c) F(t)-e 1 - dt 


7 11 3 

Rpta. f(s) = — arctg----arctg(--) 

4 s- 1 4 5-1 


Rpta. f{s) = ———- ,5>0 

5 +4 k 

16-(s-3) 2 
(5-3)[(5-3) 2 +16f 


Rpta. f(s) = 


b) F(/) = t j te 31 sen 2/rf/ 

i—i / (V-cos2f 
d) F(0 j—T 


-rf/ 


28) Halla L{F(t)} si F(/) = 


29) Halla I{F(0} si F(/) = 


sen / , t <4x 

sen/ + cost , / > 4/r 


3/r 

cos/ , / < — 

2 

3;r 

cos / + sen / , / > — 
2 


30) Halla L{F(t )}, donde: F(/) = 


/cos&>(/-«) , t> a 


,ca ,a constantes 


, / < a 


31) Calcular L{ - du} 


r sen u 


33) Hallar L{e cos3/.cos4/} 


32) Calcular L{ -} 

( 1 + *’')“ 


34) Calcular L{e 3t / 3 sen 2 /} 


35) Hallar L{(t + a ) n }, n € Z es un entero positivo. 


a a 


«-] 


a 1 

. I-♦ - 


n n •! 


(«-l)!s (n-2)ls- l!s" s 


Rpta. f(s) = n\( 
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© 


Calcular L{ T e 2a f e** a SU1 ~‘ U dfjda} 

Jn J) fi 

Calcular L{\\ t \\ -y[\T\\ (38) Hallar Z,{sena/.cos6/} 


Hallar L{e al sen 2 bt } 


4l) Calcular L{\jtcost 2 } 


40) Hallar L{^ f e~' cos3 tdt} 
dr J b 


( 43 ) Demostrar que: Z.{senr 2 } = 


^,(-l)'T(3« + ^) 
Rpta. /(.?) = y - f~ 

/ 3 n+— 

n=0 (2n)\s : 

( — 1) /T— 1 ( 4/7 — 2 )! 


n =1 


(2n-\)\s 


4/7 


(43) Demostrar que: L{ ii ntyitdt} = A-u/u)} ♦ -r J yfiDdt 

( 44 ) Demostrar que: L{F"'(t)} = s 3 L{F(t)}-s 2 F(0)-sF'(0) - F"(0) 


_ r'(n + l)-lnj.r(« + l) . 

Demostrar que: L{t ln/} =- , n>-l 


#mi 


Calcular: L{ ***** dz)dy)dx} 

X 

^ _ r sen b „ , , „ b 

Demostrar que: L{ -} = > ( I) 

1 +p a 


n =0 


(5 + an)~ + b~ 


48) Calcular L{ 


49) Demostrar que: L{ 

^0) Demostrar que: L { 


— j e^F(—)dt] , a*0. Rpta. /(s) = -<p( sa-b) 
a Jo a s 

Iff" 

I 


dz dy dx } = arctg (—) 


arctg(-^—^-) donde “a” es una constante positiva. 
5 5 1 + <r 
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@ 

@ 

@ 

@ 

@ 

@ 

@ 

@ 

© 

@ 

@ 


Si L{F "(f)} = arctg(-) , F(0) = 2, F\ 0) = -l. Hallar L{F(r)} 

c 


Calcular L{ 


rr^ 


-)du dx} 


Rpta. /(■$)=-yin ( — + ----) 
s s + 2a 


Hallar L{ 

r 


Rpta. f(s) — — lim 

4 £->+x 


r 2 m 

arctg (—- 
Ja 3w 


Calcular 


j* e -s-, sent 


dt 


Rpta. /(s) = arctg (—) 


Calcular la Transformada de Laplace de: L{t e' J* z-^-(e 2z sen z)dz} 


Demostrar que: L{ 


J ue~ u F(u)du dx] = — ^-//’(-t + 1) 


Hallar 




i J a 2 


Rpta. f(s) = ^ln(- + - ) 


Calcular L{ 


fte a 2 '(^ 

X » 


)du } Rpta. f(s) = 


2 * '(s +1)' +a : 
arct(2ls) s 


(s + 2) : (s z +4)(s + 2) 


Demostrar que: L{ 


J J' J dz dy dx * =arctg ^ 


Calcular L\ f ^-du] 

X u 


Rpta. f(s) = - arctg (—) 
s s 


Calcular 


n<(T=? 

• Jb Jb u 


-du du} 


Rpta. /(s) = i arctg (—) 
5 * S 


Demostrar que: L{ 


?' r F e ~“ a A A , ab \ , s n 


Demostrar que: L{ J j* ( — — * —- arctg (-) 
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64) Demostrar que: L{ 


J[ JT (—^—)dzdydx} =-yarctg(—-) 


Calcular L{ I C ° - S — CQS ^ Z 




Calcular L{ I e'z—(e 2z sen z)dz) Rpta. f(s) = — : —[- 

' ' (s-1) L ((5-3)^+1)*’ 


Rpta. /(j) = -j-ln( '\ - + '" ) 
2s j‘+36 


1 r (s-l) 2 -S 


® 


Demostrar que: /.{sen 6 1 ) = 


s(s 2 +l)(s 2 +16)(s 2 +36) 


„ ,, < , 120 

Demostrar que: L{sen ti = —------ 

(s 2 + l)(s 2 + 9)(s 2 + 25) 


@ 


1 / 2 , ^ , o \ I •’ 4 

SI L{lF(t)} = -r-. Hallar L{e~‘F(2t)} Rpta. f(s) = In(^— -—) 

s{s +1) (s + 2)' - 


(0 3 

Si existe, calcular L{- I e~ 4t + u SCn , - du} 

J , ir 


Sin derivar y usando solo las propiedades de Transformada; calcular 

,, d f 4 ' sen 2 u . 

L\t — - i-du) 


72) Calcular L{t n senat}, s i n e z 0 y neR,n>*l 


Calcular L {—— ^ QS * } 

V ^) 4 


^ , , , A - cos nt . 

14) Calcular £{---j 


Calcular £{ Sen l } 

• r 


(76) Calcular L {-— SCn -} 


_ . i aid,* b[ sen 2 / . . 

Calcular /,{/—( ---)} sin derivar. 

dt t 3 

Si L{F(t)} = H(s), calcular L{ dv F(u)du } 
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© 

® 

© 


Solo usando propiedades sin derivar calcular L{e‘ | t — (e 2t sen t)dt] 

X dt 

r d , 

Calcular L{ I —(te )dt }, sin derivar solo usando propiedades. 

Jb dt 

Sea [0 ,og>—»R una funcion de clase A. Si L{F(t)} = (p(s), calcular L{— e~ l F {—)}, a > 0. 

a a 

Demostrarque L{e = arctg(— 1 —) (83) Hallar L{2 + |t - 2|} 

t 5-1 w 

r r S en: 1 2 

Demostrarque L{ I I -- dzdv) - — arctg(—) 

X X z S S 


^ , I - 2 /,sen w . 

Evaluar si existe L{t I e ( — )du } 

X, u 


Sean a, b, u , v y A constantes, probar que: 


L{at " +bt v } = A(as~ u + bs V ')<=>w + v = 1 y A = ±^7icscnu 
Hallar una formula para: L{t n sen at }, a > 0. 


Calcular L{ £ u 2 cos*/ 3 ~dudy } 

Hallar la transformada de Laplace L{x 2 j u sen uda+ j| ue 2lt sen u du} 

t n ~ l - 

Hallar L{ — , donde n es un entero positivo. Rpta. f(s) = / - 

l-e~' rr<(s + k) n 


sen/ Y 1 (-1)" 

Determinar la transformada L{ -} Rpta. f{s)~ / --;- 

\+e 1 +—f(s + ny +1 

n=0 


_ , , r e sen/ _ 

Calcular L{ -z-} 

0 + e ") 2 




Rpta. /(5)=> -- , 

4 (5 + «-2)" + 1 


n=l 












518 


Eduardo Espinoza Ramos 


® 




Calcular L{ ---—} 

1 1 , -3/ -t -21 1 

l+e -e —e 


Calcular L{ - —} 

e +e 


(s + ny *-—'(s + 2ny 
0 «=0 


x. X 

Rpta. /(*) = Y- '—-Y 

^(s + nY 

Z (-lY'2 


n =0 


(5 4 - 2/7 4 - 3 ) 


95; Hallar L{t tgh(/)} 


Calcular L {—— scnf , ] 

(1-e'V 


Rpt , 

^-^(s + 2nV 


(-ir6 


'(5 + 2/z) ^-^(5 + 2/i + 2) 

«=0 n-0 


x. 

@ Calcular Z,{/‘ I/2 F(/)} si 

■\I 7T 


(-1 ) V ,+ " 

V* — (2m + 1)/i! 
/?=0 


d ^ d sen* t 

Usando propiedades calcular la transformada L{t — I —(-—-— )dt) 

dt J dt / 3 

Usando propiedades, calcular la transformada L{e 3 ' J \coscou\du) 

f d „ 

Solo usando propiedades, calcular la transformada L{ —(f sen at)dt} 

dt 


Hallar L{e~* [~ du\ Rp.a. f(s) - arC ‘ g|S + 2) 


102) Sea F(x) una funcion real, deflnida /^(jc) - 


I 


0 


5 + 2 
, si aVe[0,l > 

.e f -e 2r +senxt 2 

(- j Sl jce[l,2] 


/ 


si x > . 


Hallar L{F(x)} 


Hallar /.(=£ 1 

v/ 


Rpta. /(5) = — (— + ln2)(^ * -e 2s ) 
s 8 


Rpta. /( 5 ) = 




4\ 





















(D CD O CD (D (Dd)<D<D(D<D(D© 


Transformada de Laplace 


519 


10, 0 <t<a 

Si „ 

(/ , t>a 


l 


calcular L{t I e ' +v F(v)dv} 


Calcular la transformada de Laplace de la funcion F(t) = 


*-[\i\]\ si [I'll es P ar 

/ - [| t +11] si [| 1 1] es impar 


Calcular L{7r(t+a) 2 } sug. Es un el binomio de Newton. 

f 1 1 - [| / 111 si [I / II es par o cero .. . 

Si ‘ Calcular L{te I a H(u)du} , a>0 

lU“[U + l|] si rj 1 1] es impar 


"F 


Si C (,).| ( '- I|,|I)1 s ‘ “ par ° “ ro . Calcular IjrV^'-l | C(»Mu)| 


ll-(/-[|?|]) si [| 1 1] es impar 




Calcular L{ S^iZ^L ] 


t e 


Rp,, 

2 (s-l)‘ + a" 


Calcular L{t 


Rpta. /(>) ■ ^arctg(-2—) +---— 

r ^ — l i(i + (i-i)“) 


f^-SE“ A> 

Jb w 

Calcular L{ rr 1 f dydx\ (m) Calcular L{ f 


Calcular L{t 1 2 cos at 12 } 


Calcular L{ 


e -cos bt 


t 


} , a, b * 0 


Rpta. /( 5 ) = yj~ e 4 ‘’ ’ s > 0 


dx} 


*d 3 Ci 

— 2 I e < 

dt 7 Jb 


Calculai* L{te 
Calcular L{t e 6t senh yjt } 

Hallar la Transformada de Laplace L{t 


@ 

Calcular L{ J* 

sen* x 

X 

® 


f d 

Calcular L{te 

l‘7t 


Ft 


sen 2 t 


dt} 
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© 


© 

® 


© 

Hallar la Transformada de Laplace 

L{te~ 2 ‘ cos 3/} 

© 

Calcular L{t J 

^ sen X dx} 

© 

Calcular L{e 1 (2 senh It -5 cosh It)} 

© 

Calcular L{t j 


sen 2/ , . 
dt\ 
t 

© 

~ . f \ t sen 3 1 ., 

Calcular L{t J e - dt} 

II.- 






® 

Evaluar la integral 

rW* . 

J, - 


Rpta. In 3 

® 

Calcular la integral 

r sen at-cosbt , 

i . * 

Rpta. ln(—) 

b 

® 

Evaluar la integral 

te 2t cost dt 


3 

Rpta. — 

25 


_ f" 1 J5t senhf.senr , k 

Demostrar que: I e - = — 

J, / 8 

_ F -Jyt sen 6t.sent . k 

Demostrar que: I e - at- — 

J, / 8 


r sen 2 1 . tv 
Demostrar que: I —^— at = — 
Jri r - 


Demostrar que: J te 3t f te 2t sen tdtdt 

Calcular la integral M rcos4^ dtdu Rpta. In 2 


„ , , f 4, cosat -cosbt , 

Calcular e 4 '- dt 

1 l 


„ 1 , 16 + b' : x 

Rpta ‘ ? ln( 7I—^ 

2 16 + a 


Calcular la integral I e l j - dudt 

Jb Jb w 
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© 

@ 



Demostrar que: 


f f 

•1=0 JLo M 


du (it = — 


Evaluar 


r 


cosh It - cos4r 


/ 


dt 


Rpta. —In 4 


f A 


Evaluar I re 2t sen tdt 


Rpta. 


“vy 


125 


r 


Evaluar i te 2t senh tdt 


4 

Rpta. — 

9 


F.vaiuar 


calcular 


^ e~ 2! -cost 

I 

I- 


dt 


Rpta. -In 2 


_ . -it 1 — COS fit . H7T S . . S x / 5. . . 

Demostrar que: | e --- dt - — + — ln(--)-w.arctg(—), V^ieZ y 

2 2 s' +/T 


t 


n 


l - cos nt 


„ nn 

Rpta. — 


Usando Transformada de Laplace calcular 


J 


)du 


Calcular 


—ax' An * 

i e —e 


dx , usando Transformada de Laplace si a, b > 0. 


Usando Transformada de Laplace, calcular 


I 


sen x + cos x 


dx , 0 < P < 1 


Rpta- + —-srr), 0 < P < l 


2T(P) P* P* 

sen—- cos- 

2 2 


I 


Calcular I e a 1 dt 


e x ' \f7r 1 

Rp,a ' 


Evaluar la integral 


cos 6/ - 


cos 4/ 


dt Rpta. ln(—) 
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22) Evaluar la integral 


f 1 sen 4f - 

J 


sen It 


dt Rpta. 0 


23) Calcular el valor de 




cos / dt 


Rpta. — 

25 


I 


s/ !- cos nt^ , nn 5, 


24) Demostrar que: I e s (--- )dt =— + — In 

r 2 2 


(25) Calcular f IV 

Ji J) M* 


du dt 


(7i) Calcular [ -—r 

Jb 1 + x~ 


dx 


@ Evalua, f ~~ 


dx 


31) Calcular 


r 


dx 


ylU- 1X3-*) 


> 2 
s +n 


s r 1—cos/if j rm 

-/i.arctg(-) y I -^- dt= — 

n Jo r 2 


26) Calcular 


f sen t s 
alcular I - 


sen at 


dt 


28) Calcular 


30) Calcular 


32) Calcular 


•T e 1 sc: 

j(4-jr 2 


(33) Calcular jf (4 -jc 2 f 2 dx 
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CAPITULO XI 


11. FUNCIONES ESPECIALES.- 

11.1. FUNCION PERI 6 DICA.- 

La funcion F: R —> R, se dice que es una funcion periodica si 3 p > 0, tal que: 

F(t + p) = F(t), V t € R 

y al menor numero p > 0, que satisface la condicion de periodicidad se denomina 
periodo de la funcion 



Si F(t) es una funcion seccionalmente continua a lo largo de un intervalo de longitud P y 
de orden exponencial, entonces su Transformada de Laplace existe y es la integral de cero 
al infinito. 


11.2. TEOREMA.- 

— 

Si F: [0,+oo> R, es una funcion continua por tramos, de orden exponencial y periodica 
con periodo P. Entonces: 



[ e~ sl F(t)di 


l-e- ps 




























524 


Eduardo Espinoza Ramos 


Demostracion 

Como F(t) es continua por tramos y de orden exponencial entonces 3 L{F(t)} 

e~ sl F(t)dt = I e’ st F(t)dt+ I e~ s ‘F(t)dt+ I e~*F{t)dt + ... 

Jb ip ilp 

Como F(t) es una funcion periodica con periodo P * 0, entonces a partir de la segunda 
integral se tiene: t = u + p, t = u + 2p, t = u + 3p, .entonces 

L{F(t)} = r e~ s "F(u)du + j 2 e~ s(u+p) F(u + p)du + 


f, 


P 

e~ s(u+2 P)p(u + 2p)du+ I e~ Hu+3p) F(u+3p)du + ... 


■r* 


r 


r 


e~ s “F(u)du+e- sp I e~ su F(u)du + e~ 2sp e~ su F(u)du + 


= (1 + e sp + e~ 2sp + e 3sp +...) £ e - su F(u)du 
L{F(t)} = ( \ + e~ sp +e~ 2sp +e~ 3sp + ...) e~ su F{u)du 


pero se conoce que: —— = 1 + x + x 2 +..., para \x\ < 1 

1 -x 


Luego 1 + e sp +e 2sp + ... = 


..( 1 ) 


\-e 


-sp 


... ( 2 ) 


por lo tanto al reemplazar (2) en (1) se tiene: L{F(t)} = -— I e su F(u)du 

1 - e Jb 

f e u F(t)dt 

= A _ 


• L{F(t)\ = 


1 -e 


rP s 


Ejemplo.- Hallar la transformada de Laplace de la funcion que se muestra en la figura. 
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F(t)t 


li 2 


Soiucion 

La funcion F(t) del grafico es periodica de periodo P = 2 es decir: 
si 0 < / < 1 


F(t) = \ 1 , . F(t + 2) = F(t), Vt 

1 -1 si - 1 < t < 2 


L{F(t)\ = 


j *e~''F(t)dt j \~ s 'F(t)dl jV''F(/W/ + J e^'F(t)dt | e~ s 'dt + J e~ s 'dt 




\-e-- 


\-e 


I -e 


e~ 2 s - 2 e~ s +\ ( 1 -<T 5 ) 1 —e e s -1 1 .5. 

- 5 -=-- — =-=-;-= —tg(—) 

5(1-0) 5(1-0) 5(1 +e~ s ) s(<?'+l) 5 2 


£{ 0 } = -tgh(~) 
s 2 

Ejemplo.- Hallar L{F(t)} don de F(t) es la funcion periodica que se muestra en la 


figura. 



La funcion F(t) es periodica, de periodo P = 1, donde F(t) = t, para 0<t< 1 y F(t)-F(t + 1 }♦ 
V t su Transformada de Laplace es dado por: 
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e~ sl F(t)dt 
L{F(t)\ = —- 

1 -e~ ps 





l-e~ % 



i 

u 


•• L{F(?)} = —---- 

s 2 s(\-e s ) 

11.3. FUNCION ESCALON UNID AD.- 

A la funcion “Escalon UnidacT llamada tambien funcion unitario de HEAVISIDE es 
denotada por fi(t - a) = fi a (/) y es definida como: 


1 ( 


-i -» * 


V(t-Q) = P a (t) = 


j 0 si t <a 
1 si t> a 


su grafico es: 




La funcion /J a (t)es continua en <0,+oo>, a pesar que fu a (/) tiene un punto de 
discontinuidad en x = a, la Transformada de Laplace de ju{t - a) = fi t (a) es: 
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^W(/)}= £ e "/i(/- a)dt = e " p(t-a)dt+ £ e s '^(t-a)dt 

= 0 + j*” e~ s ' ju(t -a)dt = £ = -— j para s>0 


= | = — /. LUHt-a )}* — 

5 5 5 

OBSERVACION. Toda funcion F puede ser trasladada “a” unidades a la derecha del 
punto a. 

Ejemplo. La funcion F(t)=sent 




En general dada una funcion F: [a.+oc>—>R, se puede trasladar a la derecha, de tal manera 
que la funcion valga cero en [0,a> y se define la funcion G(t) = fj(t — a) F (t -a). 




Observacion. Si L{F(t)} existe para s > a > 0, entonces podemos calcular 
L{/u(t-a) F(t-a)} en funcion de L{F(t)}. 
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i) Teorema. Sea F: [0+,oc>—>R. una funcion de clase A 

L{ M (i-a)F(t-a)} = e~ as L{F(t)} 

Demostracion 

Mediante la definicion de transformada. 




-»-f 


e st p(t-a)F(t -a)dt 


f 


= jT e st /i(t-a)F(t—a)dt+ | e s{ ju{t -a)F(t -a)di 
■£ 


e~ F(t - a)dt 


Sea t - a = z => t = a + z para 
reemplazando (2) en (1) se tiene: 
L{/a(t - a)F(t - a)} = I e~ si F(t 


t = a ; r = 0 
/ x ; r x 




e~ st F(t - a)dt = e ,sr( ° ) F(z)dz 
e~“F(z)dz = e~ as £ e~ s, F(t)dt =e~ as L{F(t)\ 


L{/.i(t - a)F(t - a)} = e a *L{F(t)} 

ii) Teorema. Sea F: [0,+oo> —> R, una funcion de clase A, 

L{p(t-a)F(t)} = e~ a& L{F(t+a)} 

Demostracion 

Mediante la definicion de transformada se tiene: 

L{/u(t-a)F(t)}= J" e~ st fj{t-a)F(t)dt = ^e~ s 'ju(t-a)F(i)dt+ J «r >(/ 


entonces 


..(i) 

.. ( 2 ) 


entonces 

a)F(t)dt 
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Sea t = z + a, cuando 


I / —► 0 | r —> 0 


[y —> +x ' z — > +oc 
reempJazando (2) en (1) se tiene: 

/.{;/(/-u)F(f)J — e~''F(t)dt= j e _,, ®* ;l F(a + z)rfz 


... ( 2 ) 


f 


e az F(z + a)dz =e 


-as I -at 


I 


e F(t + ci)dt = e~ as L{F (t + a)} 


■ L{p(t-a)F(t)} = e~ as L{F(t+a)} 


OBSERVACION.- 


Sea F: [0,+x> R, una funcion de clase A, tal que: 


F{t) = 


F x (t) ; 0 <t<a 
F 2 (t) \ t>a 


Luego la funcion F(t) se puede escribir en terminos de la funcion escalon unidad. 


F(t) = Fi{t) + iF } \i)-F x U))tiU -a) 


Generalizando; Si F: [0,+oc> —> R, es una funcion de clase A, tal que: 
a la funcion F(t) se expresa en la forma siguiente: 


F x (/), si 0 < t < flj 
F 2 {t) , si a x <t < a 2 
F 3 (t) , si a 2 <t < r/ 3 


F(0H 


F„(t), si t > a n _\ 

Luego a la funcion F(t) se puede expresar en terminos de la funcion escalon unidad. 
F(t) = F, (t) + (F 2 (t )- F, (t))M (t ~ai) + (^ 3 ( f ) - F 2 <'»/' 0-a 2 ) 


+...+(F„ (r) - F„_, (/))// (t - a„_,) 
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Ejemplo.- Escribir en terminos de la funcion escalon unidad, la funcion. 




1 1 , si 0<t <2 
I 4 1 , si t >2 


Solucion 

F(0 = r 2 +(4f-rV('-2) 

Ejemplo.- Encontrar la Transformada de Laplace de la funcion que se muestra en la 
figura. 


• 

K 

'F(t) 





1 

1 

i 

i 

i 

i 

l 

i 

\ 

i 

i 

j 

i 

i 

i 


0 


a 

b 

t 


Solucion 

Escribiendo la funcion en terminos de la funcion escalon unidad se tiene: 
F(t) = k[ // (t - a) - u (t - b)] y su Transformada de Laplace es : 


L{F(t)} = k L{ // (t-a)J-kL {/u (t-b)} = 


ke~ as ke 


-bs 


••• L{F(t)} = ~(e~ as -e~ bs ) 
s 


11 A. FUNCION IMPULSO UNITARIO O FUNCION DELTA DE 
DIRAC,- 


Consideremos la funcion definido por: 


4(0 = 


— 51 0 <> I <X € 
€ 

0 si t> £ 
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donde e > 0, y que es muy pequeno. Su grafica es: 



A la funcion f e (t) s asi definida se le denomina funcion impulso, y cuando £ -»0, 
la altura de la region rectangular sombreada crece indefinidamente y la base decrece, de 
tal manera que el area siempre es igual a 1, es decir: 


-I* 




a la funcion S(t)= lim f, (?) se denomina funcion impulso unitario o funcion Delta de 

£ —>0 

Dirac, otra forma de definir la funcion 5(t) que frecuentemente es empleada en electronica 

es: S(t) = lim— {p (t)-p (t-s )) 

£•->0 £ 


Ahora calcularemos su Transformada de Laplace 
L \fA‘)} = £ e s> fA l )dt = j* e~ s 'f £ (t)dt + £ e~ st f c (t)dt 

£ £S ! 0 £S £S 

como <5(r) = lim f £ (t) => L{5(t)} = lim L{f e (t)} 


■f 


1 - e 


£—>0 




\-e~ s£ se~ s€ 

L{S(t)} = lim-= lim-= 1 

£~>0 £ S S 

L{S(t)}=l, ademas L{S{t-a)} = e~ 
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11.5. LA FUNCION GAMMA.- 


Es una integral parametrica definida por: 


T(n) = 




...( 1 ) 


Esta integral es convergente para valores positivos n > 0, y para valores negativos n 
exceptuando los valores -1,-2,-3,-4..., a la funcion Gamma tambien se denomina funcion 
factorial y se aplica en las ecuaciones diferenciales que admiten soluciones por series 
infinitas. 


Su representation grafica es: 



En la siguientes tabla se indica algunos valores de r(n) donde 0 < n £ 1, calculados segun 
(1) mediante series infinitas. 


N 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

r(n) 

9.5 

4.59 

2.99 

2.22 

& 

1.49 

1.30 

1.16 

1.07 




La integral r(«) = j p* l e ^dp , no define ningun valor n = 0, pero define los valores 
de f(rt) para todos los numeros reales de la siguiente forma: 


r(n) = (n-\)r(n-\) 
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11.6. PROPIEDADES DE LA FUNCION GAMMA.- 


(T) f(w + l) =/if(n), V /7 > — 


1 

Demostracion 

Por definicion de funcion Gamma se tiene: 


n 


/i + l)= (% "//" +1) l djj= P pi n e p dpj = lim 

Jo Jo 


1 

x Jb 


dpt 


integrando por partes: 


I co- pu n \dco~ n}i n x dpi 


| dv-e u dpi \ v=-£ 
r<u^l)« lim [— // t “/ -vn ^pt n ~^e~ f9 dpi\ 

P~*+3 C. / 0 


- lim - p n e p + lim 

/7-++Q C />—> +CC 


« //" ] e'“dp = 0 + «J^ 'e "dp 


T(/7 +1) = nT(n) 

(7) r(«+l) = «! , V«eZ + 

Demostracion 

Aplicando repetidas veces la propiedad (1) 

V(n + 1) = 7?r(/7) = n(n - l)F(w- 1) = n(n-\)(n-2)V{n-2) 

= n(n-\)(n-2)(n- 3)... (n-(n- l))r(l) 

= n(n - 1)(/? - 2)(n - 3)... ,3-2.1 T( 1) - nV( 1 ) = n\ F(« +1) 

Observacion. f(l) = f pi~^e~ p dpi = f e^ p dpi- 1 


11.7. TEOREMA.- 


Dcmostrar quc 

Demostracion 




nY(n) 


= n\ 

r(i) = i 








534 


Eduardo Espinoza Ramos 


r 2 r 2 

Consideremos : I p = I e dx = I e } dy y sea / = lim I p , el valor de la integral. 

CP 2 C p 2 C p C P 2 2 

Luego l L p =( I e' x dx)( | e' v dy) = I | e ' i 

'WF *' 1 


dxdy 


] dxdy , donde R e s el cuadrado o ABC, de lado P 



Sea R ] la region en el primer cuadrante, comprendida por la circunferencia de radio P. es 
decir : JJe '' +v ] dxdy y sea R 7 la region en el primer cuadrante, comprendida por la 

circunferencia de radio JlP es decir: If ’ {x +y ] dxdy. 


*2 

i % 

-< r 

^xdy £ I 2 n £ | |^ 

por medio de coordenadas polares (r, 0) se tiene: 


Luego : Jje u rv ^xdy ^ I 2 p £ JJ* 


dxdy 


f-F 

* 2 

I — 


rdr)dO < i p ^ 


f<F 


rdr)d6 


dO<l\ 




jo 


— (l-e’ p2 ) £ I 2 £ — (1 —e 2p ); tomando Hmite cuando p—»+co, se tiene: 
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lim — (\-e p )£ lim I 2 <> lim — (\-e 2p ) 
p — >+y- 4 p->+ qc ' p*->+x 4 


— ^ I 2 ^ — de donde se tiene / = 


f'^4 


EJEMPLO DE APLICACION. 


Demostrar que: r(-^) = V# 

Solution 

Por definition de la funcion Gamma se tiene: 


r 






r(«)= | //" l e ^dp , de donde: ^(“) “ I M 2 e~ u d/j= | jj. ^ 2 e' u d/j. 


Sea fj = x 2 -> djt = 2xdx ; cuando x = 0, // = 0 y cuando x — » + oo; // -> + oo 


n 5 ,= r 


/y 2 e * d/i 


= x T .2x^/x = 2 <? * — 2(~^~) — yj tt 


T(-) = >/5r 


11.8. LA FUNCION RETA.- 


A la funcion B.RxR — > /?, definida por la integral 


B{tn,n) = jf ~ 


//) n 'dp 


donde m > 0, n > 0, se denomina funcion Beta. 


11.9. PROPIEDADES DE LA FUNCION BETA.- 


(T) B (m,n) = B (n,m) 


Demostracion 


'”4 


Por la definition de funcion Beta se tiene: B (m,n) = I n m ~\\ - M ) n -'d M 
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sea z = 1 |i => dz = -dp, ademas cuando 


// = 0, z = 1 

p = \ , r = 0 


B(m,h)'= jV-'(l-„) j* 2 ”" 1 (l-r) m -'^ = jV '(I - B(n,m) 


. 5(w,h) = B(njn) 


(5) £(m./r) = 


r(w).r(^) 

F(m + w) 


Demostracion 

Por definition de la funcion Beta se tiene: B{m,n) - jV ‘(i -pr'dn 

sea g(t) = I fj" l (l - //)” x dp , calculando su Transformada de Laplace se tiene: por el 
teorema de convolution. 

UgU)} = r(m)r(A7)—— = r('«i)r(/j ).—!— 

* v v \ \ / gm+n 

XTV w -i, i , r(w)r(«) „ + „_, 

g(t) = r(m)r(n)L {-— 7 } = -;-- -t 

s r (m + n) 


g(t)= j* jJ" df .v =4~~— — 1 "'" , entonces tenemos: 


g{ M= 


r(w + /i) 


-1, r(m)r<i») 

«// - - 




r(m>r(//) 

f(/H + ) 




sen 2 '”-' <9.cos 2 "-' 6dd±-B{m,n ) = IMIM 
2 2T(m + n) 

Demostracion 


B(m,n) = 


f 




n»»)i (») 

V(m + n) 


De la propiedad (2) se tiene: 
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sea z = cos 2 # => dz =-2 cos 0 sen 0 d0 => senOcos&dO = - — 


cuando<9 = 0, z -1; <9 = —, z = 0 

2 


r 


2 sen 2 '" -1 ^.cos 2 ”" 1 0d9 


-f-* 


2m-2 ^_2/7—2 


tf-cos^ 0.sen0.cos0d0 


~ 0) w 1 (cos 2 0) w 1 sen0.cos#d*9 


= (1-cos 2 

= ~ j"o z)"'-'z n -'dz=^ f(l-z 


)”' V 'dz = — B(m,n) = 
2 


2r(»i + «) 


.t 



6<W = — B(m.n) = 
2 


l W) 

2r(/w + n) 


11.10. LA FUNCION DE BESSEL.- 


La ecuacion diferencial de segundo orden de la forma 

' V ’ (0 + <y’ (0 + V 2 - p 2 ) v(0 = o 


...(D 


se llama ecuacion diferencial de Bessel de orden p, con p £ 0 

Ahora buscaremos las soluciones en serie de potencias al rededor del punto t = 0, el cual 
es un punto singular regular. 

X X 


Sea y(t) = t p / a n t 


2 > 


y a n t k+p , p £ 0 ; calculando las derivadas se tiene: 


k=0 k =0 


x 

y\t) = y y'(k+ p)a k t k+,, ' { , y ,v"(Q = '^(k + p)(k + p-\)a k t k+p ~ ] 

k= 0 *=0 


ahora reemplazando en la ecuacion diferencial dada 
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i i 

{k + p)(k + p-\)a k t k+p ~ 2 + (£ + p)a k t k ' tp ~ x + (r 2 - p 2 )^ a k t k+p =0 

*=0 A'-O A=0 


y \(k + p)(k + p-\)a k t k+p +'y'(k + p)a k t k+p +J'a k t k + p + 2 y'a k p 2 t k+p = 0 

k= 0 K=Q A = 0 A=0 


^ + p) 2 - p 2 \a k t k+p + ^^a k t k+p+2 = 0 ; poniendo en una misma potencia a t 

k =0 A" =0 

GC X 

P) 2 — ^ ^ a k _ 2 t k+p =0 ; poniendo los inicios iguales 

A=0 K =2 

x x 

(p 2 -p 2 )a 0 t p + (2p + \)a l t' +p +^|(A- + p) 2 -p 2 \a k t k+p + '^a k _ 2 t k+p =0 

k-2 

X 

(2p + l)V +p +^H(A 2 +2/>A)a A +a A _ 2 ]/ +/ ’ =0 


K=2 


k=2 


f(2/? + l)a, =0 

1(A- 2 +2pk)a k +a k _ 2 = 0 


a, = 0 

a* =-^-,V^2 
k 2 + 2pk 


k — 2 => a-, = 


2 ( 2 /? + 2 ) 


£ = 3 a, = — 


3(2/7+ 3) 


= 0 => u 3 = 0 


* =4 


= -- 


4(2/7+ 4) 


=(-d 2 


«0 


2.4.(2/? + 2)(2p + 4) 


A- = 5 => a } = 


«) 


5(2/> + 5) 


= =0 


A=6 => a 6 = - — — ~(-l) 


6(2/?+ 6) 2.4.6(2p + 2)(2/? + 4)(2/? + 6) 
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a 2k |=0 , V A: 21 


°2k =(-D* 


2.4.6.8...(2k)(2p + 2)(2p + 4)...(2p + 2k) 


(-ir« 0 


J 2k 


2.4.6.8...(2 k)2 ‘ (p +1 ){p + 2 ){p + 3 )...{p + k) 


a 2k ~ ' 


(-1 fa 0 


2.3.4.5..1. 2 lk (p + \)(p + 2 )(p + 3 )...(p + k) 


tr 

k\2 lk (p + X){p + 2){p + l)...{p + k) 




, 1 


como 7(0 = — 

k= 0 A:=0 


H)**o 


.24 


£!2 2 *(/> + l)(/> + 2;M/? + A:) 


oj 

*»-y- 


(- 1)^0 


2k+p 


k'.2 2k (p + l){p + 2)...(p + k) 


k= 0 


consideremos a f) = 


2 / T(/? + l) 


se tiene: 


00 

><‘>=X 


(- 1 )* 


*=0 


fc2 p 2 2k r(p +1 )(p + l)(p + 2 )...(p + k) 


t 2k+p 


*>-z 


(- 1 ) 


U 


jt=0 


Wr(p + l)(p + l)(p + 2)...(/7 + A:)'2 ) 


t ^2k+p 


Esta funcion es una de las soluciones linealmente independiente de la ecuacion diferencial 
de Bessel y es llamado “Funcion de Bessel de orden p y de primera clase” y denotaremos 
en la forma siguiente: 


k=0 


(-i r 


< T(* + 1)[ (p + !).</> + !)(/> + 2 )...(P + k) 2 
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a) DEFINICION.- A la funcion de Bessel de primera clase y de orden n, 
denotaremos por J n (t) y es definido por la serie. 


k= 0 


( : (-) 2t+n ,/ckO 


k!(k + n)T 2 


° c 

si n = 0, seobtiene ^ 0 (0=^ — 

0 ^(k\) 2 r 


k =0 


Llamada funcion de Bessel de orden cero. 


OBSERVACION.- Se ha obtenido una solucion linealmente independiente. 

j (/) - -_______j-JJ- (L\ 2k+ p 

p ^Y(k+\)n p +\).{p + \)(p+2)...{p+k) i’ 

4=0 

sesabeque: (/? + l)r(p+1) = F(p + 2) 

(. p+2)np + 2) = r(p+ 3 ) 

( P +3)r(/ J +3) = r(^+4} 


de donde 


(p+k)r(p+k)=r(p+k+i) 

: A(„ = y--(')"*' 6 

p Z^rtt + nno+i+n 2 ' Ajki<p*ty. 2 


k -0 


1-0 


La segunda solucion linealmente independiente de la ecuacion diferencial de Bessel es: 


OO . 

j ( „,y _ <-■> 

~ p Z-ir(k + i)rik-p + i)2 

k=0 


(U 2k ~ p 6 J At) 


00 

-z 


k =0 


H{k-p)\ 2 


2k-p 


OBSERVACION. Las funciones de Bessel de mayor utilidad son los de orden cero 
J Q (/) y las de orden uno, J x {t) y son expresados asi: 
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k =0 ' 1 k =0 


el grafico de estas funciones es: 



b) PROPIEDADES DE LA FliNCION BESSEL.- 


© 

= (-!)" si n e Z~ 

© 


© 

,«o 

at 

© 

« = 0, Jj t 0)=-J l (t) 

© 

at 

© 


© 

[T 

J i (0 = J —sent 
j V 7tt 

© 

J (r)= —cost 
.1 V Tit 

© 

nr / 

y 3 (0 = J—(~ - COSt) 

- v;rf r 


(“ 1 > ^ 

" =2L.J„(t)u n 

/?=— oc 


Se conoce con el nombre de funcion generadora para las funciones de Bessel 
Ejemplo. Hallar L\ J 0 (7)} , donde J Q (t) es la funcion de Bessel de orden cero. 


Solucion 
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■/„(') = 


t" 


-o- 


2 n l~(n + \) 2—(2« + 2) 2.4.(2« + 2)(2« + 4) 2.4.6(2/2 + 2)(2/ , i + 4)(2w+6) 

t h t * 


+ ...) 


JqU)~ 1 “7T + 


f 2 , 4 


2 2 2 2 .4 2 2 2 .4 2 .6 2 2 2 .4 2 .6 2 .8 2 


t 2 ? 4 t 6 t & 

L{J 0 (t)} = L{\ — 

2 “ 2 2 .4 2 2 2 .4 2 .6 2 2 2 .4 2 .6 2 .8 2 


1 2! 


4! 


6 ! 


8 ! 


5 2V 2 2 .4V 2 2 .4 2 .6 2 .s 7 2 2 .4 2 .6 2 .8 2 .s 9 


= i H i (V + il c l >* + HiZ(i)> -.1, i ' = ' 

s 2 s 2.4 s 2.4.6 s 2.4.6.8 s s [ \ yj s 2 + \ 


>.4.6.8 s s | 

r~ 






s 2 +1 


Ejemplo. Calcular L{ -—} 


Solucion 


L{l-J 0 (t)} = -- j 1 _ = / (s) , por la Transfonnada de la Division 


s yfr 2 


5 Z + 1 


L{ - y ° (0 }= f (-- -4~)dR = [In // - In 

* is m /i 2 +1 


^ + 


Va 2 + i 


ln ^ r~i 7 V s ° ln ( /-7 

« + -vy/i +1 s + vs 


=■) = ln( 




+1 


L{ ] -M‘) ) = [n *'J s \+ J _ 

t s 


Ejemplo. Demostrar que: I t 2 J 0 (t)dt = -1 

Jo 

Solucion 
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Se sabe que L{J 0 (t)} = ' , entonces 

Js 2 


L\rJ„,nl - <- II- I ■ ———} 

* V»’ + I 


por deflnicion se tiene: 


(s* + \) 2 (s* +\)* 


i™ r 

*-♦0 Ju 


J 0 (t)dt = 


35* 


I 


£ J 

(s 2 +l) 2 (i 2 +l)2 


. , tomando Hmite cuando s—>0 


e s, t 2 J 0 (t)dt = lim( 


3 s ‘ 


s— >0 i 

(s 2 +l) 2 (s 2 +l) 2 


■) = 0 -1 =-l 


' p* 


(/)<// = -l 


11.11. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


© Muestre que la funcion F(t)cuya grafica es la onda triangular que se muestra en la figura, 
tiene como transfonnada de Laplace L{F(t)} - 4^tgh(~) 

V* 2 



S. ,€<0.1:- F(0 = t de donde F(t) = 1*’ ** f £<0 - 1> 

Si t e< 1,2 > => m 2 = — 1 => F(t) = 2-t [2-/, si t G< 1,2 > 

donde F(t) es periodica de periodo p=2 


como L{F(0} = 


J c ’ r F(t)dt £ J, F(f) 


1-t* 


, r> 


dt =■ 


1 - e 


| jf<T s '/<fr + I" e _, '(2-0*l 
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1 


1 - e 

1 


-2s 


f +(-+4 J| 

5 s* 1 0 S S S * 1 


~ 2s - 2e~ 5 + 1 1-e^ 1 

—7-> = - ; n -s \ =— { Z h W 

s s (\ + e ) s 




l-e 


$ 2 


© 


© 


Nota. tgh; = — 


e +e 


' e 2 ' +1 l+e 2 ' 


Hallar la transformada de Laplace de la funcion periodica que se muestra en la figura. 



Definiremos la funcion periodica F(t) donde el periodo es p = a, si te [0,a] => m - tg 0, 
luego la funcion es: F(t) = /.tg 0 , con periodo p = a. 

Ahora calculamos la Transformada de Laplace de: F(t) = tg O.t 
£ e sl tg O.tdt 


L{F(t)} = L[Tg6>.t} = - 


1 - e 


tg 9 
\-e~ ai 


1 l-e'"’ J* 


. ig 0 (1 - e~ a$ — as e 4 " 

v.-, 1 


Si F(t) = t 2 ,0<i<2 y F(t + 2)=F(t) hallar L{F(t)} 

Solucion 


Graficando la funcion periodica de F(t) se tiene: 
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l-e 


-2 s 


it 

2 





-<o-o—v>l 

s 





2-2e 2t -4 s.e 2s -4 s 2 e 2s 
5 2 0-e“ 2i ) 


Determinar la transformada de Laplace de la funcion F(t) definida por: 

[l-/ , t < n 

yr (' ) = 1l l 

lsen/1 ,t>n 



La funcion F{t) = |sen t\ , es periodica de periodo p = n 

f x m M'X fHX. 

e~ s 'F{t)dt = J e~ s 'F(t)dt + I e~ s 'F(t)dt = | (1 -/)<?""/*+ <f s '|sen/|<A 


j* (l-/)e s, dt+- —J* e "sen / dt- J 


sen t dt- I e st sen t dt 





























546 


Eduardo Espinoza Ramos 


© 


e - ™ +1 


e' TS s- 1 1 - e~ KS 

~ -^— 1) + 1] H-r I-j-—-;- 

5 ' s 2 (1 + s*Xl-e ) s*+l 


e*', t „ „ 5-1 1 e** + 

= —— 5(^-1)+ 1J + —— + —- - - 

5' S 2 S 2 +1 S 2 +\ 


-XS __ i -/TS 

••• I{F(0} = —[5(^-1)+ 1) + ^--^- 
■T 5- S*+1 


© Hallar £{/-[|f|]} 


Solucion 


Graficando la funcion F(t) = t-[\t\] 



La funcion F(t) = t -[| /1] es periodica de periodo T = 1. 
e~ sl F(t)dt I e~ st tdt 


L[F{t)} = 


j *'" ™ |l - 

1 — e ‘ 1 — e~ x s 5 “ / o 


1 - e 

1 


e " e \ _ 1 v , 1 ,1 5 + 1 \-(s + l)e 


i(-r)-(o-—)] = 

5 5* S 


1 -e' { s'- 


-e i ) = - 


1-e" " 5 5* j" l-e- s' s' s*(\-e~ s ) 

Hallar L{F(t)} donde F(t) = | cos t - sen 11, es una funcion periodica de periodo T = k. 

Solucion 


F(t) = |cosf - senrj = 


_ n 

cosz-senf , — 

4 

• n 

sen t - cos t , si —<t £ 7r 

4 
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L{F(t)} = 


e si F(t)dt e s \cost - sent dt 


l-e 


-Ts 


l-e ' 


l-e 


( J^*|cos/ -sen/|e st dt + | | cosf -sen 11 e st dt\ 

4 


f' 


1 


n 


l-e - " 5 
1 . e~ sl 


| | e (cos t - sen t)dt + ^ e (sent-cost) dt] 

4 


f 


=-|——-(sen t — s. cos t + s .sen / + cosO / 4 

\-e~* s 1 + s 2 ' o 

e~ st / * 

+-r-(s. cost- sen t-sent- cos/) / . 

1+5 2 ' , 


(l- e " S )(l +i 2 ) 


(2^2e 4 '+(s-l)(l-e"" 5 )) 


r{F(0}» 


2-Jle 4 +(s-l)(l-e " s ) 
(l-e - " 5 )(l + s 2 ) 


(?) Hallar L{F(t)} donde F(t) = | sen t j. 

Solucion 


Graficando la funcion F(t) = | sen t 
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La funcion F(t) es periodica de periodo P = n, ahora aplicamos el teorema para calcular la 
transformada. 



© 


L{|senr|} = 


1 -e 


L” 


sen tdt -- 


\ + e~ 


(1-^)0 + ^) 


/.{|scnr|} = 


1 + e 


(l-e'^Xl + s*) 


Encontrar la Transformada de Laplace de la funcion que se muestra en la figura. 



A la funcion F(t) expresaremos en terminos de la funcion escalon unidad. 
F(t) = k{/u a (t)- p b (t)) son transformada de Laplace es: 


L{F(t)} = kL{ Ma (t)}-kL{p b (t )} = -(<?-“ -e bs ) 

s 


■■■ LiFW^-ie-*-e- bs ) 
s 

Hallar la transformada de Laplace de la funcion mostrada en la figura. 
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Solucion 


Definiendo la funcion F(t) se tiene: 



para 0 < t £ 1 
para t > 1 


L{F(t)\= f e~ s ‘F(t)dt 
Jb 


-{ 


*r 


e~ s, dt =(- 

4 s 


Ye* g*./' /' 


/ 0 s / 


1 1 — £* - 

= (---r)-(0 —tHO-—) = —r 


.9* 


Tambien la Transformada de Laplace de F(t) se calcula expresado a F(t) en terminos de la 
funcion escalon unidad, es decir: F(t) = t- (l -1) // (t - 1) 

L{F(t)} = L{t + (1 - Otf *" 1)} f + Lit* ~ 0}" L{t p(t -1)} 


1 e d n / m 

- T +-+ ~ MM* _ 1)} 

s as 


—+—+—(—) 
s s as s 





1 - e 


Hallar la transformada de la figura 



Definiremos la funcion F(t) 
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Sit e [0,1>=> F(t) = 0 
Sit e [1,2>=> F(t) = 2t - 2 
Si t e [2,4> => F(t) = 4 - t 
Sit £4 F(t) = 0 


luego: 


0 




It-2 
4 ~t 


0 


si t e[0,1 > 
si t e [1,2 > 
si t e ^2,4 > 
si £2:4 


a la funcion F(t) expresaremos en terminos de la funcion escalon unidad. 


F(t) = 0 + (2t - 2 - 0) //(t - l) + (4-t-2t + 2) ju( t - 2) ; +(0 - 4 + t) //(t-4) 
F(t) = (2t - 2) //(t- 1) + (6 - 3t) //(t-2) + (t-4) //(t-4) 


F(t) = 2t /i(t - 1) - 2 //(t - 1) + 6 // (t - 2) - 3t //(t-2) + t //(t-4)-4 //(t-4) 


I{F(/)} = 1)} - 2L{/i(; -1)} + 6L{//(; - 2)} + 3 ^ L{ M (t - 2)} 

as as 


as 


d e~ s 2e~ s ,e 

= - 2 —(—)-+ 6 - 

as s s 


-2 s 


jt -2 s i -4s 

a ,e v a e 


-4 s 


— + 3— (-)-( 

s ds s ds s 


)-4- 







e -4s _ 3e -2s 

% 


Hallar la Transformada de la Laplace de la figura 



Definiremos la funcion de acuerdo al gr£fico 
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0 


/-I 


2 


F(0 = j 


4-t 
/-5 


1-t 

2 

0 


, si 0 < / < 1 

, si 1 £ t < 3 

, si 3 £ / < 4 
, si 4 £ r < 5 

, si 5 <t <1 

, si t'Zl 


Ahora expresaremos a la funcion F(t) en terminos de la funcion escalar unidad, que es la 
forma mas simplificada. 


F(t ) = 0 + (^2 — 0)//(/ — l)-f-(4 — /—— ju(t-3) + (t-5-4-t)ju(t-4) 

j 

M~~~ t + 5)//(/ — 5) + (0 — 2^-) 

= ' ?/K»-3)-|^a-3).+ 2/M/-4)-9/i(/-4) 

^ l i 2 




05 25 25 2 05 05 


17 -“ 5 ' 


7 <? 7 v 


, — +~L{ M (t-5)}~.— ?-L{n{t- 7)} 
5 2 s 2 as 2 s as 


d e ' 9e~ is -e~ s +\le~ is - le ls 5 d ,e ~*. , </ ^ 


-—~( ) + 

05 5 


25 


+ —) + 2 —( ' 
2 as s as s 


3 rf c _7i 

--(-) + -(-) 

2 as s as s 


~ s 3e~ 3s 2e~ 4s 3<T 5 ' 5 e~ ls 


2 5“ 2.s 
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L{F(t)} = 

Calcular L{|/-|/-2||} 


e~ s - 3e~ 3s 


*6f 


5* _ 


25“ 


Solucion 

Definiendo el valor absoluto en la funcion F(t) = \t~\t-2\ 


F(t) = 


2-t , si t < 1 

2t - 2 , si \ <t <2, expresaremos en terminos de la funcion escalon unidad. 
2 , si t ^ 2 


F(t) = 2-2t + (4t + 4) //(t- 1) + (4 - 2t) // (t - 2) 
L{F(t)} = L{2 - 2t + (4t - 4) /v(t - 1) - 2(t - 2) //(t-2)} 


2 2 , _ 2sr( , 2 2 4e 2e 

= -r + 4^ s Z{/}-2e 25 Z{/} =-- + —j- 

5 5 ’ $ 5 * 5 5 


2 2 4e~ s 2e~ ls 


-ii 


I{|/-U-2||} =-r +- 

s s~ s s 


Calcular L{7>‘ p\(t)} 


Solucion 


L{V} = L{e nni } = 


1 


5-In 3 


1 , si t >2 


tambien > ( . , ; „,<f> = - 2> - j ( ? 


0 , 5 / t < 2 


-2(j-ln3) 

L{3'//?(')} = -- - - 

5 — In 5 

© Calcular L{t e '* sen 4 1. /j{e l - 3)} 

Solucion 

Analizando la funcion escalon se tiene: 
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ju(e' -3) = 


0 , «V- 3<0 
1 , 5iV-3£0 


0 , .si / < In 3 
1 , si t > In 3 



, si t - In 3 < 0 
, si t - In 3 £ 0 


/v(/-ln3) = 


0 , si t - In 3 < 0 
1 , si t - In 3 £ 0 


... ( 2 ) 


Luego de (1) y (2) se tiene //(<?' - 3) = p{t - In 3) 

Si F(t) = te~* sen 4-3) = t e~* sen4r./j(/ - In 3), entonces 

L{te~ l sen4 t./u(e l -3)} = L{t e~* sen4f./i(f-ln 3)} 
ahora mediante la propiedad de Transformada se tiene: 

LJsen At. jj(t - In 3)} = e -1 ln 3 L{sen(4/ + 4 In 3)} 


sln3, 4cos 41n3 sen(41n3).s 
‘ s 2 +16 s 2 +16 


-e 5,n3 L{sen4/.cos41n3 + cos4/.sen41n3} -e 


L{t sen 4t./u{t - ln 3)} = — 



ln 3.sen(41n3)s + (41n 3.cos41n 3 + sen 41n3)s 

s 2 +16 

(8 cos 4 ln 3- 16sen41n3)s + 16(41n3.cos41n 3 - sen41n 3) 
(s 2 +16) 2 


@ Calcular -71-2)} 


Solucion 


Analizando la funcion escalon se tiene: /i(| t 2 - 7 | -2) = 


0 si | / 2 - 71 -2 < 0 
si |r 2 - 71 -2 ^ 0 


1 
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si |/ 2 - 71< 2 => -2<r-7<2 => 5<t 2 <9 
5 < / 2 <9 <=> 5<f 2 a t 2 <9 <=> (/<-V? v />>/?) a — 3 < f < 3 


<=> -3</<—/5 v >/5</<3 
si I ; 2 - 7 I Sr 2 «• r -7 S 2 v t 2 -1 <,-2 <» / 2 S9 v ? 2 £5 
c=> fS3 v f£-3 v -JsstzJi 

Luego la Transformada de Laplace de //((f 2 — 71 —2) existe en OZt^yfs, J5<t<3 

1 , si 0£t £\/5 
0 , si yfs < t <2> 

1 , si 3 


y t S 3 entonces: ( | r - 7 | -2) = 


lWI ' 2 - ’ I -2>l- f « V( I ? I-2W< 

- JT« ",<! -71-2iJf + | «-'V(|« J -7|-2)*+J ■■ ''u(|/ ; -7|-2U, 

= J . = 

<iw -7 

ds~ 5 5 A* A 4 

9.v V A ’ +((6-2v/5)s-5i : )e v5 ’ - 2 


£{fVV(|f 2 -7|-2)<//}= 


9(s 


+1) 2 e' 3(s+l) + (6 -2a/ 5)(s +1)-5(s + l) 2 e -2 


(s + l) J 


Calcular Z.{f;r 21 cost.sen -4)} 

Solucipn 
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o ■-*/ v - 2 i < tK 21 « , ^ re“ 2Jn *' sen2/./i(/ -4) 

Sea F(t) = t7i cos/.sen/./i(r-4) = —-—sen2/.//(r-4) =--- 


1 p '^ 5 

L{F(t)} = —L{te' 2ln ‘ rl sen2/.//(f-4)} =-— £ftK4;e* 2lnfffr+4J sen2ff+ 4J} ... (1) 


L{(/+4)sen2(r+4)} = L{(/ + 4)(sen2/.cos8 + sen8.cos20} 

= L{4(sen2/.cos8 + sen8.cos2/‘)}+L{/(sen 2r.cos8 + sen 8. cos 20} 


8cos8 + 4s.sen8 d 

---Z{cos8.sen 2/ + sen 8. cos 2i] 

s~ + 4 ds 


8 cos 8 + 4s. sen 8 4 cos 8 .s + sen 8 .s 2 - 4 sen 8 


2 

s +4 


(s 2 + 4) 2 


... (2) 


,, ... 8cos8 + 4sen8(5 + 21n;r) 

L{e * (f+ 4)sen 2{t + 4)} =-^-- + 

(5 + 21n/r)~ +4 


4 cos8(^ + 2 In k) + sen 8(5 + 2 In k)~ -4 sen 8 
(s + 2 In*) 2 + 4) 2 


■ (5) 


reemplazando (3) en (1) se tiene: 
-4^ - 8 In ;r 


4F(0) — 


8 cos 8 + 4 sen 8(5 + 2 In n) 
(5 + 2 In n) 2 + 4 


4 cos8(5 + 2 In n) + sen 8(5 + 2 In ;r)“ - 4sen 8 
((s + 21n*) 2 +4) 2 


17) Evaluar: I{ 


f 


cosh 4// CQS ^ _ ^-)ju(p - 

, u Kji 4 4 4 


Solucion 


Sea f(s) = L{ f cosh 4 ^ . sen ( u _ ZL) C os(/v - 


( 1 ) 


KjJ. 
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cosh Ap „\ n ,y M +e^\ e (4-ln^ +e -(4 + ln 

- = e (-)=- 

np 2 2 

reemplazando (2) en (1) se tiene: 


... ( 2 ) 


f(s) 


-H 


^,(4-ln n)f.i + ^-(4+ln*■)// 


(- 


)sen2 (p-^-)p(p-^-)dp) 
4 4 


>f 


(e <4_lnr,#l + e-< 4+ln *>") sen 2(/i -7)^-7*^}- 

4 4 


')scn2(//-^i;n//-^h/A}| -(3) 


-I, 


ri 4 


-4« 


Z.{sen(/y-—)cos(/y-—)//(//-—)} = <? 4 Z,{sen/ACOS//} =—— I{sen2//} = —- 

4 4 4 2 j-+4 


L{(e ,t -' n '^ +e i * )p )sen(//- —)cos(//——)//(//-—)} = 6 


-4(s-4-t-!n/r) 

4 


4 4 (5 - 4 + ln;r)“ +4 

— J-($+4+ln;r) 


(s + 4 + ln;rr + 4 


f« 


L{ I +e -(*+to^) K a2(fi~)iii0i~)d/t)^ 

4 4 


~(^-4+1n^) 

1 , e 4 e 

= -I- --+- 


“(•S+4+ln;r) 

4 


s (s-4 + \n 7r) +4 (s + 4 + ln;r)“+4 


7—-I = £(•*) 


(4) 


r 


L{| (e i4 - ]n ^ + e -« 4+1 ->^)sen 2(ju -?-)p(p ^)<//<} = 7^) 

4 4 2 2 


-4(--4+ln/r) 

\ t e 1 2 e 

- + 


“(4+4+ln^) 


-] 


5 ^2 + (^ + 4 + ln^) 2 +4 


..(5) 
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ahora reemplazamos (5), (4) en (3) 


I * 


_J(__- 4+ l n;r ) 


-f(-+4+ln^) 








25 c l_ 4 + [n;r) 2 +4 ( !_ + 4 + lnx) 2 + 4 ( 5-4 + ln ^-) 2 (s + 4 + lnx) 2 +4 

2 2 


)1 


Hallar Z,{cos/. In /. J(/ - zr)} 


Solucion 


Aplicando la propiedad de la funcion Delta de Dirac para cualquier funcion continua G(t), 
setiene: j* S(t -a).G(t)dt = G(a) 

L{cos/.lnf.£(f-;r)} = J* e st cost.\nt.S(t~7r)dt =e m cos^In n = -e ^ Inx 
Calcular L{ -— Se - n --//(v 2 -I6)dy)dx} 


Solucion 

p c~ v sen 2 (r — 4) 7 

Sea F(y) = -/i(v -16 )dv , aplicando la transformada 

Jo (V-4) Z 


/,{F(.v)} = £{| 


! 'e' v sen 2 (v-4)//(v 2 -16)rfv _ 1 e~' sen 2 (v-4)/y(v-4) | 


(i-4)‘ s (v-4) 


(v-4 ) 2 


sen-(v-4)Mv-4) , =<| -4 5A{ serrv } = 


}—*. r — y - - ) ... (i) 

(v-4)* 

s , s 2 . ,2. 


4 5 2 +4 


Il^’sen (v-4)Mv-4) { = ,£±1 ln( < s+1 > )+arctgA, 

(v-4 ) 2 4 (i + l)-+4 s+1 


reemplazando ( 2 ) en ( 1 ) se tiene: 

1^00} =-[— ln( - , - V - )+arctg —~1 = H(s) 

s 4 (s + 1)' +4 s+1 


...( 2 ) 


... (tt) 
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como L{F(2>>)}=^//(4) => L{ (F(2y)dy}=-L{F(2y)} = h£) 

2 2 s 2s 2 

L{ r«r F(2y)dy)dx}=-L{ h F(2y)dy)dx} 


... ( 3 ) 


L{ f ( j* F(2y)dy)dx}*2jH(^) => L{ | ( ^F(2yMy)dx} = ••• W 


_-4(j+l) 


de (a) se tiene: H(s) = - 


s + 1, , (s+ir 

-ln( 


-)+arctg-] 

s 4 (5 +1)* + 4 s+1 


„ ( i„ 4 £^,iil ta( _(2^L )taretg ^ l 

4 5 16 (s + 4) 2 +64 s+4 

reemplazando (5) en (4) se tiene: 

H f ’( f F(2y)dy)dx} = -e (s+4) \~ ln( (s+4)2 — )+arctg —] 
J) J) 5 16 (5 + 4)‘ +64 s+4 


donde F(2y) = 


sen(v-4)£/(v 2 -16) 


dv 


(v-4) 


20) Probar que: 


[x F e~' 2 dx= X - 


=ir(^),p>- 1 

Solucion 


Sea r = x 2 dz = 2x dx => dx- — ~ ~^ T 


2r 2 


.r /M 


... (5) 


Si x = 0 , z = 0 y si x -► x , z -» x 


f 


/• -x J , , rr />+1 ^ 

x <• <fr=-r(-y) 
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21) Probarque: £{lnr} = 


no in 


Solution 


Se conoce que r(/?) = J ju n V **dfi , derivando con respecto a n 
T\n) - J* ju n ~ ] e~** In pd/u , para n = 1 

r’(l) = J e~ u Injudju , haciendo /i=st 

r^l)~ 5 J[ 6 + ~ s f ^ -,s/ In5 A + j J| e~ st \ntdt 

r e -..,„ srf , iiha 

Jo s Jo ^ s / o 


r'(l) t Ins r'( 1 ) In5 r'(l)-Ins 

s s s s s 


L{\nt} = 


r(l)-lnj 


22) Calcular 


J x m e ax dx , m, n, a > 0 


Solution 


Hacemos p-ax n -=> x n - — => x = (-) 1 " => dx = — {—) n —dju 

a a n a a 

si x = 0 ; ju= 0 : si x —>oo oo, sustituyendo en la integral 

f x m e~ 4ur dx = f (-)"e (—)" (if* =(-)" — (-)• ' [ /l*/l* V 

J J a an a a na a Jb 

I f Hd-l . | Bt + 1 

= —-—p7 I ;/ *0* = —^rpl (■—) 

na* * ** 


na 


’"dpi 
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i 


Demostrar que: I x m (In jcY' dx = - n ez f , m>-l. 

J. + 

Solucion 

Sea In x = -p => jc = e'^ => dx = -e'^dp 
Si x —> 0 , => p —> oc : six->l , => p —► 0 

x m (In x) n dx = £ e- mfJ (-{i) n e->\-dp) = £ 

dz 

Sea (m + l)// = z ==> <//i =-, ademas = 0 , z = 0 , p-^cc , z —> ao 

ra + 1 


(V (In *)"<& = r(-l)VV (m+l) ^// = (-ir r(^— W 2 
* * X m + l 




(-ir r -z (-D" r 

* + l)" +l 1 " " (m+ !)"*' I 


m + 1 

e - : z (a+l) -'dz 


(m + l) n+1 Jb (m + 1) 

c-irnn+i) (-i y. n \ 


(w + l)" +1 (w + l)" +l 


, n ez' , m > -1 


Demostrar que: L{t n } = — -— , n>-l, s>0 


L{t 


Solucion 

n } = ^ e st t n dt , por definicion de Transformada de Laplace 


Sea x = st, s>0 => t - - 


L{t n }= jTe-Vrf<= £e- i (^)"rf(j) = -L- =-L-r(n + \) 
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Demostrar que: L{t : } = — 


Solucion 


1 


Se conoce que: L{t n } = — ^ 


L{t~' 2 }= f( ~2 + 1) _ Hl/2) _ 

! } v 4 + > s | 2 j; yl 


lir>,2} =\ 7 


.n +1 


26) Si s>0, n>l, Demostrar que: L{— - } = r(n)(— +--- +— —-+ ...) 

j " (5 + 1 )" (5 + 2 )" 


Solucion 


Se sabe que: -= 1 + x + x“ +..., para I x | < 1 

1 -x 


\-e ( . 


= 1 +e~ l -he 2/ +e' 3r + ... 


' =1"-' +t n -'e~' +t"- [ e- 2! +r ] e- } ' +... 


\-e~‘ 

,/I-l 


L{— 7 } = Ifr "' 1 +/ n ' 1 e _ ' + +r""'e’ 3 ' + ...} 


w + 2+!L + _L^L + = r(#»x--+—!—+...) 

5 * (5 + 1)" (5 + 2)" 5 " (5 + 1)" 


Hallar 

Tt 


Solucion 


Por medio de L{F'(t)} = sL{F(t )}- F(0 + ), donde: 


- I V| 
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F(t) = sen yft => = y F(0 + ) = 0 


2 yjt 


} - 5 /.{sen Vf} - 0 , donde L{senjt} = =.l—e '' 

2\jt 2s * V J 


4s 


28) Calcular 


f£±. 

Jb vi- r* 


q > 0, — > 0 y deducir el valor de ( ~^==r 


Solucion 

Sea 1 -x q ~z => jr*=l —z => x = (l-z) w<? 


I ‘ -■ pi t 1 

dx = —(1-z)^ dz , ademas = (1-z) ? 

q 


Si x = 0, z = 1 y si x = 1, z = 0, entonces 


I - ' I f ** L -l dr 1 t V7 

[-£= = -- (I-z)V(l-r)’ -pr = - z-'^O-r)* 

Jb v 1 —y* q J * - <? Jb 


,, , , . r(i)r(-£) r r(£| 


9 2 q q I~(- + -£) 

2 9 


9 r(U^) 

2 q 


para el caso 


r^_ 

A Vi- a- 4 

f * . f-^L*= 

AXT 7 Aji-p 


se tiene p = 1, q = 4. 


4 2 4 4 r(A+A) 4r( 3 ) 

2 4 4 


29) Evaluar / 


„ = | (\-t 2 ydt 


Solucion 


Sea /j = l - / 2 ==> -2tdt=dju ; /z = 1 — => r = ^1-/7 => dt = - 


dp 
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Si t = 0, fj. = 1 y si t = 1, jj - 0. 


- -„>l> - Bin ♦, ') , j£l2!±!> 


/.= 




T ./?; 


/?: 


r(*+i+-') r(«+|) 

2 "*'.«! 


(w+ i Kw _lv 2.In!) (2« + l) (2/1-1) 3 1 (2/i + l)(2i7-l)...3.1 

2 2 *“2 2 2 2 2 *** 2*2 


30) Si B(p,q)= J\i A 1 (l -x) ir] dx y Demostrarque: 

a) B(p,q) = J" x~ iP+q) (x-\) q ~ ] dx b) B(p,q)- x P ~ ] (1 + x)~ ip+g) dx 


a) Sea x = — , cuando x 0 ; 


1 dz 

como x = — => dx- - y 


Solucjon 

c ; cuando x —» 1 ; z -» 1 


B{p.q)- J - x p ~ l (1 -.v ) 9_l dx = 

= f x~ [P+q \z-\) q ^dz B(p,q)= j x~ (P+q) (x-\) q ~'dx 


b) Sea 


x z . dz 

x =- dx - 


I-jr 2 + 1 (z + \y 

cuando x -» 0 ; z -> 0 y cuando x -> 1 , z -> oc 

Bip..,)- (V (I—* ' d\ = -^T>‘ - 

Jb J, : + l r + i (r 


<fe 


+ir 
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= J z p -\\ + z) HP+<l) dz = | , .v /, -'(;c+ir ( ' >+?) rf,v 
B(p,q) = [ x p -'(\+xY <p *‘ l) dx 


f "' ^ 6^/3 

//(8-// 3 ) i 2 d/j= 7t 

Solucion 

£,,(8 V)' 3 ^ = 2 j%( 1 -V/i 


Sea jc = (-^-) 3 => x l 3 - ^ r=> dfj. = —jc 2 3 dx , para //* 0 ; x = 0,/^=2, x = 1. 
j %( 8 V >' ^// = 2 | 2 jc 1 / 3 ( 1 -^)' j |^ 2 3 ^ = || a --’ 3 (1 — a ) 1 3 <*y 


"•”> = I 


como B(m,n)= I \\-//)” 1 d/.i entonces 


w -1 = — 
3 


/? - I = - 
3 


3 

4 


* „ , 4 o r(^)r4) n|)r(^) 8 , , , 

f- " j S( 3'3 ,= 5'T^A l= j < i vi ,= j r< i , 3 r< 5 > 


r< 3*3’ 

9 3 3 9 * 27 

sen — 

3 


r 




!6>/3;r 


27 


^2) Demostrar que: - a) p (b - t) q dt - (b-a) p+q *' B(p + 1,^ + 1), donde p>-l,q>-l, 


b > a. 
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Solucion 


Sea t = /j+ a => -t = - // - a => b -1 = b - //-a 
si t = a , // = 0 ; t = b , // = b - a. 

d mh-a 

J (t-a) p (b-t) q dt = | /j p (b-a-juf dji 


• ..( 1 ) 


Sea .v = - 


b-a 

Si = 0 , x — 0 , si Li = b - a , x 


jj-(b-a)x => dju-(b-a)dx 


A~> d)~a fi 

J (/ -a) p {b-t) q dt - J fu p (b - a - ju) q d // = J {b-a) p x p \(b-a)-(b~a)x] q (b-a)dx 

= = (6-<2) /;+ ^ +1 J^x /? (1 -x)* 7 rfx 

= (6-tf) p+</+l ( x {p + l) ~ l (\-x) { q+[) ~'dx =(b-a) p+q + l B(p + \,q + \) 


(55) Dado y —dx 


n 


-. Demostrar que r(/?)r(l-p) = 

1 + x sen pn sen pn 

Solucion 


ti x y * dy 

Hacemos -= y r=> x =- => ax =-- 

1 + * 1-y (1 -y) 2 

Si x->0,y-^0, ysix-^oc,y^l 


7Z 


- r '»-/ , *, - f r < 

.b 1 + * Jb i._Z_ iiG-j/ (!->’)“ Ji 


sen pn 


-'(1 -yY p dy 


1+ _2_ 0 ~yY 
1 -y 


-{ 


Hpjni p) 


V (1 - yf- p) ~ x dy = B(p, 1 -p) = = r( p)r(l - P) 

f(p + l-p) 
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sen p7T 


= r(p)V(\-p) 


1 I .7 

Mostrar que: T(— + p)r(— p) = - 

2 2 cos pK 


Del ejercicio anterior f(/7)r(l - p) = 


Solucion 

K 


sen pn 


n~+ pW(^ - P )= ni +p)ni - (1 + P )) = — f- 


, 1 . COS P7T 

sen(— + p)7i y 


i i' -pn<\-p) = —Z— 

2 2 cos pn 


r cos 
■? 


^ « COS* f 

Demostrar que: | —— dx = 


2r(p)cos(^) 


, 0 < p < 1 


Expresaremos 


1 


Solucion 

r (p) (p-iy. 


r (p)x' 


(P-D+1 


r (p)x' 


(P-D+I 


-i-. fc J)i 

v" rtp)< rip) r<pi J, 


COS JC 


■ffel 


e x t p 1 cosxdx 


-cx.p-i 


f cosx^v = r _1_ r> 

J, Jb r( P ) J, 

= —!— j t p ~ ] L{cosx}dt 

r(/>) Jb 


cos xdt)dx = 


r(p) 


f* 'f 


r > 

r(/7) Jb 


-dt 


r+i 


cos x dx)dt 
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,- 1/2 

Haciendo z = t 2 => /=z' 2 => d/ = --</z 

2 



cos x ^ _ 1 ("* r ;l 2 

1 777 



i 

2f(/>) 



dz 


I _ IT 

2Tip) P + 1 . r / \ P n 

} sen - — n 2T(p)cos r ^- 


por lo tanto 


r 

j 


cos* 


dx = 


n 


2r(p)cos 


pn 


36) Calcular 


f 


dt 




Solucion 


r di [' r 14 i 5 (i -/)-* 15 


-dt 


n ] 1 -u , du . , . 

Sea u =- => t =- => at- — r ; cuando t —> 0 ; u —> 1 ; t —> 1 ; m -> 

1 + / u u 2 2 


f_f -* 

*(t+\)'$?Ui-t) J 


(I Z*!y 14 >s (l 15 

u 


1 -u 


+ 1 


u J 2 


uT ]m5 (2u-\y V]5 du 


Sea w = 2u — 1 =^> u — * 


vr +1 


du 


dw 


cuando i/ , w -► 0 . u -> 1 . w -> 1 


I 


dt 




-I.- 


«r' 4l5 (2«-ir 1, ‘ 5 ^ 


j 4 (1 — vt )~ 14 15 w- 1 15 ^ 
~ 1 2‘ l4/15 .2 


I 
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| 1 “ -L -1 H-i i i 14 ^15^15* 


15 15 2 1/15 f(—+ — ) 

15 15 


= ^7TT r (77) r (l-^) = 


2 I/15 15 15 , i/is ,n 

2 sen( ) 
15 


f dt ,7 

y>(t + l)^t'\\-t) 2 1/15 sen(—) 


37 ) Calcular 


r I*-'* 
I i +t b 


a > 0 , b > 0. 


Sol u cion 


Hacemos u = - 


b M 


- -4> * = (—)' => *--(-=-)* 

1 — u 1 — w b 1 -u (1 -u)~ 


I , H A~ l du 


1 +t° 


t b =— => 1 + ^=1— U 


[ - u 


1 -u 1 -u 


■, cuando t —> 0 , u — » 0 y si t —> cc, u —► 1 


r^l*. f 'l-.. 1 " 

Jl i+/ ft i, _1_ A 1 -m (l -uf b j, 


ILd 


a -1 i 


-I 


u b .u b ciu 


1 - u 


(L-J i-l 

(\-u) b (\-u) h (1-li) 


.1 ,„,V 

*JL ..1 * * * 


(1-H) h 


a. 


1 n^rO-T) 1 a a 

= l(—b -^- = i-r(-)r(i--) =—-— 

b r(- + l--) b b b fcsen(^) 

b b b 


38) Demostrar que 


f dx 
J>Vl-x" 


2n 
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Solucion 


Por definition B{p,q)= a'^.O -x^'dx 


Sea l-.v" -u x n =\-u => x = (\ -i/) ln , de donde dx -—-(!-«)" du 

n 


Si x = 0, u = 1 y si x = 1, u = 0 


l.. A - 1 


r - 4 - r-"T 

JiJur" J 1/ n Jb 


= - f« 12 '(1 -h)" 'r =- 

n n 2 n n 




-) = ■ 


r I U' n + 2 

r(- + -> n R— —) 

2 H 2/7 


39) Verificarque J - - —dr s= f(l + /?)f(l - /?), Ip <1 


Solucion 


Sea u = t - 1 => si t —> 1 . u -> 0 y si t —> oc , u —> oc, entonces 


f 


u e 'du 

- : — = -T 

t~ J) (u + 1)“ 


C 1.1, 4/v | 

Sea v =- 1 + u = — => du — — 

1 + 1/ V V 2 

si it —» 0 , v = 1 y si u — > oo , v = 0 | 


... ( 1 ) 


..< 2 ) 


f f(—)'v ! (-*)= f(l-)'V'*v 

Jr J (»-fi) 2 J v v- J) 

- f V--H „ _ „,«.<■»*. «, + 

J T(1 -;, + ! + /?) T(2) 
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= F (1 - p) r (1 + p) donde T{2) = 1 




dt = U\ +p)Y{\-p) , |/?|<l 


(40) Calcular ^t a (\ + t) b dt 


Solucion 


Sea t = tg 2 0 => # = arctg \[t => dG =— 

lyltyJUl 

dt = 2yft{\ + t)d9 = 2\g0.s$Gr 6d6 \ Si t —> 0 , => 0 —> 0 ; si t —>oc => ® ~~ 

X s 

| t a (\+t) h dt= J tg 2 ° #.(1 + tg 2 #)*2tg>9.sec 2 6d9 = 2 J" tg 2fl+l 0.sec 2h+2 6d9 

(sen 0Y ‘-'J6 = , j*: 


= 2P- 


Jb (cos d) 2a+ ' (cos <9) 2i+2 


sen 2a+l 8.cos~ 2a ~ 2h ~ 2 6 d8 


K 


(sen (9) 2<a+1) '' .(cos^) 21-0 '*' 11 ' 1 rf.9 = 2B(a + l-a-b- 1) 


2r(a + i)r(-fl-7)-i) 2r(a + i)r(-q-6-i) 

r(a + i-a-fe-i) _ r(-/j) 


Calcular L{J 0 (yft)} 


Solucion 


.2 


VM-1 ) k J.2A . ** r r r 

• y ° (/, "Z-^ ( 2 ) = 2 2+ 2l4 2 ~ 2 2 .4 2 .6 : " 2 2 .4 2 .6 2 .8 


i y 4 

' / ° < ^ ) = '"? + F? " 2^4^2 2 .4 2 .6 2 .8 2 " 
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lw m - -ia* + .4 it-’V-—• 


n=0 


L{J 0 (ft)} = — , s>0 


Demostrar que: L{e al J Q (bt)} = 


1 


yjs 2 +2 as ~^a 2 +b 2 

Soiucion 


Mbt) = 1-^ + 


b 2 t 2 b*t* bV b*t* 


2‘ 2 2 .4 2 2 2 .4 2 .6 2 2 2 .4 2 .6 2 .8 2 


1 b 2 1.3 b 3, 1.3.5 J> h 1.3.5.7i>* 

L{J 0 (bt)}= - 7 + - ? - 7 + - - 

s 2s 3 2.4.S 5 2.4.6.S 7 2.4.6.8.S 9 




I 


5 2's' 2.4's' 2.4.6 s ' s 1 a JT~J 


■■ L{J 0 (J)} = 


Vs 2 + b 2 


i. b- js'+b 1 

V 1+ 7 

; ahora aplicamos la propiedad de traslacion 


L{e~ a 'J 0 (bt)} = 


yj(s + ay +b 1 yjs 2 +2as + a~ 


b'J *jr* 


Demostrar que: L{ J 0 {a^Jr - h 1 )} = - - - , t > b 


\s~ +a~ 

Soiucion 


j. 

J 0 U) = S 7 (—) 2k , pordefmicion 
^yk\) 2 2 


2 -4— 1*0 2 2 

i$o t m 


s > 0 


2 
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(t 2 -b 2 ) k =t 2k -k(t 2 ) k -'b 2 


l t 4 


k(k - l)(/r -21 2 ^- 6 .6 


01 


3! 


-{t z y-°b°+.. 


L{J 0 (ayJr -fc 2 )} = 



k{k-\){2k-4)h’ 
2 !r*- } 


5 


Z * (->)' a 2k t (k + lKk + 2)...(2k) £(& + l)...(2/c)fr 2 ( 
a q (A:!)* 2 ' i 2A+1 2k(2k — \)s 2k ~ l 

A-(ft-1)(£ + !)(£ + 2)...(2A:)/> 4 | hr* | 

2k(2k - \)(2k - 2)(2k - 3>)2\s 2k ~ i s 


.ytS-ad? 

k! 

k= 0 


+ a 2 )*. 


1 'ST'(-\) k b k (Js 2 ' + a 2 ) k 


ls 2 +a 2 \ls 2 +a 


rZ 


jfc=0 


/:! 


i 


V^+ fl 2 


L{J 0 (a\lt 2 -b 2 )} = 


-bJJTa 1 

e 

yjs 2 + a 2 


(44) Calcular L{f J )dpi} 

Solucion 


Sabemos que: I{J 0 (V7)} 




-1/45 


5 


, s > 0 



(45) Si L{F(u)} = /(s), calcular Z.{ J* J 0 (2 >('-«))F(n)</w} 
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Solucion 


Como ^o(0 = Vi-^-(V 

j^m 2 2 


(-!)*(«(/-«))* ^(-\) k u k (t-u) k 




... < i! >- ts 


I 

J 0 (2>(Z - W) )F(U) = X ^T M * (< - “>* F <“> 


A-0 


I J 0 {lJu(t-u))F(u)du = 57- — | u k (t -u) k F(u)du 
£.{ f J 0 (2Ju(t -u))F(u)du} = ^ - — -I{ f F(u)du) por convolusion 

J f-(A!)- X 

=.^)> - 4 c/w)i 

il\\- s ds k 


1-0 


A-o 


= V LlL t JL )f m, s) = VAO 

jLdfitn 2 V*' { r 'r 

L{^J 0 (2ylu(t-u))F(u)du) = 


r Jl 

( 46 ) Demostrarque J e~ l J 0 (t)dt = 


Sojuejon 


Seconoceque: L{J 0 (/)} , 

yjs~ + 1 


I 


e sr J 0 (t)dt = S , tomando limite cuando s 1 , tenemos 
yjs 2 +1 
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lim | e s 'JAt)dt = lim-=L= = — 

2 


lim f e s 'JAt 

X 

■ w 


J” e 'J 0 (t)dt = —~ 


47) Probar que: J n {t)dt = \ 


Solucion 


Js 2 +\-s)" 

Se conoce que: L{J n (t)} = - .- —, ahora aplicamos la definicion L{J n (i )} 

VS" +1 


LV,«) J 


*f"- 


(<)A = ^ VlS , + L =^- , tomando Hmite cuando s -> 0 
yls 2 +1 


lim j e st J f> (t)dt- lim—— f==-^— = 1 


o 


J, 


s " >0 yJ7 2 - 1 


. . f •/„(/)* = ! 

J) 


Calcular J 0 (4r)^ 


Solucion 


LVo(«))—j4 -- => I T > 

Vs 2 +16 vs"+16 


de donde L{t J 0 (4/)} = —-p, aplicamos la definicion de transformada 

(s +16) “ 


I 


e st t J n (4t)dt =-, tomando limite cuando s —> 3 

(S-+16)-* 


lim e s ‘tJ 0 


(4 t)dt = lim- 


3(s 2 +16) j/2 125 


1 


3 

e~ 2, tJAAt)dt -- 

0 125 


49) Demostrar que: 


j d 0 (2yl7p) 


cos fjdj.i = sen t 


Solucion 
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Sea F(t) 


t ) cos /udju , entonces se tiene: 


L{F(t)} -L{ j" J 0 (2^ji fi) cos fid u} = e ""( J Q (2<Jt~fi) cos pd ju)dt 

= j* «Mf 1 dJlJiJndntJii « cos fi L{J 0 (2yft fi)}d ft 

r , if -„/« , 

= I cos/v. - du-~ I e cos udu-' 

Jb s s Jo 


*-/(“), donde 
s s 


f(s) = L{cost} =- 1 — => /(-) = -=? 


5 " +1 5 5+1 


L{m)=-A-'F-{-^—) = ^— = L{serU} 
5 5 5 5 +1 S“ + 1 


Luego £{^(0) = £{senf} entonces f(t) = sen t 


j" J 0 (2^[7Jt)coSjudjLi = 


sen t 


(SO) Demostrar que: j* J 0 (2y[tji) sen // dju = cost 

Solucion 

r 

Sea F(r)= | J 0 (2yjt ju)sen jud/j , entonces se tiene: 

I{/^(7)}= J e~"(jT J 0 (2^J7Ji)sen pdju)dt = J^ sen//( e~ sl J 0 (2yjTju)dt)dp 


= sen(2^/7//)}*///= sen//.--= - J[ 


e / "' J sen //</// = -/(-)... (1) 

5 5 


de donde /(5) = L{sen/} = —- /(—) = ^- 

5** + I ^ 5' 
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como L{F(t)} = -/(-)= -(-r—) = —T"— = I{cos?} 
5 5 5 5 +1 5" + 1 

Luego L{F(t)} = L{cos/} entonces f(t) = cos t 

= °° S/ 

(51) Demostrar que: f J 0 ( 2 yjf = Jq{>) 


Solucion 


Se conoce que: HJ Q a\ft)} = 


a 

e 4 


L{J 0 (2y[i~^)} = L{J 0 (2ylJjyft)} = - - donde a = 2^Ji 

s 

!.{[ J 0 (2^tp)J (> (p)dp} = J ‘ ' j" J o( 2 \T c ' R)J a (R)du)dt 


= £ J 0 (F)( £ e- s, J 0 (2j7Ji)dt)dp = J J 0 


(M) - dp 


i o- 


e /J S J 0 (p)dp = -/(-), donde f(s) = L{J 0 (0}=-j=== 

5 J) 5 5 n/5- + 1 


L{ f J 0 ( 2 FM) J o(M)d/t)= -/(-)=-( , - ) = r~- =^{-/ 0 <O} 

J) 5 5 5 I yls 2 +\ 

w 


••• J y 0 (2^w 


0 (p)dp = J 0 (t) 


(52) Calcular 


I 


y 0 (x 6 )(iA', reduciendo el resultado a su minima expresion. 


Solucion 
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Sea F{t) = J 0 (x 6 t)dx , entonees su transformada es: 


L{F(t))= J e- s '( £ J 0 (x 6 t)dt)dx = | ( £ e- s, J 0 (x b t)dt)dx 


= £ L{J 0 (x b t)}dx= £ 


dx 


V5 2 +A- 12 


hacemos .v 6 =5.tg^ =^> 6x 5 dx = a. sec 2 0dO -> dx ~ 


s.sec 2 OdO 
~6? 


x = (sAgO) lf) => =(j.tg0) 


5 6 


dx = 


s.sec' OdO 
b(sAgO) 


5/6 


cuando x = O=>0=O y cuando x 
ahora reemplazando en (1) se tiene: 


’ ^ * = 2 


f 


-6d9_ 

6 6 


nvitw- f dx f 2 * s.sec 2 0i 

(t = i 7F77- ~ i ^ V 

= -4- f ' sec0d9 E _U f sen 5 6 0 . cos* ' dO 

f»v ? * J, tg 5 '* 6i*'* A 

i r 2 i-i i-i ill 5 

t n n ,r( iV i r( ii )r( ,2 ) r( i^ >n H ) 

6 s 5 ' 6 \ r 1 5 \ I2.v 5 6 7T 12yfcs f6 

‘ 12 12 \2 


n—>r(--) , 

Mx'tXit = F(/> = -i2_U2-r' } 

12V* 


...( 2 ) 
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_ , f ,4n_r(a + l) , __ j i i 1 !_ t 

como L{t }— fl+ j , a >-1 L { } - 


5 fl+l r(£i + i) 

rV 6 i 


como L {-^ 7 } = L ' l — 7 —J = ——r 

s s r(-- + l) mt 

o o 


**.|/6 S 


□ 


(3) 


ahora reemplazando (3) en (2) se tiene: 


I 


r( ^)r ( -|) , 

jQ{x^t)dx =- 1 ■.—--, tomando Hmite cuando t —> 1, se tiene: 

\l4n r ( 5 } 6/7 

6 


ni)r(A) 


niinA) 


/m 1 l I I m c 1 1 — 11 V "J 

lim r J 0 (x b t)dx = lim-^-J 2 — => P J Q (x ( ’)dx = ——- ~ 

* i2^r(i) 


(4) 


ademas tenemos 2 2x 1 f(x)r(x + —) = yfn f ( 2x ), entonces 


2 2x ~ 1 r(A-)r(x + -) 


r(2*)=- 




, por lo tanto se tiene: 


r (f) = r (2(7)) = 

6 o 


5-i 5 ll 

2 6 r(-^-)r(—) 


2 ‘ r( il )r( Ti ) w r ,5, 2 ‘ r( ^ > 

\}7T yj 71 & 


(5) 


reemplazando (5) en (4) se tiene: 

5 v 


I 


J 0 (x b )dx = 


r(—)n- , 

12 12 


2‘ 6 r(-i-) 2 1 6 [r (-')] 2 

_ 1 1 _j_ 


i2^2- | ' 6 r(- i |)r(H) ijr-(U) i2r(~)r(U) 


/* 


( 6 ) 


pero r(p)r(l-p)= —-—,entonces r(-2)r(2-) = H^)r(l —=-yj- 

s en px 12 12 12 U 3cn 1 1x1 

12 


..(7) 
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\» - 6 ( r (-pr )) 2 _ .. 

r - - 12 -- -))- 

reemplazanao (7) en (6) se tiene: I J 0 (.v 6 )dx =—— - = ---r — 

A 12 sen — 12/rsen --- 

12 12 


Demostrar que: J y (t) = sen t 


t t 

J„U) =—--d-+ 


Solucion 

,4 


2"r(« + l) 2(2« + 2) 2.4(2ii + 2X2/i + 4) 

,/2 


...) 






(1-TT+: ' 


2 /j n +D 


2.3 2.3.4.5 


.) 




2>2l r( V 23 23A5 

'2 2 


Jit . r / 4 


; 2 r / 

_(1 -+ -...) = — (/-+-...) 

^ ^ \;r/ 2.3 2.4.3.5 


3TT 2.3 23.4.5' 


fT 

' J > l ( ) ■ .— sco/ 

\xt 


54) Demostrar que: —J 0 (.y) 
dx 


J i (-*) 

Solucion 


j (v) = V l --~!l!- (-) u *p 

p ' Z.-rr(A + l)r(A + p + l) V 

A=0 


. por definicion 


w = X 


Hr 


/t=0 


r(A + i)r(A 


_,^2< yi-O' 
1)2 

A = 0 v 7 


2 2 


dx (k') 2 V 2 Z- (A-!) 2 2 ' 


y (A+l)H)^ jt 2 * 4-1 

f- ((*+l)!) 2 2 

I *0 


I 

A=0 


H) A 

A-!(A+2)! 


(^) 2 * +l 


= --/|U) 
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(Unix) 

dx 


= ^,(.v) 


55) Demostrar que: — (x p J Ax)) - x p J x {x) 
dx 

Solucion 


Se conoce que: T(k + p + 1) = (k + p) T (k + p) 


•V*) = y' 1 - r& 2k+P ' multi P licando p° r 

T(Jt + l)r(£ + p + l) 2 


k =o 


x p J p (x)= ^ 


(-If 


k=0 


r(k + \)r(k + p + \) 2 


2k+2p 


d(x p J p {x)) 


00 

s 


(-If 2(k + p)x 


2k+2p-l 


dx *-~‘Y(k + \)T{k +p + \)2* R * p ^Y{k + 2)Y{k + p + 2)2 


-Si 


(—if +l 2(k + p + 1 )a: 


2k+2p+\ 


2k + p+2 


-"S 


(—1)* + ^ ^.2A:+p+l 


Ar=0 


r(^+2)r(^ + p+2)2 


2*+p+l 


X 

-"S 


^k +1 


-4) 24+p+1 =^ p .,(x) 


k=0 


r(k + 2)Y(k + p + \) 2 


— (x p J(x)) = ,(x) 

ax 


11.12. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


® f 3/, 0 < t < 2 . 

Sea Fit) = \ ^ ^ 4 , donde F(t) tiene periodo 4. 


[6, 2 < f < 4 

a) Hacer la grafica de F(t) 


b) Hallar L{F(t)} 


3 - 3e~ 2 * - 6s £ 

s’ (l-e ) 


Rpta. L{F(t)} = 


■4s 
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Hailar L{F(t)}, donde F(t ) = fj ° ‘ ' ’ J y F(t + 2) = F(t), para t > 0. 


Rpta. L{1 




Demostrar que la transformada de Laplace de la funcion F(t) que se muestra en la figura 

1 e~ as 

diente de sierra es: L{F(t)} = —-- 

as 2 s( l-e‘“) 



Suponga que F(t) es la rectificacion de semionda sen kt, que se muestra en la .figura. 

Demostrar que: X{F(0} =--- 

(5 2 +A- 2 )(l-e'^) 



Hailar L{F(t)} donde F(t) se muestra en la figura. 
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Hallar L{F(t)}, donde F(t) se muestra en la figura. 



1 — p S — vp 

Rpta. L{F(t)}=~— - — 

s (1-c * ) 


Calcular la transformada de Laplace de F(t) tal que F(t + 2) = F(t), donde F(t) es el pulso 
parabolico del grafico. 




Hallar L{F(t)} donde F(t) cs dado en cl grafico 
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Hallar L{F(t)} donde F(t) es dado en el grafico. 





Evaluar 


H 


H{t) 

o-.- 4 ' 


> 4 


}, donde H(t) es la funcion que esta dado por el grafico adjunto. 



(l3) H(t) esta dado por el grafico adjunto, calcular L{2 cosh 4t.H(t)}. 
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Calcular 


L{ 


e b, HU) 

( 1 - e **) 4 


}, donde H(t) esta dado por el grafico adjunto. 




Hallar L{F(t)}, donde H(t) esta dado por el grafico adjunto. 



(l6) Si F(t) esta dado por el grafico adjunto probar que L{F(t)} = 


l+jr 


\s + - 


1 


-] 


senh(--) 

2 



(l7) Hallar L{F(t)}, donde F(t) esta descrita por el grafico. 
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Hallar L{F(t)} donde F(t) se muestra en la figura. 




Encontrar la transformada de Laplace de la funcion onda cuadrada, mostrada en la figura. 



y calcular L{F(t)}. 


Rpta. L{F(t)} = — tgh(^-) 
s 2 


F(t + 2) = F(t) graficar F(t) 



Expresar F(t) en terminos de la funcion escalon unidad y obtener L{F(t)} 

a) F(0 = 


/ , 0 < r < 1 
4. r>\ 


2 3 2 2 

Rpta. /U) = -r + <?’(-V—-» 

s s s x 
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© 


© 

© 


b) F(/) = J 


t, 0<t<2 

4, 2Zt£4 
0, t > 4 


2 _ ?c , 4 2 4e 

Rpta. f(s) = --e (~j + — )- 

s' s s S 


-4 s 


c) F(t) = 


d) F(t) = 


t 2 , 0<t <2 

(-1, 2 < f < 3 Rpla. = + 

0, t > 3 *' 5 ^ * 


t , 0 < t <2 
4r, t > 2 


Rpta. f(s) 


Expresar en terminos de la funcion escalon unidad, las siguientes funciones y hallar su 
transformada. 


a) F(t) = 


r, 0 < r < 2 


b) F{t) = 


4t, t > 2 

Determinar la transformada de Laplace de la funcion F(t). 

{ 1 t £ n 

, | b) F(t) = 

senf|, t > k 

2, 0 £ t<, 3n 


sent. 

0 < t < n 

sen 2 1 , 

xZt Z 2n 

sen 3 1 , 

t>2n 


K 

t < — 

2 

Jcos/j, 

n 

t > — 

2 


Hallar L{H(t)} donde H(t)= u . 

cosr|, t>3x 

Calcular L{t2~ l sen 3t./j(t - 2)}. ( 26 . 


Evaluar l{‘>r" sent.cost. fi(t -4)} 



Calcular L{- ——sen(t-—).//(/-y)} 



© 

e 2t -e~ 2t x x 

Evaluar L{ -—-sen(r -—).//(/ - —)} 

@ 

Hallar L{|t-|t-l||} 

© 

1, t£ 3 k 

Hallar L{F(t)> si F(/)= . 

jsen 2/|, t> 3 k 
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{31) 

( 32 ) 


Calcular L{U(t 3 - 6t 2 + 11/ + 6)} y graficar la funcion. 

Calcular L{sen (t - 7t)} (33) Calcular L{\r ~2t 2 -t |} 


Calcular L{te~ s ‘ J ^ v+5 >(|.r-l|-l)<iv} @ Calcular I{/sen|[|/-91]|//(«•'-I)} 


© 


if ■ 


Calcular L{ I e^' +, ‘ju(u 2 -l)du) 


37) Calcular I{—//(|r-l|-l){ 


(38) Calcular L{ | e' } '* u p(\t -3| -2)dt} © Calcular L{p(sent)} 

J-10r 


Calcular L{ j° te~ l0 ' + "/j(u 3 -l)du} © Calcular L{t n fj(t -2)} 


, 


Calcular L{- -sen/.cos(/ - n)ju(i )} 


Calcular L{ I V * “'(■-W Z*l du) 




Ut-2 Y 


Calcular Z{————— 2k)} 
t~2n 


Rpta. f(s) = e 2;rs arctg- 


Calcular L{t 2 e al /u(t -a)} 


t a(2a-s ) 


Rpta. f(s) = - - -(s~ +4as + 4a -2) 

(J + 2)' 1 


46J Calcular /.{ 








Rpta. /(i) =-In 

s 


5 + 1 


5 - 1 


, S > 1 


(47) Calcular la transformada de Laplace. L{1* cost.(t -In)} 


t cos / 

48) Calcular L{ ■ fj(t)} 


Rpta. f(s) = -e 7w .7 7;r (-^-) 

(s-ln7) 2 +l 

(.v * ln9) 2 — I 


Rpta. /(*) = 


((5 + ln9) 2 +l) 2 
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49 ) Calcular L{cos|/r- 1\} 


Rpta. f(s) = —- 


s’ + I 


50) Calcular L{sen|;r-/|} 


1 - le~* % 

Rpta. /(*)= —- 

s*~ + 1 

(?T) Hallar L{a-tp(t-a)} donde“a” es una constante positiva. 

Rpta. = - + 


' ►«|| _ -a* 

a e ai' 


s s~ 


52) Hallar L{t-t-a} 


Rpta. /(5) = 4--'-“—- 
5 “ -y 5 _ 


53) Calcular L{t -4t/j(t -2)} 


Rpta. f(s ) = 4- (1 - 2e~ 2 * + 2e ~ 4 ') 


(54) Calcular la transformada de Laplace: L{t.e bl j* 


Rpta. /($)=“--(s<? 3 +9e s 3 + 4e s ~ s ) 

(5 + 3) 


2/ -it 

c + c 


Calcular L{- ———sen(r )cos(f —— )/u(t -)} 

4' 444 


Calcular L{r 2 sen f. cos 


Calcular L{\ 4- 1 1 1 -11|} 

, e cos(/ -tt) i i 

Calcular L{ -——- -f*(t - .T*)} 

(I - t .)4 


(58) Calcular L{sen -4)} 


(60) Evaluar si existe L{-^-( I- e 4t |v 2 -1| dv)} sin derivar. 


6l) Evaluar si existe L{ 


r e * 


cos v./u(v’ - l)dv} 


-12c 
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© 

Evaluar Z{ J t e 4 ' |k 2 - l|</«} 


® 

Calcular I{|r-l|} 

© 

Evaluar L{r j** (v-4)" ln|v-4|//(v-4)dv} 



© 

Evaluar L{ dv J" F(u)dit} si F(t) = H(s) 



Evaluar L{t n ln|rj} 

© 

© 

Evaluar L{p(t 3 -2/ 2 +0} 

Calcular la transformada de las funciones. 


® 

Evaluar L{e 2 'i n ln|/|} 


a) F(t) = 1 + [|/ -1|] 

b) 

G(t) 

= <-i)M 


Evaluar L{n'e~' f cos 3 (v-l)//(v 3 -l)rfv}, 

donde p es la funcion escalon unitario. 

© 

Sea n > -1, n real, calcular L{te 2l J* u n In|r/ 

| du} 



© 

Si L{F(t)} - f(s), calcular 

r 



Calcular L{t 2 e 5f p(t 2 -\)} 

© 

Calcular L{te~ s ‘ J e x+5 '^(\x-\\-\)dx} 



Calcular L{Jt cosf 3 2 } 

© 

Evaluar la integral Z.{sen 6 (j - 1 )ju(t 2 - 1)} 




© 

i r 

Calcular L{— e a F(t!a)dt} , a>0 

« Jb 




© 

Evaluar L{t 2 e~ 4t \ 4- 1 1 2 - 1| } 


Calcular tgh(/)/v(r — 1)} 


^80) Si F(() = (t -\) n /j(t-l ), calcular L{F(t)} Rpta. f(s) = 


e~T(n + \) 


n+\ 


, « > -1 , 5 > 0 


.n +1 


, n e Zq , s > 0 
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(8l) Demostrar que: L{t k tghf} = y 


„ f r(A'+l) r(Ar + l) 


(5 + 2«) a+1 (s + 2n + 2)‘ 


/?=0 


k t 1 I 




Calcular Z,{ ^ } , Vk. Rpta./(.s) = 


oc 


r(*+i) 


«=0 


oc 

^m-ivo+k) 


(6n + 5 + ^) 
k\ 


A+l 


, si k > -1 


/j —0 


(6/2 + 5 + 5) 


— , si k e z 0 


(83) Calcular L{te 61 senh yft} 


f(/i ♦ ' ) 


Rpta. f(s) = N '-- -— 

-or 


r »=0 


84) Demostrar que: L{t n } = 


0) Calcular L{t" 2 J„(a-Jt)} 


r(«+i) 


n+\ 


, si n > -1, n e R 


n+] 


, si n e Zq 


p -a~ /4 s 

Rpta. s > 0 

• 5 


1 1 2 

Demostrar que: L{ J 0 (t)sen t} = ——-==sen(— arctg(—)) 

yfsyjs 2 + 4 

1 1 2 

Demostrar que: Z.{J 0 (Ocosr} =- j =—— cos(- arctg( )) 

\[s\]s-+ 4 

Calcular. Z.{e“ 20 ' J 0 (/- 4) sen(r -4)t/(f - 4)} (89) Evaluar L{J 0 (r)cosr.cosh r} 

r — h (1 s) 

Sea L{F(t)} = H(s), probarque: L{t ,vl I u~ n 2 J n (2yfut)F(u)du} = ——j— 

Calcular L{te 1 J 0 (u)senu.du} 


Si H(t) = e Jf J 0 (4t ). Calcular L{H $} 
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93; Hallar L{t J 0 (At)}. 


^ (5 2 + A 2 ) 3 2 


n T 

c{s-\s~ +a*” ) 


Demostrar que: L{J$(ayjt(t+2c)} =- 

(s-+a-y 1 

Evaluar L{ ^t6 l J 0 (5(t-4){i(t-4)dt} (96) Evaluar L{t e~ ]0t J 0 (t)cost} 

Evaluar L{ j^J 0 (2yju(t-u))F(u)dudv} si L{F(t)} = H(s) 

Calcular L{J x (t)}, L{J 2 (t)), L{J n (t)) 

Calcular L{ j° e _20 './ 0 (K)senr/a?M} , si existe. 

_ r tTt f e 11 ln(s + l> 

Demostrar que: L{I e (t)} = L{ I - dn} =- 

J u 2 

-4“ 


101) Demostrar que: L{I c (t)} 


cos u In (s +1) 


du} = 


Demostrar que: Jp e~'( \ -J 0 (t))dt = ln(l + %/2) 

103) Demostrar que: a) J J 0 {t)dt = 1 b) e 'J 0 (t)dt =^- 


Calcular J te i 'J 0 (4t)dt 

i 

1 


Rpta. — : — 
125 


Probar que j J 0 (at)cosbtdt =— ==^ » cuando 0<b < a, y tiene valor cero cuando 


4a^l 


b>a. 


Demostrar que: J^At^dt — # 
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Calcular 


I 


a) tJ 0 (At)dt 


b) I 


/ J ] (At)dt 


Rpta. a) 0 

Calcular I J$(u)J-u)du 


b) -T 


1_ 

A 2 


Calcular ue u J 0 (au)du 
Demostrar que: x 2n e ' dx = ■ 


Rpta. y 0 (/)-cos/ 


Rpta. 


.3.5.7...(2rt-l)V^ 


V> + l 


f’ 


Calcular las integrales siguientes. a) | sen t di 

n , r(i/3) 

Rpta. a) —- 

Demostrar que: T(«) = 2 ] e 

r u sen u n at 

Probarque: I - —du=—e 

Jb 1 +u~ 2 


b) 


Jp cos t l dt 


Demostrar que: I x m (In jr )*dx = ^ ** , nez + ,m>-\ 

1 (m+ir 1 


* i 

= r 


n t . , , 2 W |r(l/4)r 

Demostrar que: I J 0 (x )dx = - 


Calcular 


r t u F[u 

1 n «+1 


4/r 


du , u e R, u > -1 si L{F(u)} = H(s) 


Calcular la transformada de Laplace L{f «• 


f 2 ' 

1 I M u ~ 


4)sen(t/ -4 )U(u 2 -16 )da) 
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H8) Calcular la integral t m e a ' dt , m,n >0, a > 0. 




Rpta. 


r<—) 

n 


m +1 


na 


H9) Calcular jV'(ln/)"f//, n e z*, m > -1 

@ Calcular f , = 

i, V3-cosr 

(^2l) Demostrar que: j* ^ — A = -^=- 

I- 

r_ * _ 

Jb(f + lXr(l-0) ,/5 

f * 

* I 


Rpta. 


Wgjg 

(w+ir 1 


Rpta. -A=r^(7,^> 
2V2 4 2 


(123) Calcular I {a A -x A T Vb dx 


(m) Calcular ff(7-/)(/-3)]^°^/ 

V*r(l/4) 


Rpta. 


4ar(3/4) 


124) Calcular 


Rpta. 

V3 


125) Calcular 


(r + l) 3 vr (1-/) 


Rpta. 


,T\'4 

~7f 


I 


126) Expresar sen" xdx , mediante la funcion gamma. 


Calcular las siguientes integrates. 
dx 


a) 


l 


V \-x a 

« r ! 


, a > 0 


tg 2 " 1 xrfjr, 0 < n < 


b) 


jt 2 " yja 2 - x 2 dx , a > 0 

f 


d) I 1 (1 -jc) w 1 f/jc , n,m > 0 


(!5 Mostrar que: 


a. 


f : ^ j V?r 
8>/2 


b) J* ,vV‘ V rfK = 
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c) 


P' ! 


36 


Calcular las siguientes integrales 
dx 


a) 


f 


x“(\ + x) 


0 < a < I 


Rpta. a) 


K 


sen an 


b) 


b) 


r /2 

■Jtgxdx 

71 V2 


(l30) Demostrar que si /, = f —j== - , /•> = f entonces /,./ 2 = 

w 1 i. * 1777 


7-x' 

Calcular los integrales siguientes 


c) 


f- 
f 


dx 

Tx 


(x + l) 2 e " x dx 


b) 

d) 


I 

[7 


e-^dx 


j ~ „x\nc 

dx sug.c — e 


Rpta. a) T(-) 


1 5 4 

c) -+n-) + r(-) 
3 3 3 


1 


Si F(/)=-p . * >° . G(0 = 
dt 


b) 2 

r(c+i) 


d) 


(Inc) 


C + l 


-tr , 0<f<l 

yjt . Demostrar que: 


133) Calcular 


0 , t <1 

F(t)*G(t) - ;r-2arctg -1) 

tdt 


;ular I - 

X l 


Rpta. 


+ / 


7t 

3>/3 


f 


Demostrar que: I jc cos x 3 dx - 


3>/3r(i) 
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(l35) Calcular l m - J (I - 


t 2 )" dt 


Rpta. 


yfx T(« + l) 


^ , , 1 ^(sen<9) 2n '" l (cos(9) 2 ' ,_ V(9 . „ P(n,m) 

136) Calcular | --+—— m,n> 0 Rpta. — - 


r 


(asen 7 #^6cos 2 9)'*'* 


2 a n b" 


1 , *n -1 


137) Demostrar que 


r r 1 +t 
I (i+ t) m 


- dt ~ 28{m, n ), m, n > 0 


138) Calcular 


I 


pr '(i-//r 1 

(a+'')" ,+ " 


dju,sim,n>0 Rpta. 


V'( i-//)-• 


I39y Calcular |——-— dp,sim y n>0 Rpta. 




(a + cft) . 

© 

Probar que 

f In tdt 


1 Kt 4 

16 

© 

Demostrar 

q „e | 

oc *1-1 

—dt = 

1 1 + / 


rwo- 

P) -“ 

, 0 < p < ] 




P(n.m) 

r m (14- r) n 

J3(n,m) 

/i **\m+n 
a C (H - ) 

C 


0 < n < 1 sin usar la 


sen pn 


1 2 Zm + ] (~iy" + > yfff tl\ 

Demostrar que: l(-m —) =- ,mez 

2 (2/? + l)! 


■ > |r( 3 )r rl 2 

143) Pruebe que-—— = ■ 


r<i) 

o 


144) ^Es cierto la identidad siguiente? T(/i) = .- 


£r t |) 


2‘-".cos^r(l^) 
2 2 


si es 


propiedad 


afirmativo 


demuestrelo 
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Verifique que I — - 1 - 1 - <it = i(i - ,")r( i - />>. |p| < i 


Calcular 


(Si 

Jo (a + 


(1 -Mf-'dM 


(a + u(b-a)) n 


Rpta. 


fi(m.n) 

m in 

a b 


l 

c . . A f * m dt , * , r " 

Si m > 1, demostrar que I —-— = ;r sec(-).- 

J, r m +r m 2 m 2m 


Si|/?|<1 , calcular f (——) p . ——— ,a> 0 
I. 1-f (a + r) 


Rpta. 


/♦I 

a' /?;r 


(a + l) /,+i sen yP/T 




Calcular *"(1+0 <* 


Rpta. 


2r(a + i)r(-^»-a-i) 

F(-/>) 


Calcular 


I 


r/ cosh(2a0)d0 
(cosh 0) b 


Rpta. 


2 w r(a + ^r(*-a) 

rib) 


Verifique que. 2 2p ~ l H p)V(p + -i) = V^r Y(2p) 


Si sen(—).sen(—)...sen(—— -z) = = 2,3... Calcular T(—)T(— )....r(-) 


m m 


-)r(—)....r(—' 

mm m 


I 


Probarque I ln(T(r))^/=-In(2;r) 


Rpta. 


J(2,t 

4m 


Si -\ < p <2 , evaluar | 1 — -—— dt Rpta. 2 P ' J3( 2 -/?,/?+ 1) 


{- 


(l + O 


1 (— 2 )™ yj71 

Mostrar que : r(— m+— ) =- 

2 (2/w-l)!! 
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& 

fl57) 


Mostrar que: T (m + “)f - (-1)™ n, m = 1,2... 


w ITV ! xl2 4.6.8.10.12.14... 

Verinca que i(—)] =- 

4 5.5.9.9.13.13.17.17... 


(Q) Calcular J* 


dt 


sj/r 

Rpta. — /T cos ec{p7i\ c tg 


159) Verificarque 


,T 

f 


dt 


in-bj 2 

_ 4 

serr^^ 4>/^ 

2 


^60j Calcular J^“ ln|sen/|d/ 


Rpta. -In 2 

2 


16l) Demostrar que: f(/? + 1)= 2n p{-~) p ,p e Z + , p -» c 


D , r , I, (2 /»)!>/* 4 

Probarque: r(^ +—)- - vneZ 

2 4"n\ 


163) Demostrar que para // > 0 


J rsenf/y _ 
) hr " 


7T , 


164) Demostrar que 


i r 

' r(n) J, ( e '-\ 


-)dt — 7 —, w > 1 

-1 

/C=1 


r , r(n + ^->r(n-2-) 

Demostrar que: I sen x n dx = —( -—---=-) 


2n 


1 


r(w—) 

n 

r(^->r(2n-^-) 

2r/ 


(166) Demostrar que: I cos x n dx —— (——-:—— 

'O' Jo 2/1", 1, 

r ( h — ) 
n 


) 


Calcular I Rp». ;,«> = £ 

* m=0 




w!(w + l)! 2 
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© 

Calcular J // ] e 

u J 0 (r-p 2 )dp para todo n en R - {0} 

% 

r 

Rpta. - 

n 

© 

n 

Demostrar que: 

sen(rsen 2 0)d0 = ~ sen(”)^ 0 (~) 


© 

Evaluar la integral 

j" d 0 (/j 2 )du 


© 

Evaluar la integral 

r )dft 


@ 

Si \p\ > 1 , calcular 

sen x p dx usando transformada de Laplace 

© 

f 1 

Verificar que: | 

In (f (fj))dp = t In t -1 + y In (2/r) 


© 

Verificar que: 




<tL±l) n LL 

I In (f (fi))dn = ln[/' .(t + l)' +l .(/ + 2)' +2 ...(t + n —e~"‘ -e 2 ' (2 tt) 2 | 


Probarque: J j (.v) = /-cos* 

\XX 


^76) Probarque: J n (t)=— f cos(/7^-/sen^)^-- —e n0 >en K *d$ 


177) Demostrar que: 


I 


•"’I 1 


y)(\-x) m - l y'"(\-y) n -'dxdy = B(m,n) I F(»)(l -u) m ** 'du 


Si x,y e R + , calcular fj*r 2w i y 2 " l dxdy , tal que D — {(x,y) e(R + ) 2 / x + y 2 £ c 2 } 
o 


Rpta. 


c 2 '” +2,, r(m)r(rt) 

4 T(m + n + 1) 
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1^179) Demostrar que: J 3 (t)scr\t-J 3 (f) cos?= ^ 


\.t/ 


[180) Demostrar que: «/ 0 (/) = ^|y - _,(r)-J„ +i (/)] 


181) Hallar 


(lyrJjOx)) 

dx 


Rpia. xJ 3 (2x) + 2x 2 J 2 (2 x) 


^ 7 dJAx) 

182) Demostrar que: d (x~J p _ { (x)J p+[ (x)) = 2x“J p (x )——— 


^183) Demostrar que: J p (x) = J f ^ ] (x)- — J p (x) 


(l84) Demostrar que: J p (x) = ~J p (x)-J pM[ (x) 


185) Demostrar que: 


d\xJ p (x)J pJrl (x)\ t r2 


dx 


=x\j%(x)-r p+] (xj\ 


. S 4 

86) Demostrar que: J 2 (x) = ( — r -l)J,(x)— y 0 (x) 

Y~ X 


f \ 4 2 

\1£7) Demostrar que: J 2 (t) = ( 1—^)./|(/) + -- J 0 (x) 


^188) Demostrar que: —(x~ p J p (. v)) = x~ p J p ^(x) 

(189; Demostrar que: J_ n (x) = (- 1)" J n (x), V n e Z 
@ Expresar «/ 4 (ax) en funcion de J 0 (ax)y J { (ax) 

48 8 24 

Rpta. J 4 (ax) = (—r—r- )J\ (ax) -(-yr~~ 1)(“) 

ax ax ax 


191) Demostrar que: 
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a) LU „(')}= — /,,(4). s>0 
.9 2 


b) Z.{/ t ,,.(VM} = /— , *>0 

SyjS + 1 


4** 

c) !{/„(«/)} = — U-T>-s>0 

5 2 


c) /.;/ = . 5>0 

2\t s 


192) Calcular (senhG) 1 (coshO) a dO 


d) L{f er (~)} = — 

2 -Jt S 


o /: v, n"»j = — 


, ^ > 0 


vs + i(>A + i + i) 


{ 


^93^ Calcular J - dt 


194) Probar que: J In (F(//))c/// = / In / + (/ +1) ln(l + 1) -2t + ln(2^) - 1 

^95) Demostrarque f-- — — dt ~ ln(l + >/2) 

£ e 2x dx C e 2x dx 

\ - , V a > Q, V b > 0 b) —- — 

t: ae xx + b LV* + 1) 2 


196) Calcular a) 
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CAPITULO XII 


12. TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE.- 

Mediante la definition de transformada de Laplace se tiene: Si /^[0,+og >— » R , es una 
funcion seccionalmente continua y de orden exponencial, entonces 3 L{F(t )} = f(s ), 
ahora invertiremos el problema, es decir: dada la funcion f(s) queremos encontrar la 
funcion F(t) que corresponde a esta transformada y a esta funcion F(t) se llama la 
transformada inversa de f(s) y se simboliza por ZT 1 {/( 5 )}, es decir F(t) - L~' {/( 5 )}. 

2 

Ejemplo.- Hallar F(t) si /( 5 ) =- 

s + 3 

Solution 

F(i) = r'lf(s)} = L~ ] {—} = 2e' i ' dedonde F(t) = 2e -3 ' 

5 + 3 

Ejemplo.- Hallar F(t) si /(5) = ^r-? — 

5^+4 

Solucion 

F(0 = I''{/(5)} = r'{^— } = -lr'{- T L_} = -l sen 2f; dedonde F(t)=-sen 2t 
s' +4 2 s' +4 2 2 

12.1. PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA INVERSA DE 
LAPLACE.- _ 

ler. PROPIEDAD DE LINEAL1DAD 

Si a y b son constantes arbitrarios y f (s), g (s) son las transformada de F (t) y G (t) 
respectivamente entonces: 
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L-' {a f(s) + b g(s)} = aLT 1 {/(s)} + bL~' {g(5>} = a F(t) + bG(t) 

Demostracion 

Mediante la propiedad de linealidad de la transformada se tiene: 

L {a F(t) + bG(t)} = aL{F(t)} + bL{G(t)} = a F(s)+bG(s) 

Es decir que: a f (s) + b g(s) = L{a F(t) + b G(t)} , tomando la transformada inversa se 
tiene: LT x {a f{s) + bg(s)} = a F(t) + b G(t) = a L~ l {f(s)) + b Z, _1 {g(5)} 


Ejemplo.- Si /(j) = -!- + -J-—. Hallar F(t) 

s 1 s 1 + 9 5-2 

Solucion 

Fit) = {/(5)} = L-'{\ + + - 3r 1 {-i-} 

r+9 s-2 s 2 s 2 + 9 s-2 

= t + - sen 3/ -3<r 
3 

2da. PRIMERA PROPIEDAD DE TRASLACION 

Si L~ l {f(s)} = F(t) , entonces Z/" 1 {f(s- a)} = e at F(t) 

Demostracion 

Se conoce que: Si L{f(t)} = F(s) L{e a r F(r)} = f(s-a) de donde 

e at F(t) - L~ ] {f(s-a)} otra forma es: 

/( 5 )= £ e~ s ‘F(t)dt => f(s-a) = e- (s ~ a), F{t)dt = J e s, .e a, F(t)dt = L{e a ‘F(t)} 
por lo tanto f(s -a) = L{e at F(7)} de donde: L 1 {f (s - a)} = e at F(t) 


s-2 

(s-2) +9 


Ejemplo.- Hallar F(t) si: f(s) = 
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Solucion 


F(t) = L- l {f(3)} = L~ l {- S 2 


-} = e 2 T'\—} = e 2 ' cos 3 1 


(s - 2) + 9 -?* +9' 

3era. SEGLNDA PROPIEDAD DE TRASLACION. 


Si L 1 {/(*?)} = F(t ), entonces L [ {e as f(s)} = 


F(t-a), t > a 
0 , t <a 


Como f(s) 


-P- 


Pemostracion 

F(t)dt , entonces multiplicamos por e 


e - as f(s)=^ e~ as .e- sl F(t)dt = £ . 


-$(/ + «) 


F(t)dt 


Sea t + a = u => dt = du; Cuando t = 0 ; u = a y cuando t — > +oc ; u —> +oc 

J" e~ s{t+a) F(t)dt = | e~ st, F(u— a)du — e _5M F(u—a)du = jj^ e~* u F{u—a)du 

= | e~ sl 'F(u-a)du= £ <T S 'F(/-«)<* = Z.{F(f-a}} 

4ta. PROPIEDAD DE CAMBIO DE ESCALA.- 


Si r'{/(s)} = F(/),entonces ZT 1 {/(*»)} = }f(|) 

A: A' 


Pemostracion 

como /($)= fr if F(r)dt •=$ f(ks) 


# . r/// , , ii 

sea ii - Ar => di - — dondc f = — 
k k 


-r 


ki, F(t)dt 


/, fa , - [' * y f - i««r" 
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entonces : 


l '{/(fo)}=|F(f) 

k k 


Ejemplo.- Hallar F(t) si /( 5 ) - —-- 

95* +1 

Solucion 

Sea L —} = sen t => L '{- \ } = -sen — 

5 ? +l (3s)- -f-1 3 3 

12.2, TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE DE LA DERIVADA.- 

Teorema.- Si L~ ] {/(5)} = F(t) entonces L~ [ {/‘ {w) (5)} = (-1)" t n F{t) 

Demostracion 

como L{t n F{t)} = (-1)” —L{F{t)} = (-1 Y f n \s) 
ds 

tomando la inversa a ambos miembros. L~ ] {/ (/,) (5)} = (-1 ) n t n F(t) 
i 5 + 2 

Ejemplo.- Hallar L~ ] { ln(- -)} 

5 + 1 

Solucion 

como L{tF(t)} = ~f'(s) => r'{f'(s)} = -tF(t) => L~' {/' (s)} = -tL~ ] {/( 5 )} 


Luego L ' {f(s)} = --L '{/'(s)}, aplicando este resultado al ejercicio dado. 
t 

1m + rlc./. . .x , 10 _ 1 / „-2i e 


r'{ln( --)} = £ {ln(s + 2)- ln(j + 1)} = —(e -e~') = 

s + 1 t t 


12.3. TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE DE 
INTEGRALES.- 


LAS 


FyD 


TEOREMA.- Si L~ ] {/(j)} = F(t) entonces Z~'{ j f(u)du} = —^ 
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como L{F(7)} = f(s) => /. 


Demostracion 


i—j—i = | f{u)du 


f 


de donde al tomar la transformada inversa se tiene. L 1 { f(u)du} = 


Ejemplo.- Calcular la transformada inversa de L ‘{ I — 7 ——r} 

Jv s' + a ’ 


FU) 


Solucion 


Si L{F(t)) = f(s) => L{ 




f(s)ds , de donde L { f(s)ds} = 


f 




Lueeo si L '{/(s)} = F(t) =$ L ! { f f(s)ds}-^-^~ aplicando el resultado al ejercicio. 

Jv ' / 


, 1 > sen at f ., # f c /5 

i ! - 7 } =- => L 1! -- ~} = 


sen at 


s’+a~ a 


X s~ + a~ at 


12.4. TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE DE LA 
MULTIPLICACION POR S.- 


TEOREMA.- Si L~' {/(s)} = F(t) y F(0) = 0 entonces = F'(t) 

Demostracion 

como ZT'{/(s)} = F(/) => L{F(t)} = f(s) , de donde 

L{F(t)} = iZ.{F(/)} - F(0) = sL{F(t)} esdecir: L{F (t)} = sf(s) entonces L~ ] {sf(s)} = F(t) 

Ejemplo.- Hallar i {-— } 

(s + \y 


Solucion 


L {- 






/ 4 e' 


dc donde L ( 


(<+ir 


r> = 


rV 


-/ 4 > 

24 24 


24 
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12.5. TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE DE LA DIVISION 
POR S.- 


!,/(*) ^ 


TEOREMA.- Si ZT 1 {/(*)} = F(t) entonces IT l {^-±} = 

5 

Demostracion 


r<“ 


)du 


como L {/(•?)} = ^(0 => Z^/ 7 ^)} = f(s) de donde 


L{ I F(u)du} = ^- => \ F(u)du 

Jb s s 


Ejemplo.- Encontrar ZT 1 {— ln(l +-4*)} 

^ s * 

Solucion 


, 1 I ? 7 1 J 2s 2 1 ^ 2(1-cos/) 

Z _1 {ln(l + 4)} = i" 1 {In (s 2 + 1) - In s 2 } - — ZT 1 {--} - —(2cos/ - 2) = —- 

s“ t. sr+l s t t 




12.6. TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE POR EL METODO 
DE LAS FRACCIONES PARCIALES.- 


Pis) 

Las funciones racionales -, donde P(s) y Q(s) son polinomios en las cuales el grado 

Q(s) 

de P(s) es menor que el grado de Q(s), pueden expresar como una suma de funciones 
racionales simples, aplicando el criterio de descomposicion estudiado en el caso de las 
mtegrales de funciones racionales. 

Ejemplo.- Hallar L~'{ - *** 2 ^ 5 ■ -} 

(5-2)(25-l)(s + l) 

Solucion 

1 Is 2 - 2s + 5 ABC 425-l )(5 + l) + S(5-2)(5 + l) + C(5-2X25-1) 

-H-+ - * - 


(5-2)(25-l)(5 + l) 5-2 25-1 5- 


(5-2)(25-l)(5 + l) 
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1 \s' - 2s + 5 = ^(25-1 )(s +1) + 5($- 2)0$ +1) + C(s - 2)(2$ - l) 

lb 2 -25 + 5= ^(2i 2 + 5-l) + S(5 2 -5-2) + C(2s 2 -55 + 2) 

I 5 2 -2s + 5 = (2A + B + 2C)s 2 +(A-B-5C)s-A-2B + 2C 

2A + B + 2C = \\ A=5 

A - B — 5C = -2 => 5 =-3 

-25 + 2C = 5 C = 2 


r'{-—-—} = r'{~-—■ t ‘ i 

(5-2X25-1X5 + 1) 5-2 25-1 5 + 1 

= 5r‘{-^-}--Z,"'{—!—} + 2I _i {—} =5e 2 ' --e* + 2e"' 

5-2 2 r 5 + 1 2 

5- 

2 

12.7. TEOREMA (FORMULA DEL DESARROLLO DE HEAVISIDE).- 

Sean P(s) y Q(s) polinomios en los cuales P(s) es de grado menor que el grado de Q(s). Si 
Q(s) tiene n raices diferentes a x , a 2 ,..., cc n ; entonces 

r \.P(s) 

Q(s) ^fdxcck) 


Demostracion 

Si el polinomio Q(s) tiene n raices diferentes ,a 2 ; por lo tanto de acuerdo al 

metodo de la descomposicion de las funciones racionales se puede expresar asi: 

■^^ = —4—+-4l_ + .4—il— «►... + —4— ...(1) 

Q(s) s-a { s-a 2 s-a k s-a„ 
a la ecuacion (1) multiplicamos por s - a k , es decir: 


Pis) 

Q(s) 


(5 - a k ) = 

s-a } 


A > 




■ + ... + * 


- + - 


—)(s-a k ) 


s - a k 


s-a. 


... (2) 
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ahora tomando limite cuando s —> a k y aplicando la regia de L ’Hospital, se tiene: 


A 


lim 


Pis) 


'-»«*■ Q(s) 


(*-«*) = 


lim P(s ^ 

g)(5) 


s — o. 2 

= lim P(s). lim - —— = lim P(s). lim P(s). lim -= P(ak). - 

Q(s) s-*a k s -+a k s-*a k Q\s) Q\ak) 


Pi ak l 
Q\ak) 


A k ~ 


P(ak) 

Q'(ak) 


... (3) 


reemplazando (3) en (1) se tiene: 


P(s) _ P(a,) _J_ P(a?) _1_ 

Q(s) Q\a ,) s-a, Q\a 2 )s-a 2 


PM 1 

Q\a„)s-a„ 


; tomando la inversa 


l £?U)' l Q'(a ,) 5-cr, Q\a 2 ) s-a 2 £?'(«„) s ~ a « 

_ PjOj ) a ^i PjOi ) a 2 t / 3 ( a n ) 

" Q\a x ) Q'(a 2 ) ' Q\a„) 

■ !r'< P{s) ' y P(ak) Q -' 
l £(5)’ L^QXak) 

Ejemplo.- Calcular L '{-} 

l ( 5 -2)(5 + l)(s + 3) 

Solucion 


g(5) = (j-2)(5+l)(5 + 3) = 5 3 +2s 2 — 5s-6 

0'(s) = 3s 2 +45-5 => Q' (2) = 15, g(l) = -6, O'(-3) = 10 

P(s) = 19s + 37 => P(2) = 75 , P(-l)=18, P(-3) = -20 

L~ l { 


195 + 37 


, P( 2) v P(-l) . 

-} = - e +- e + 


(s-2)(5 + 1)(5 + 3) QX2) OX- 1) OX- 3) 


F( ~ 3) - <T 3 ' = Se 1 ' - 2e~' -2e" 3 ' 
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P(s) 

OBSERVACION.- Supongamos que f(s) = - son polmomios en donde el grado 

0(s ) 

P(s) es menor que el grado de Q(s), pero en este caso Q(s) = 0 tiene una raiz “a” de 
multiplicidad m, mientras que las otras raices ,b 2 ,...,b n son todas distintas entre si. 
Entonces se tiene: 


I) f(s) = 


P(s) 

Q(s) (s-a) m ( s-af 


4 _„ + _ 4 _ + 4 > 


B , 


B m 


s-a s — b\ 


s — b„ 


1 d k 

ii) A k =lim—— —(s-aYf(s) , k= 1,2,...jn 

^-#ar(/c-l)! ds 


Entonces la transformada inversa es: 


Q(s ) (ro-1)! (m-2)1 


..+ A m ) + B l c v + B 2 e 


h' . 


... + B„e b "' 


12.8. LA CONVOLUCION.- 


a) Definicion.- Sea F y G dos funciones continuas por tramos en cada intervalo 
finito y cerrado 0 ^ t ^ b y de orden exponencial. La funcion que denotaremos 
por F*G y que viene definidas por: 


F(t)*G{t) = J F(u)G(t-u)du 

recibe el nombre de convolucion de las funciones F y G. 
Ejemplo.- La convolucion de F(t) = e l y G(t) = sen t es: 

e'*sen/ = sen(/ -u)du = e lt (sen t cos u - sen u cos t)du 

= jf e li sen t cos u du - e lt sen u cos t dii 

r sen t . u u . cost ] u u X1 /' 

= [—^— (e cosu + e sen?;)-— (e sen u -e cos u)]/^ 
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= ~[sen/e' cos/ + sen 2 te { - cos te l sen / + e r cos 2 /]- —|sen /+ cos/| 

e l *sen/ = — -sen/-cos/) 


1 . , 

= — \e -sen/-cos/ 
2 


12.9. TEOREMA DE LA CONVOLUCI 6 N.- 


Sean F(t) y G(t) funciones continuas por tramos V t £ 0 y de orden exponencial, entonces: 
L{F(t)*G(t)} = L{F(t)}.L{G(t)} = f(s).g(s) 


Demostracion 

Sea f(s) = UF(t)}= \e~ sa F{a)da ; g(s) = L{C(/)} = f e~ s/} F(p)dp 
f(s).g(s) = ( jf e~ sa F(a)da)( f [ f 

" P) G(j3)d/3 

dejando a fijo, hacemos t = a + p, dt = dp, de modo que: 
f(s).g(s)= f F(a)da f e~ si G{t-a)dt 

J Ja 


J F(a)da £ e' s{a * 



En el piano ta estamos integrando sobre la region sombreada, como F y G son continuas 
por partes V t £ 0 y de orden exponencial se puede demostrar que es posible intercambiar 
el orden de mtegracion: 
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f(s).g(s) = £ e~ s, dt £ F(a)G(t -a)da = J e{ J F(a)G(t-a)da}dt =L{F*G } 
L{F(t)*G(t)> = L{F(t)}.L{G(t)} = f(s).g(s) 




Ejemplo.- Calcular L{ | f" sen (t-u)du) 

Solucion 

Sean F(t) = e t y G(t) = sen t, entonces por el teorema 

1 1 1 


4" 


L{ I e u sen(/ - u)du} = L{e l }.Z,{sen /} = 


S-\ 5 2 +l (s-\)(s 2 +\) 


Nota: e l *sent= jf e u sen(/ -u)du 


12.10. TEOREMA DE CONVOLUCION PARA LA TRANSFORMADA 
INVERSA.- 


Suponiendo que L 1 {/(s)} = F(0 y L ] {g(s)} = G(t). 


Entonces L 1 {/(s).g(s)} = J ^F(u)G(t-u)du = F * G donde F*G es la convolucion de F 
y G. 

Demostracidn 

Si se prueba que L{ F(u)G(t - u)du) = f(s).g(s) ... (1) 

entonces el teorema quedara demostrado donde L{F(t)} = f(s) y L{G{t)} = g(s) 

L{ j F(u)G(t-u)du}= j e~ st ( f F{u)G{t-u)du)dt 

Jb 4=0 *l=o 



■0 4/=0 


e st F(u)G(t - u)du dt = lim donde 

M —>x 




- f J 


F(u)G(t-u)dudt 


... ( 2 ) 
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Consideremos la region R lu sobre el cual se calcula la integral doble. 


Haciendo t = u = v => t = u + v 


ahora a la region R tu la transformamos en al region R uv . 



donde el jacobiano de la transformation es. J{u , v) = 


d(u,t) 

<?(w,v) 


du 

du 

du 

~v 

dt 

dt_ 

du 

dx 


porlotanto: S M 



-s(u+v) 


F(u)G(u)dudv; ahora definiremos la funcion siguiente. 


*uv 


k(u,v) 


e' s(u+v) F ( U ) G (v) , si u + vZM 
0 , si u + v > M 


V 
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mM 

‘-■U. 


f 

S xt = | | k(u,v)dudv, entonces. 

L = 0 


lim S M = J | k(u,v)dudv = J J e- s{u+v) F(u)G(v)ditdv = ( f e~ s, ‘F(u)du)( e~ sv G(v)dv) 


lim S M = L{F(u)}.L{G(v)} = f(s).g(s) 

M —>cc 




como L{ I F(u)G(t — u)du} = lim S M 

M ->3C 


• ••(a) 

... (P) 


por lo tanto de (a) y (P) se tiene: f(s).g(s) = L{ I F(u)G(t -u)du} 


=4 


L~ l {/(s).g(s)} = | F(u)G(t -u)du = F*G 

OBSERVACION.- La convolucion de F y G es conmutativa, es decir F*G = G*F 

Ejemplo.- Calcular ZT*{--——-} 

( 5 -1)(5 + 4) 

Solucion 


Sea /($) = —— y g( 5 ) = —-— de donde L 1 (f(s)} = e { = F(t) y 

5~1 5+4 

L~ ] {g( 5 )J = e~ 4t = G(t) , por lo tanto por el teorema de convolucion se tiene: 

I -1 {- -- }= f F(u)G(t — u)du = f e u .e^-'^du =e~ At \e* u du =- 

V-!)(* +4/ X X X 5 5 


Ejemplo.- Calcular L { 


(s 2 + 4) 2 


Solucion 




(s' + 4)' 




s + 4 5‘ +4 


, de donde f(s) = 


y g(s)=- 


s 2 +4 J aX s 2 +4 
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porlotanto L {/($)} = cos2/ = F(t) y L {g(5)} = cos2/ -- G(t) 

r 2 


r'{- 


—--} = [ F{u)G(t-u)du = [cos2u.cos(2t-2u)du 

r+4)- 4) J, 


“I 


cos2u(cos2rcos2w + sen2r sen 2 u)du 


1 cos" 2u du -f- sen It 


= cos2r I cos" 2ndu + sen2r I sen lu.cosludu 


^ t sen4f ^ sen 2/ tcost senlt 

= cos 2 1(- +-) + sen 2/(—-) =-+- 

2 8 4 2 4 


. /cos2r sen 2/ 

' V-77 l = -l -- 


12.11. LA FUNCION ERROR.- 


A la funcion error denotaremos por f er y es definido por: 


fer(t)= 7Z 




al evaluar transformada inversas de ciertas funciones simples de s se encuentra la funcion 
error por ejemplo: se conoce que L~ [ {— j=} = ~ j= entonces por la propiedad de 

yJS v 7Tt 

traslacion. 


ahora aplicamos el teorema de convolution a la transformada inversa de L 1 { — —}, es 

S\js + 1 

1 1 

decir: r‘{-} = l = F(f) y r'{- P =}=- r = = C(/) 

S \J S 4-1 v !tt 


!- Ldu 

SyJS + 1 J, >Jmi J. yjftu 


...(I) 
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Sea u - x 2 => du-2xdx-2y[udx\ para u = 0; x = 0 y para u = t, x = Jt 
Luego reemplazando en (1) se tiene: 

■ ■ ir'i-^==\=uUt\ 

s>Js + 1 


L —4=J 

5 a/ 5 + 1 




2 i*' ^ 

_ 2xdx=—j= I e dx=f er (y[t) 

dxx yj7t Jb 


12.12. LA FUNCION COMPLEMENT ARIA DE ERROR.- 


A la funcion complementaria de error definiremos por: 

(f)*=l * [0 ,: du = l | 0 ' du 


12.13. LAS INTEGRALES DEL SENO Y COSENO.- 


A las integrales del seno y coseno se definen de la siguiente manera. 


I At) 


f sen u 
u 


du ; / c (f) = 


( cos u , 
i - du 

i u 


12.14. LA INTEGRAL EXPONENCIAL.- 


A la integral exponencial se define de la siguiente manera: I e (t) 


-f? 


du 


OBSERVACION.- Se ha estudiado la funcion escalon unidad y su respectiva 
transformada de Laplace. Ahora expresaremos la transfonnada 
inversa en terminos de la funcion escalon unidad y los expresaremos mediante el teorema 
siguiente. 

Si L 1 {/(^)}=F(0 y c £ 0, y si a F(t) se le asigna valores 
(no importa cuales) para -c < t < 0. Entonces: 


12.15. TEOREMA. 


L^{e~ cs f{s)} = F(t-c)pi(t-c) 
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1 6 

Ejemplo.- Evaluar L~ {- 7 ! 

(s + 2) 1 


Solucion 


/. !—!— r } = ^- : 'r , {l} = 2fv =/-(M 

(5 + 2) s } 


~4.s 


L~ l {— - j) = F(t -4 )n(t -4) = 2 (t- 4) 2 e- 2( " 4 V(' - 4) 

(•s + 2) 3 


12.16. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


(T) Hallar la transfonnada de Laplace inversa de: 


■» 


Solucion 


r 1 r V \ l2 ) = 3ZT 1 {——} —^=L~' = 3cos 2-^2t -3^2 sen l4lt 


s 2 + 8 


+ 8 V2 s 2 +8 


b) Z.“ l {—1—} 

2s - 5 


Solucion 


U 1 {——} = - L“ l {-1-z-} = - e 2 ' 
2s-5 2 \ 5' 2 

~2 


c) zr'{ 2 5 } 

s 2 - 2ns + 2;r 


Solucion 


/•' { , , * — } = L~' { * *+*, } = r' { , Y* (:—5 


s 2 - 2/rs + 2;r 2 


'/ \2 2 J 
(s - ;r) + n 


(s-ny+n (s-nY 


= cos m + e m sen 7rr 


—} 
+ n~ 
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Soiucion 


r' ( *=*-«p“ ) -r' l *=S)-r'£=2i| 

5 “+4 5‘-16 5“ + 4 s' -16 


= 3 L~'{ 


s „ * * - i * 2 , „,-i, v 


-}-4L -J-4 L~'{- 


.v 2 + 4 s 2 + 4 s 2 -16 


J + 6L~'{- 


s *-16 


= 3 cos 2t - 4 sen 2t - 4 cosh 4t 4 6 senh 4t 


e> } 

(*+o s 


Soiucion 


Mediante la propiedad de traslacion se tiene 


A 


(s + 1)- 5' 5 4 5 3 6 24 24 


f) r'{ , 3?+2 —} 

45" + 125+9 


Soiucion 


r'i-^-) = i r '| »t^ _) ,-r'j—L_i=4«L 


4s~ + 12^ + 9 4 ' s 2 + 3.s + 9/4 4 '5 + 3/2' 4 


(7} Hallar la transformada inversa de Laplace. 


a) 

s '-5 


Soiucion 


Descomponiendo en fracciones parciales. 

25-6 _ 25-6 A B C _ A(s + 1)(5 - 1) 4 Bs(s - 1) 4 Cs(s + 1) 

5 3 -5 5(5 4 1)(5 — 1) 5 5 4l 5-1 5(5 4 1)(5 — 1) 

2s-6=A(s 2 -1) + B(s 2 -s) + C(s 2 +s) => 2s-6 = (A + B + C)s 2 +{-B + C)s-A 


I A+B + C = 0 A = 6 
-£+C=2 => B = -4 

\-A = -6 C=- 2 


25-6 _ 6_4_ _2_ 

,t J -5 5 5+1 5-1 
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r-i, 2s ~ 6, _ ,6 4 2 _ } _ 6 4e -/ _2 e > 


r'h— > = 


5 -5 


5 5+1 5-1 


b) r'c !^ +2 ) 


(s + 3)(s 2 + 2 s + 2) 


Solucion 


Descomponiendo en fracciones parciales. 


s - — 2s + 2 A Bs + CT" A(s + 2s + 2) + (5s + c)(s + 3) 

(s + 3)(s 2 +2s + 2) s + 3 s 2 +2s + 2 (s + 3)(s 2 + 2s + 2) 

s 2 - 2s + 2 = A(s 2 +2s + 2) + B(s 2 +3s) + C(s+3) 

s 2 -2s + 2 = (A + B)s 2 + (2A+3B + C)s + 2A + 3C 


A + B -1 

2A + 3B rC = -2 

2A+3C = 2 



s 2 -2s + 2 
(s + 3)(s 2 +2s + 2) 


17 1 12s+ 8 

- < —- ) 

5(5 + 3) 5 5“ +25 + 2 


r'i 


■2s+ 2 


(s + 3)(s 2 +2s + 2) 


} = r‘{ 


= H r > { 

5 


-1—)-—r‘( 

(s + 3) 5 


17 1 12s + 8 

5(s + 3) 5 ( s 2 +2s + 2 } 

— i +A r'{—|U- 

(s + 1)"+1 5 (s + l)"+l 



12 

- e cosr + 

5 


4 

— e senf 

5 


c) 


L -x, s~ — 2s + 3 
(s-l) 2 (s + l) 


} 
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Solucion 

s : -2s + 3 A B C A(s-]f+ B(s + \)(s-\) + C(s + \) 

(s + l) 2 {i + l) _ 5 + r 5-1 (s-D 2 (j + 1)(5 — l) 2 

s 2 -25 + 2 = A(s 2 -2s+\) + B(s 2 -1) + C(s + 1) = (A + B)s 2 +(-2 A + Qs+ A-B + C 


A + B = 1 
-2A + C = -2 
A-B+C=2 


aA 

4 

4 


C = — 
■> 


L"{ 


i, i*-2.v^3 , _ lf 5 


(5-l) 2 (5 + l) 


} = r'{- 


i 


i 


4(5 + 1) 4(5-1) 2(5-l) 2 


t) 


= -5—7} = -<? -~e'+~ 

4 5+1 4 5-1 2 (5 + 1) 2 4 4 2 


d) 




Solucion 


Descomponiendo en fracciones parciales. 


1 


_1_ 

(5 + l)(s 2 — as + a 2 ) 


A Bs + C A{s 2 -as + a 2 ) + {Bs+c)(s + a) 

s + a s 2 -as A a (s+a)(s 2 - as+a 2 ) 


1 = A(s 2 -as + a 2 ) + B(s 1 + as) + C{s + a) 

\ = (A + B)s~ + (-aA +aB + C)s + a ~ A -haC 


A + B = 0 

—ciA ~h aB + (A — 0 

a 2 A + aC - 1 



3 a 2 


C= — 
3a 
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—!—=_!_ L ( —) 

s +a 3a~(s + a) 3a~ s -as + a~ 


r 1 = L ~' , -tt( 2 *~ a 2 » 

s +a 3a~(s-ra) 3 a~ s -as + a 


= -^L ] {—}- — L'i — *~ 2tf J 
3a* s + a 3a* , a. 2 3a 

(s—) 4 -- 

2 4 


j —- 


Vi" 


= -4 r‘ {—} — V ! '• 1 f - L ' !- = ~TT 

3 a' s + a 3a" . a. 1 ja* , a 2 3a" 


(j-)* +- 

2 4 


( 5 - r+- 
2 4 


1 _ a , 1 S Vi Via 

= —-e--e* cos — T t +—rsen-/ 

3a- 3a 2 3a 2 3a“ 2 


■ I - J.35 
e) r '(•_=!££ j 

4s 2 +1 


Solucion 


i l-2%/3t 1 . 1 iJi 1 s 

| ——— } 

45*+1 4 5 2 + l 4 s 2 + I 

4 4 

1 

1 ,_l, ? , \/3 ! 5 1 />/3 / 

= — L {— -—}- L {-} - — sen-cos— 

2 -> 1 2 2 1 2 2 2 2 

— s + — 

4 4 


/7\ i 2s 3 +10$ 2 + 8$ + 40 

(3) Hallar L - — -} 

^ s-(j-+ 9) 


Solucion 


I II I 

Descomponiendo en fracciones parciales. ^ > • 9 ) = T ~T— 2 —c> ’ entonces 
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2s 2 + IO 5 2 + 85 + 40 




9) 



2s 2 + IO 5 2 + 85 + 40 

T 

S“ 


2i' 3 + IO 5 2 + 85 + 40 




9 


1 in 8 40 1A IQs+ 50 1,8 40 10s 50 , 

= -[ 2 s + 10 + - + — -( 2 s + 10-^-—)| ==-!- + — + -v— + ^r—I 

9 s s~ s' +9 9 s 5 * s~+9 s* +9 

j 2s 3 + 1 Os 2 + 8s + 40 l j 8 40 10s 50 , l /ft 1A ,50 , x 

L {-^— r -}= — L {—+— H —z - !— 7 -} =—(8 + 40/ + 10cos3/h— sen 3/) 

sV+9) 9 5 r s 2 +9 s'+ 9 9 V 3 


r'{ 


25 3 +105 2 +85 + 40 = J_ (24 , 20(+3Qcos3; 5Qgen3/) 

5 2 (5 2 +9) 27 


. *> v ‘ - 9 9 + 19 

■ v 4 ) Calcular £ 1 {—-—-} 

(5-l) 2 (5 + 3) 


Solucion 


Descompomendo en fracciones parciales se tiene: 


2s -9s + 19 ^ 


5 


C A(s - l)(s + 3) + £(s + 3) + C(s -l ) 2 


(s l) 2 (s + 3) s + 1 (s + 1 ) 2 s + 3 


(s-l) 2 (s + 3) 


2s 2 -9s +19 = A(s 2 + 2s- 3) + £(s + 3) + C(s 2 -2s+1) = (A + C)s 2 + (2A + B-2C)s 

\ A = -2 


.4 + C = 2 

-2v4 + 3£ + C = 19 

-3^ + 35 + C = 19 


2s 2 -9s + 19 


3 4 

- + - 


i = 3 __ 

’ r = 4 (5-1) 2 (.5 + 3) 5-1 ' ( 5 - 1 )'’ ' 5 + 3 


i , 2j" -95 + 19 


L'{ 


} = r‘{ 


(5-l) 2 (5+3) 


5-1 (5-1) 2 5 + 3 


= -2Zr‘{—} + 3r‘{ - !— } + 4r‘{— } =-2e' +3 te‘ +4e ~ 3r 

5-1 (5-1)' 5 + 3 


© Hallar U'{— 


S +2s + 3 


\ 


(s~ + 2s + 2)(s“ + 2s + 5) 


Solucion 
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Descomponiendo en fracciones parciales se tiene: 

2 *9” 4 25* + 3 /4s 4 B Es 4 D ( As 4 B)(s~ 4 2>? 4 5)+ (Cs 4 D){s~ + 2s + 2 ) 

(s 42s + 2)( s~ + 2.945) s +2s + 2 s^ 4 2s45 (5* + 2s4 2)(s +2s’ -5) 


4 + 2s + 3 = .4(5 3 + 2s 2 + 5s) + B(s 2 ^2s + 5) + C(s } + 2s 2 + 2s) + D(s 2 + 25 + 2) 
= (A+C)s 3 +(2.4 + B i-2C+ D)s 2 + (5A+2B + 2C + 2D)s + 5B + 2D 




A = 0 


A 4 E — 0 

2/4 + # + 2C + D = 1 

54 + 2Z? + 2C 4 2D = 2 

1 

B=- 

3 

C = 0 


5B 4 2D = 3 

1 

D = i 

2 

s~ 4 2s 4 3 

3 


3 

(s 2 4 2s + 2)(s 2 4 2s 4 5) s 2 

+ 2s + 2 s 2 

4 2.945 



1 

2 

S 2 4 2s 4 3 J 

- / 

, 3 

3 

(s 2 + 2s + 2)(s 2 + 2s + 5) 

— i - 

S 2 4 2s 4 2 s 2 + 2s 



1 

(5 + I ) 2 +1 




(5 4 I)" +4 


l , I - 

— e sen/+ — e sen 2 / 
3 3 



Calcular L '{—- - -;-} 

s*+4s 4 +135+625- + 1495 + 130 

Solucion 

factorizando el denominador se tiene: 


s ' 5 4 4s^ + 14s 3 + 62s 2 + 149s + 130 = (s + 2)(s 2 -2s+ 13)(s 2 +4s + 5) 

L7' {_1—-} = ZT 1 {— + B5 + C — + ?* + £ - \ 

5 5 + 4s* + 13s 3 +625- + 1495 + 130 5 + 2 5"— 25 + 13 5 _ +45 + 5 


1 | 218 85 + 8 I 2265 + 515 , 

4578 5 + 2 ( 5 -I ) 2 +12 (5 + 2) 2 +1 
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1 (218*~ 2 ' - g' r 1 { + 89 } + e~ 2 T' { 226 / + 63 -}) 
5+12 5+1 


4578 


—-—(218<? 2 ' -8e' cos V2r--^=L senVl 2r + 226e 2 'cosr + 63e 2 'senr) 
4518 Vl2 


(7) Hallar L~'{ ---} 

^ (5+ 1X5-23(5-3) 


(5+ 0(5-2X5-3) 


Solucion 


aplicando la formula de HEAVISIDE, /^(j) = 2 s 2 - 4 y Q(s) = (s + l)(s - 2)(s - 3) 


para Q(s) = 0, se tiene a ] = -l, a 2 = 2, a 3 = 3 


Q(s) - s 3 -4s 2 +5 + 6 => Q'(s) = 3s 2 -8^-1 


r>,_25^-4_ = i + jP(2)_^ + M e 3« 

'(5 + l)(5-2)(5-3) 0'(-l) Q\2) QX 3) 


2 # 4 2f 14 3 , e ' 4 I, 7 3/ 

—- e +—e H- e = - e H —e 

12 -3 4 6 3 2 


(?) Calcular i" 1 {-^£±1Z-} 

v-/ rt-9Vt4.iVc4.il 


(5-2)(5 + l)(5 + 3) 


Solucion 


aplicando la formula de HEAVISIDE. P(s) = 19s + 37 y Q(s) = (s -2)(s + l)(s + 3) 
como Q(s) = 0, entonces or,=- 3, a 2 =-l, a 3 = 2 

^(5) = 5 3 +25 2 -55-6 => 2'( 5 ) = 35 2 +45-5 

0’(-3) = -lO, g(-l) = -6, £>'(2) = 15 ; P(-3) = -20 , P(-l) = 18 , P(2) = 75 


, , 195 + 37 , . , P(-3) t £H) 

i (5-2)(5 + l)(5 + 3) / ' 'e’(-3)(5 + 3) 0'(-l)(5 + l) 


, A2) 

0’(2)(5-2) 


} = 2*T 3 ' 


-3e“' +5e 2 ' 
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(J) Calcular L [ { 


- ! -} 

(S + 1)(S 2 +1) 


Solucion 

Aplicando el teorema de convolucion se tiene: 


r‘{/( 5 ).g( 5 )}= I F(u)G(t-u)du = F*G , donde f(s) = L{F(t)} y g(s) = L{G(t)} 


1 


L-'{ - l - -} = U x {(—r—)}, donde 

• '■ s +1 s J + l 


(S + 1X^ + 1) 

1 


/(*)= 


g(0 = — 


5 + 1 
1 


S~ + 1 


F(/) = r '{—} = e- 

5 + 1 


G(t) = L {—-} = sen t 

s' +1 


r' ( - 1 


(5 + !)(s +!) 


-} = f F(u)G(t-u)du = \e ".sen (t-u)du 

+ 1) Jb Jb 


= j e "(sen/cosw - cos t sen u)du = sen t \ e " cosudu-cost 


" cos uda -cos sen u 


du 


,-*~ u cos u + e "sen u. F -e'" sen u 

= senr(---)/ — cos/(-■ 

2 / 0 * 


-e u cos w. J 1 


/ 0 


e f sent 


sen t e cos t 


cos t e * sen t — cos t 


(sen t - cos t) h—— + —-—(sen/ + cos/)-— = —+- 2 


.. L ] {- 


1 


(5 + l)(5 2 +l) 


} = 


e +senr -cosr 


lo) Calcular L '{— --} 

(r+D 2 


Solucion 


Aplicando el teorema de convolucion. L 1 {— -r-} = L 1 {—=-—.-r-} , de donde 

(5 2 +l) 2 5 2 +l 5 2 +l 
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|g(s) = - 


5^ + 1 


/(-*) = 


* 2 +l 


G({) - L x {——} = cos/ 

5 ‘ +1 

F(t) = 17 '{— —} = sen; 
s' +1 


£ _l {- 


- T~ — 7 )= f F(u)G(t-u)du = f 
(S"+l)" j Jb 


F(ii)G(t - u)du = I sen;;.cos (t-u)du 


-f 




= cosr( 


senwXcos^cosir + sen^senffV/ji =cosf I sen ucosu du + sent | sen “ udn 


sen 


: / 0 


,u sen w cos 2 / v 
sen /(-) 


r 

/; 


cos/sen"/ /sen; sen"/cos; /sen; 


l \—2 -- * 

<**♦!)* 2 


2 2 
/ sen; 


© 


Dado a > 0 y L {/(.v)} = F(t ), probar que: 


L >{/(as)} = -F(-) 
a a 


Solucion 


Sea - => £{F(fe)}=|/(-)-) 
a k k 


L{F(-)} = af(as) => F(~) = a L l {/(as)} 
a a 


r'{f(as)}=-F{~) 

a a 


12) Hallar L~'{— -z-^} 

(s 2 +a 2 Y 


Solucion 


Aplicando la propiedad siguiente: Si L l {f(s)} = F(t) 


L 1 {/(*)} = --£ ’{/'(*)} 

t 


l\ 1 : I -b. ! - - T ! • dedonde 

( 5 " +a~)~ t (s*+a z y 
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i {- 


I 


' I 


. , T } = -r’{—- j\ •••(!) 

(s 2 +a 2 ) 2 4 (s' +a’) 2 

aplicando el teorema de convolucion 

: ' . , } = r'{-r—-^2—}. dedonde = F(t) 

(s~+a~)~ s~ + a“ s^+a* s~+a~ a 


r t i „ sen at _ 

L {~ 2 - T )= -= G(/) 

s +a~ a 


L'{- 


(s~ + a~) 


——}= [ F{u)G(t-u)du = 
a~)‘ J. Jb a 

a Jh 

= -^Isena/ f 
a" Jb 


au sen a(t-u) 


du 


sen az/ (sen at cos au - cos at sen aw )du 


sen au cos audu -cos at f sen 2 az/^/zz] 


1 , sen~ au ,u sen2azz vl /' 

= — isen a/.-cosaz.(-)j / 

2a 2 4a / 


2a 


1 f sen J a/ /cos at cos 2 a/, sen at % J_ f sena/ t c os a/ 1 

? 2a “1 2a ' 2a 2 


(sen at — at cos at) 


2a* 


reemplazando (2) en (1) se tiene: L ! {— - - - } =—-(sen at - at cosat) 

(s 2 +a 2 )* 8a 


... (3) 




Hallar L" ] {ln(- )} 

+ 3) 


Solucion 


5(5 + 3) 


- L 1 {In (s 2 +1) - In s - ln(s + 3)}; aplicando la propiedad siguiente. 
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L 1 {f(s)} = -~L '{f\s)} dedonde 
t 


r 1 {in(-^L)} = -ir 4 {-2£— -—U = --(2cos/-i- e - 3 ') = 
5(5 + 3) l s' +1 5 5 + 3 t 


Calcular L 1 {ln(l 


Solucion 


r'{ln(l+- 2 -)} = r 1 {ln(5 2 +/t 2 )-lns 2 } =--ZT'{ * - --} =--[2cosfo-2] = 

5“ l S'+IC S t 


r'|ln (| t ^)}- 2 - 2cosfa 


Calcular /. 1 {ln(l+-1-)} 

s' 


Solucion 


r 1 {ln(l+4 r )} = r 1 {ln(5 3 +l)}~3r , {ln5} =--L~ ] \— }-3Z J {-} 

5 t 5+1 A 

1 7 -i f 1 25-1 3 1 . „ 2 V3 .. 

-—L { - 1 -} =— (e -hie cos—f-3) 

t 5 +1 s~ - 5 + 1 5 t 2 


3-2e tl2 cos^-t-e 1 
L~'{ ln(l+—)} =-2— 


t 


2 2 

Calcular ZT 1 }-ln (^——%)} 
5 s" + b~ 


Solucion 


2 1 
1 „ .s' * a 


L '{ln(= L '{ln(s 2 +a 2 )-ln(i 2 + Zr)} = --Z --— , ~ \ } 

s* +b t s'+ a s'+b- 


1 ^ f 2 cos bt -2 cos at 

= — (2 cos at- 2 cos bt) = - 

t t 


-2 cos/ 
t 


2-2costo 

1 
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,s 2 +a 2 ^ f 2(cos/w -cosau) , 

L {—ln(———)}= - du 

s s' •+■ b~ J) u 



Calcular L ] {ln 


(s + 6)(5-c) 2 


Solucion 


L l { In 


^ u V . = i ! {ln(5 + a) + ln(5 2 +c 2 )-ln(5 + />) -21n(s~c)} 

c s+b)( S -c r 


l,-i, l 2* 
m £ I •* % 

/ s+a s*+c' 


1 

.s + /> 



.?-c 


= --(e at + 2cosrt-e~* -2e c ') 
t 


e~ ht + 2e rt -e al - 2 cos ct 
t 



-As 

Evaluar Z _1 {—---} 

(5 + 2)" 


Solucion 


Utilizando la propiedad siguiente: 

{ F(t - a) para t > a 
0 para t<a 


L-'{ 


l^} = e- 2, L-'{\}=te- 2 ' =F(t) 

(5 + 2)' 5 - 


L'{- 


-} 


U + 2) 


U 


{—--} = F(t - 4).//(/ - 4) = (/ - 4)e- 2( '- 4 V(/ - 4) 

(5 + 2) 2 


jF(r-4) , t > 4 
{ 0 , r<4 


r 1 {- 7 } = (/ - 4)e~ 2( " 4) v{t - 4) 

(5 + 2) 2 



Calcular L ’{ 


s } ( \-e~ ls ) 


Solucion 
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Como — — = 1 + x + x 2 + +..., para I x | < 1 

1 - A* 


= 2 '+e^'+... + e 2 " + 


l - e 




entonces 


«=o 


i e 2ns 

~-;— = > —— , aplicando la inversa 

4- r' 

*=0 


L~'{- 


i ^ —«» “2 A.v ^—2 a/a w 

., - L vt=i' i iyvi = X ri,L T-i=y 
- A- > t? 5 t? ' ts* 


/=*(/ - 2«);/(/ 


F(f)*ZT 1^} = ^- => F(f-2*)- ^-p t 


— : Z 

/t=0 


u-2 nr 


><(/-2n) 


Hallar ZT‘{——-} 
(s-+a 2 ) 3/2 


Solucion 


como L 1 {J 0 (at)} = ^=J= . derivando L{—J 0 (a/)} =- =— ** ? 

y5~ + a~ {s + ct ) 


L{tJ 0 (at)} = --—-, tomando la inversa 

(s~+a^Y “ 


tJ 0 (at)=-aL '{——^-^rr} dc donde L{ , 

(j +a ) (s~+<r) 


1 /./„(<!/) 
? * 


1 , /^|(«A) 

■ ”71 —^ tt ! = —:— 

(s +a~) ~ o 


Calcular F(t)=_L ~'{-^—?-} yF(12) 

5 cosh(2^) 


2n), donde 


a 
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Solucion 


cosh 25 = 


2 s —2 s 

e + e 


2 2<T 2v 


cosh 2s e u -r e 2 ' 1 + e -45 


2 ^ (1 -e- + ,--e-- + ...)=^X ( - ,)fl * 


„-2* 


5 3 cosh 25 5 3 (I-f(?~ 4j ) 5 3 

X -it 

=4Z ( - 1)V_<4 " +2,i = 2 Z ( - ]) " 


/;=0 


- (4/J + 2).? 


u=0 


«=0 


i X - '’ (-1)'V ,4 ' ,+2,A ' ,-‘ 4 " +1)s 

F(t) = Z. - {— j—- } = 2L-'{Y ( — -r- } = 2 ) (- 1 )"/. {-- 3 -} 

s cosh 2 s s' s 

n-0 n-0 


X 

= 2 * “ 0‘ M (7 - 4/i - 2) 2 //(r - An - 2) de donde 




/**(/) = 


ahora 


0 si / < 4/2 + 2 

X 

y 1 (-l)"(f-4« -2 ) 2 si f > 4w +12 


«=0 


F(12) = Y(-lAl2-4„-2) 2 =10 2 -6 2 + 2 2 = 
»=0 
PC 

puesto que ^ ^ (-1)"(12 -4/? - 2) 2 , 12>4n + 2 


68 


exp(-) 

22) Calcular L ' | -f-} 


exp(aA') 




■ = <? => e 


Solucion 


=z- 

* m ! 


m=0 


m*-0 


m ' 5 


“ p< T ) 1 ,y_2 

^ m\s n 

m -0 


/i+l 


/JJ+W + 1 


, se tiene: 

























Transformada Inversa 
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a 

exp( ) —, i __ —, m .m+n , ^^ / /~7 \2m-rn 

r't-j-)= = X i/ v - ( ~) n/2 y , =(-) nl2 i n (24Zt) 

s s + ^umMm + nV. a £-Jm\{m + n)\ a 

m =0 m =0 m=. 0 


donde /„(/) = V --- (-r""" 

" sLjm\(m + n)\ 2 

m=0 


funcion de Bessel modiflcada. 


2e 2 senh(3 + —) 
Calcular ZT'{--- — 


(s + 6) 


Solucion 


t h 


3_1 - 3_1 

\ y & C ~ — V 2 z ■> 

2e 2 senh(3 + -) = 2e 2 (----) = e 6 ~ s - e~ 2s 

2 2 


r . tl 2e 2 senh(3 + 5/2), , / s -e 2i , 6 , e s , A ,, <? 2i , ,,, 

L »-:—rg7j-} = i t-—^77-} =eI >:—•••(') 


(5 + 6 ) 


(5 + 6) 


.9/2 


(5 + 6) 9 2 (S' -h 6) 




'(5 + 6) 9/2 


+(9/2) I05yjx 


...( 2 ) 


, 2e 2 senh(3+ 5 / 2 ). ^ I6<r ,,, ~ 1, (/-l) 


L-'{ 


(5 + 6 ) 


~ 2 -”} = * 


n?'2 l 6e - 6( '- 2) (2-2) 72 


105V/r 


M'-D- 


105V^r 




3-4 


_i 2e : senh(3 + 5/2) 


r{—- —\=\e n -- 6t (r-\) 7l2 vV-\)-e l2 - 6l (t-2) ll2 M(t-2)\—^ 

(5 + 6) “ 105 yjx 


16 


-1 

Calcular L 1 

yjs 


Solucion 


-i X 


• =y (-!)*—=>/. = y Hr -L,- = yHr— r 

^ „! £ »! S " sTs t? .!,■+ 


entonces se tiene: 


/ 7=0 n= 0 ’ w=0 W • V 

=yizoy± = y 

^ —„!r(«+^) 

2 2 2,1 .n! 
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Z (— 1)"2 2 "/" 2 (—1)"(2V7) 2,> cos(2V7) 

■Jn(2n)\ \Jlrt(2n)\ yfjrt 

n =0 

. ,-i, e 5 ,_cos(2>/f) 

•• { V7 ,_ 

(25) Calcular 

V “" S yjs 

Solucion 


r / 4 r 6 

Por definition de la funcion J n (t) se tiene: J n (t) = 1—- + ——- ——;— t*’ 

2' 2’.4' 2*.4-.6* 


2 2 2 2 2 ’ 

+ (-+ - 1 - 5 ~ + — 5— 2 — 2 - 2 —i— 2 —i 

Vs 2 2 .s 2 2 .4 2 .s 2 2*.4-.6 \s 


2 , _2_ 2_j _j_i_ _i_ 

J Jol ^'Vr’ + 2V 6 2 s 4 + 24 2 .s 5 ' ~s s 2 ' (2!)V (3!)V (4!)V 


=i__L+. 


1 


1 1 


w-\ f l , , 2 X1 , r r 4 (-l)V , 

L {—Vq(— p=r)} = 1 — M-7- — ——r -J + *" "*-^ + ... — / - 

5 °\/7 (2!) 3 (3!) 3 (4!) 4 ‘ 1 


In'Y 


=o 


(«!r 


26) Calcular L 


1 , 


85 * 5 


85 + 5 


(s + l)(s 2 +45 + 5)(l-£ , ' 9 ' S ) 

Solucion 

A Bx + C 3 1 1 3s + 25 


- + - 


(s + 1)(5 2 +45 + 5) s + \ 5 2 +45 + 5 *2 5+1 2 5 2 +45 + 5 

3 ( 1 1 3(j + 2) + 19j 

2 5 + 1 2 (5 + 2) 2 +1 


* 3 11 3(5 + 2) + 19 3 3 19 _ 2 , 

1 2 5 + 1 2 V (5 + 2)' +1 2 2 2 


































Transfermada In versa 
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= — (3e~ r +3e~ 2 * cost +e 2/ sen/) 


\~e 


-3 5 


= I *'* + ...+ e 


i- 


,-Jim 


/?—0 


ZT 1 }- 


85 + 5 

(5 + l)(5 2 +4i + 5)(l-e' 9s ) 


: = r'i(- 


3 1 3.V + 25 ,.y 




2(s +1) 2 s 2 +4i + 5 - 

# 1=0 


)) > e 


= y_2 r . { £^ } _iyY'i 

Z-i 2 s + 1 2/j 


,(3s + 25)+ m , 


*t=0 


«»0 


s 45 + 5 


— 3ns+3n i »—• /o i a\ -Vm »6w 

IV 1 -2/7-1 ,(3s + 19)e 


* -IVe-'r'ii—..iy, 

2 5 2 -__ 


M=0 


n=0 


J-+1 


>y. >■/. iy, / : 

s 2Z-j . 9 -+i 

«=0 w =0 


r. ic 

= '■ -W-3,)^y e 2(/ 3 ' 7) [3 cos/ + 19sen t]/u(t -3/?) 

#i=0 ~ #;=0 

oo 

= -- y [3e~ i ‘~ 3n) _e~ 2< '~ 3 ” 3 (3cos# + 19sen -3ft) 


/!= 0 

-6s 

Hallar L 1 {--arctg(5 2 + 45 + 4)} 

5 


Solucion 


? 2s + 4 

Sea f\s) = arctg(s - 4- 45 + 4) => f\s) = --- 

(5 + 2) 4 +1 

r 1 if is)} = -- L~ r {/'(*)} = { 2j + 4 ■* 


*- l . > 

t (5 -f- 2) 4-1 


1 


25 


2/ .-I ( 25 « _ e 21 i I <• 

— ~eLl i i L \ - - /— S 

t 5+1 t (5* + yj 2s + 1)(5‘ — v25 + 1) 
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c .. 5 , As + B Cs + D 




t S 


+ jls +1 s' + \j 2 s + 1 


' r‘<-u 


? yfl ^2 , 1 x2 / V2,2 / 1 x2 

S 'T ^ ( T +( ^> 


]) 


B T 

e -2' '+ 1 1 

-[e 2 sen(^=0 - ^ 2 sen(—=7)1 

2t V 2 v2 


75 _V| 

c 2 ' <T 2 ' .V2 

-sen(— r=)[ -] =-sen(—=)senh- 1 

21 V2 2 t V V2 2 


I {arctg(s“+4s + 4)} = — 


e “ sen(^=)senh j t 
v 2 2 


-6> 


L {--arctg(5* +4^ + 4)} 




tf 2( " 6) sfd(^7-^)8enta ^(#-6) 
_v2 2 

w - 6 


/i(i/ - 6 )du 


28) Calcular L 


4 0 

— e 


s ' (4 + 2e 1 s ) 


y halle el dominio de existencia de F(t). 


Solucion 


4 - e~ bs 4-e~ bs 4-e~ bs e~ 2bs e~ 2bs 


-d 


s 4 (4 +2e~ bs ) 45 4 (1 + £ ^ } 4,? 2 4 




'Ph-*^-V=£ 


4-e~ fes „ e " h! ' y» (-l)" e~ (,,+1>J 

4s i * i 2" ^ 4i 4 '' 2" 2" ' 5 4 4s 4 

«=0 n= 0 «— 0 

\s 4 (4+2e~ fa )' * 2- 2" s 4 4i 4 ' 4 2-j 2" s 4 4s 4 

v ' M-0 /1-0 





































Tvansformada In versa 


635 



I V<-1)" A'-nbf 


4 2—i 2* 

»=o 


- n(t-nb) - 


(i-(n^\)bY 


jj(t-(n~\)b)] 


= — 5^ ( 11 [4 u - nb) y fj(t - nb) -(t- (n +1)6)' //(f - ( n +1)6)] 

24 4__< 2 


v F(t) en nb < t < (n + i)b 

i r 

Demostrar que: J 0 {?) - — I 


^ !^o (F)I — 


1 


e ,w (l-w-) 2 ciw 

Solucion 

1 I 


yjs 2 + 1 >/$ + / V * 


; aplicando el teorema de convolution se tiene: 


r’{ 


1 , _ t 2 c^ , ‘ 


V-s + / 


I t V 

; r‘h — — 

Vi'-Z v^r 


. • i -4—4-,. f" V ■' - 

^5* +1 v^-i J V-T v/T 


** 




=1 fe 4w - J "'w Ht-u) 2 


da 


Sea u = tv => du = t dv, cuando u -► 0 ; v -■» 0 , u -» t ; v -* 1 




c/v 


■MO : 


if - 1 J J W ; 

— j e" (/ 2v) v 2 (£ - v) 2 Jv , ahora hacemos w = 1 - 2v => dv = —— 


cuando v —» 0, w —> 1 y cuando v —* L w —► -1 


= i r> < !^r5 ( i44)'4-^) =. jV-d-rH 


Ju 
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30) Demostrarque: J 0 (0=— cos(/ cos&)d6 


-if- 


Soiucion 


^0 - 0, w~ 1 


Sea w = cos 0 => cuando «{ . Utilizando el ejercicio 28) se tiene: 

= /r, w - -1 

d 0 (i) = — f 2 dw ’ = — f ^(l-cos 2 0) 2 (-sen 0)d0 

K /T J T 


= — f e irci * 0 dO-— I [cos(/cos0)+/sen(/cos#)]d# =— f e lt ™ s0 d9+— f szn(tco$0)dG 
n l n J T 7i i n A 

iguaiando la parte real y la parte imaginaria se tiene: = “ I cos(rcos0)c/6? 

^ Ji 


r 2 1 

Probarque Z. 1 J/ 2 f rt i\ l t )} =—^=arctg(--=) 

V'T5 \/ 5 

Soiucion 


c : 

Se conoce que: e - y - - —, sea x = it 

/i—o 


-, integrando de Oat. 

n\ 

«=o 


f . y • r * yni!_iL_ / yi^_ 

J n\ J w!(2« + l) / o «!(2« + li 

„=0 ;/=0 


r 2 (— i) i 

, - I . dli • -w > 5 - 

j j. ./- nin» J.1 


V^^rt!(2» + 1) 
#?=0 


J n— 

r 7 ( — 1)" i 2 

f (v//)=-J=- > - . multiplicando por / 2 

L-j n\(2n +1) 

«-0 














Transformada Inversa 
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t 




2 (- 1 )"/" 

•Jn (2 n + l)w! 

n= 0 


tomando la transformada 


+ til* -^7. 1''^ i-^Y ur\ .iVJi 

v.T ^{2 m + 1>m! ^^{2n + l)n! >/* £*(2n + \)s'" x 

/r=0 «-0 ir=0 


«=0 


V '^^(2« + l)/^ 47s^2n + \ 


)*"*' =-4=arctg(-' 


- / \ i~ I ~ I - OlVLgV r- 

2 ylTTS*—* 2/7 + 1 Vs wNTS VS 


^•{ / 1 */fr (n/^)} = 1 1 arctg(—r) 

>!xs 


(32) Calcular jf JC8 f 1 - JCl <fa 


* 2 +l 


vT 


Solucion 


e 37 sen a7 dt )dx 


r x sen xt 

——-— dx , tomando Transformada de Laplace 
x +1 

■ f 77i i|sei '” , ‘ fa= I '^-TTr’* 

1 , X . 1 ,S7t 71. n. 1 . 

-r— -|5.arctg - arctg.v] / =^— 

, — 1 s 1 0 s — l 2 2 2s + l 


5-1 

l.ucgo £{F(r)} 


■“f 


s sen xt 71 1 

—-— ~-dx\ = — (——) tomando la transformada inversa 
,v 2 + l 2 j + 1 


no-i {4(4^)) .4. 

2 j + I 2 


f 


xsen xt , ;r<? 


.r 2 +1 


dx = ■ 


(33) Calcular J cosx 2 dx 
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Solucion 


-f 


Sea Fit) - | costx~dx , tomando transfonnada 

; > o r 


L{E(t)} = e Sl { f cos tx 2 dx)dt = e st cos tx 2 dt)dx = | L{costx 2 \dx = J~ . S - </v 

sea x 2 = s tzO =^> 2x dx = s. sec 2 0d6 


cuando x -» 0 ; 0 —> 0, cuando x —> oo , 0 = — 

2 


f* sdx _ p> s\sec“ OdO 1 j *2 dO 

1) s 2 +a 4 Jl (a 2 ■+■ s 2 tg 2 0)2yjstgG 2 Jj yfstgO 


2fs X 


f" cos' 2 <9.sen 2 6d6 = 


2VU 


1 2 cos 4 6>sen 4 O.dd 


I r <2» r <4> I r( '-4 ,n j> _1 
2 yj~s 2 p/—+J_) 2\js 2 

4 4 ' 


T r 1 f „ 1 /2 i _ ^ ,-1/2 _ 71 

f' (j) r~ ^ {S } f— t r— 

2V2 2v2 2v2r i 


2\/s 2. sen — 2>/T>/2 2^2>/7 


f ^ 

,\ F(l) = I cos x~dx = —— 

J, 2V2 


Calcular 


Sea F(t) 


dx 


r cos n 

J x 1 * 

_ p cos nxt 
Jb x“ +1 


Solucion 


dx , tomando transformada 


r _ c , r co snxf , v , 

e ( - d.x)dt 

Jb Jb x'+l 


-r-^r 

A' +1 J} 


e~ st cos nxt dt)dx 


{* i r i *5 

= I — 5 — I{cos/?xr}dv = I (——- T^^dx 

Jb xr +1 Jb A" +1 S~ + n~X 




























Transforntada In versa 
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-f 


sdx 


(x 2 +l)(s 2 +n 2 x 2 ) 1 * 2 +l s 2 +n 2 x 2 s 2 -n 2 


sn~ j dx 


S , n «, /" 5 ,T rt/T, 7T5 /I 

--7l ar< *g*- arct g^r / =—-r — -— =-j-—0-) 

r-« 2 S 2 / o 5-rt- 2 25 2(s 2 -n~) s 


L{F(t)} — 


7i(s-n) n 


2 (s + n)(s-n) 2 (s + n) 


F(t) = L' \ * } = 

2(5+ n) 2 


c/ix r c ° s nx . 

F(,, ■ 1 7TT*'— 


Calcular I ] {—^=r} 
s-Js 


Solution 


L~'i— ^=}=r 1 {^i^} = r 1 {-3 T +- p 3—} 

5V5 +1 


S — yjs 5“ -5 yfs(s — 1) 


= e , + e '[^ , {-.—=}] -«'+e , ir , {i}*r , {- 7 i—}i =^'+ e '[i*4=i 

•5 >/5 +1 v s + 1 \//r r 

= € ,/ + I —==du , V = V// => ll = V 2 => = 2vrfv 

Jn yjxu 

U - 0 , V = 0 , U —> t :=> V-\/t 


i J ^ -v 2 

=e+e{ 7^i e 


dv\ =e' +e'f er {Jt) = e‘(\ + f er {t)) 


12.17. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


© 


Hallar la Transformada In versa de: 


a) / 

S(S-TT) 


b) 

5(5 + a) 
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«) *''l— ^T> 

(s + 2) 


s +s~-2s 


g) ^'(- r 

5 + 25-6 


o r ‘{— 2 


3 ^' +45 + 2 


Rpta. a) F(t) = 2e ~2e 2 senh“/ 


_ senh(V5?) At* * 
C) f(,) '+5 

e) F(0 = e 2( — 


h) 

j) 

b) 


5 2 -l 


5" + 45 


F(t) - e at - 2e senh — 


d) F(t) = 2 cos 3/^ + sen 3f 


0 


F(/) = 2+e' -<+' 


© 


g) / r (7) = 6<? ' cosh V7/—— £ 'senhV7/ 

V7 

h) F(0 = 2 cosh t - 6 senh t 

5 V2 16 + , n/2 

i) F(t) = —e 3 cosh-/- 7 =e 3 senh-£ 

3 3 3s/l 3 


j) F(t) = e 21 cosh 2/+ lOe 21 senh2< 

Mediante fracciones parciates, hallar la transfemrada inversa de Laplace. 

. 1 


Z+ ' + 3 } 

l (s + l)(s-3) 

Rpta. 

++1, 1 

Rpta. 

r'i —i 

95 2 +65 + 5 

Rpta. 


Rpta. F(t) -t- \ + e 1 

. 1 » cos 2/ sen 2/ 
















Transformada Inversa 
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d> 

5(5 + 1)' 


Rpta. F(t) = \ + e ‘ -3te 


e) r'{ -—:-} 

s(s + 2)(s-l) 


Rpta. F(t) = \-2e~ 2 '+e‘ 


0 

r-i-6 


Rpta. F(t) = 5e 3 '-2e~ 2 ' 


g) r ; {^—L, 

5 -5 


Rpta. FU) = \-^e~‘ + ^e‘ 


h) r'{ 


. s 3 +16s-24 


/+20s 2 +64 


} 


_ N cos2/ _ 2 . sen 4/ 

Rpta. F(t) = -sen2/ +- cos4/* +- 

F 3 3 2 


0 zr'{- 


5 2 -3 


-} 


(s - 2)(s - 3)(s z + 2s + 5) 


1 i, 3 v 29 151 

Rpta. F(t) = - e 2 ‘+ — e M - e cos 2 1+ - e sen 2/ 

13 10 30 390 




i) , I 


Rpta. Fit) = — e~ l ——cos t — sen t 
2 2 2 


(s + l)(s'+l) 

Mediante la formula de Hoaviside calcular la transformada inversa de Laplace. 


a) Z,' 1 {—2 £j-H— 

\s + 2)(s-3) 


Rpta. F(t) = 3e~ 2 ‘-e 3 ' 


b) l~ 1 { 19 * + 37 ; 

(s-2)(s + l)(s + 3) 


Rpta. F(t) = 5e 2 ' -3e ' -2e 31 


c) ZT‘{ 2S 65 + 5 } 

s -6s 2 +1 Is —6 

1 


d) ZT*{ 


} 


(s + l)(s 2 +l) 


Rpta. F(t) = ^--e 2 ' + -^-e 3f 


Rpta. F(t) = ^(e '+ sen/-cost) 
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«> 

s - s-6 


Rpta. F(t) = 5e 3< -2e~ 2 ' 


0 L-'{-^±± -} 

65 + 75 + 2 


Rpta. F(t) = 


e- ,!1 1 


3 


2 3 


g) L-'{ 


1( 27-125 


} 


(5 + 4)(5 2 +9) 


Rpta. F(t) = 3e- 3 cos 2>t 


h) r'{-—-} 

(5 + 3)(s +25 + 2) 


Rpta. F(t) = -je 3 ' +^e '(4cos<-3sent) 


0 r‘{- 


5 2 -3 




(5 + 2)(5-3)(5 2 +25 + 5) 


x 3e 3 ' e’ 2( e”'cos2 1 9e'sen2r 

Rpta. F(f) =- + 


50 25 50 


25 


j) L~'{ 


-} 


(s 2 -2s + 2)(5* +25 + 2) 


Rpta. F(t) = —senht.sent 


(4) Encontrar la transformada inversa de Laplace. 

a) r‘{ 


—},a 2 *& 2 , ab*0 


(5 + a' )(5 2 +b ) 


b) L '{ 


(5 2 +a 2 ){s 2 +b 2 ) 


}, a 2 y* b 2 , ab ^ 0 


c) ^{73 - ; , - r ). *r ■ 

(s‘ + a* +6*) 


© 


d) L '{ —4 :, -} 


e) r'f ,. 7 ^— } 


5(5 J +1) (5-3)(5 + 2)(5-l) 

Hallar la transformada de Laplace, mediante el teorema de convolucion. 


















Transformada Inversa 
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a) r [ l -!-! 

(S +3X5-1) 


b) L~'{ -!-] 

<s+ir(A-n 


c) r W } 


d) } 

s 2 (s + 1) 


e) L'{ 


i, I 


(s + a)(s-b) 


}, a* b 


js 


0 


8) 1 (—r—r> 

+ir 


h) ^tt-^ 

(s +4)- 


(7) Hallar la transformada inversa de Laplace de: 


a) r'{--- -} 

5" + 2.V -r 5 


C) L {— 


A -5 


5“ -65 + 13 


b) r {-- } 

s -6 a + 13 

d) £-'{ . 2 ' S ' - } 

s~ + 4s + 29 


(S + 1) 4 


0 


(.s + 2) 3 


g) r'{- ^ 65+5 


s* - 6 s 2 +1 Is -6 


h) L {- 


3s -8 4s - 24, 


s' +4 s 2 —16 


i) L i : v ' 1 

s\s-ti) 


j) L-‘\— -} 

65 ' +7.9 + 2 


k) L {-— £±3 -} 

s 4 -16s“ +100 


s +. 


1 ) L~'{ -—} 

(s + l)(s-+4) 


id r'{- 


,v+1 


-} 


(s 2 + 1)(s 2 +4s + 13)‘ 


m) L {- 


(s + l)(s + 2) 3 


(7) Hallar las siguientes Transformadas mversas. 
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a > L H—2 


5" — s + 3 


-} 


5' +65- +1 15+6 


b) /- {- 


5 " - 2s 2 +1 J 


0 r'{ 


(5 + 2) ; (5 2 +l) 


d) zr'{—^-f—} 

(5 + l)(5 2 +4) 


e) t 'I- S “' 


-I 


(5 + 3)(5 t 25 + 3) 


0 r'{ 27 1 r v } 

(5+4)(5- +9) 


g) L iz — n>0 

(s-l) 


h) £-'{ , 25 , } 

Or+1)' 


1 , 3j 

i) r 1 {-^— T 

(5 2 +l) 2 


j) r{ ^IT } 

5 +1 


© 


1 t C ' 

Si L 1 {-} = —- , n>-l, calcular: 

5 W+l f(/I + l) 


a) I. { —'—\ 

(5+1) 


b) r't—} 

X 


, ,-,,3(5 2 -l) 2 , 45-18 (5 + 1X2-5 1 ' 2 , 

c) L {- 5 -+ -- r +- 2 -' 


9-5 •* 


d) 


5 


® Hallar la transformada inversa de Laplace. 


0 

s 5 * 35 + 2 


, .V + 2.s 

a) L~ ] i— - -t} 

(5 ‘ 4- 25 + 2)' 


1 . s~ 6.V + 7 

b) L -7} 

(s~ — 45+ 5) 2 


,,5 3 +85 2 +22(5 + 1) 


C) L-‘{ - f 


e) 


(5" +65 + 10) 

2(.v J +2.« J - 5-47 


} 


(.5^ +4.5- 13)* 


—} 


; .s' + 3\* -5-3 

d) L |—5- -} 

(.s- +25 + 5)- 


0 L -'{ 2s , V ~ | ~t } 

(5 + l)'(5* ^1)* 





























Transformada In versa 
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g) IT'[ 


r-10j-25 


j j -255 

Hallar la Transformada inversa de Laplace de: 


6 5* +75 + 2 


a) r'{ln(—)} 

s -1 


b) 

2 s +1 


c) r*{ln(^,} 
s + b 


d) 


ZT'{ln(^±j-)} 
s(s + 1) 


. 1,1 , ,S -1 


e) L~ {-ln(——)} 
l 5* 


0 


h) i ' lfln< +-+» 

s(s + 3) 


i) 


r'(lin ( £ii)) 

5 5 + 1 


j) 

5 $ +b~ 


k) i -' {5 ] n( _^ ) + 2} 
5 + 1 


') ^'{^ln(4 ± 4)} 


s 2 + b 2 


II) r l {in( ($ + a)( ^ +c ' ) n 

(5 + /?)(5-c)" 


(7l) Hallar la transformada inversa de Laplace de 


a) L {arctg(5+l)} 


b) 


L '{—arctg(—)} 

5 5 


c) r'{-cos(-)} 

5 S 


d) 


L {arctg(-^-)} 


e) L {arctg(5+l)} 


0 L 1 {arctg(—L.)} 
5 + 2 


-45 

g) L ' {^r arctg(s 2 + 4s + 4)} 


h) 


L '{s 2 arctg(-)} 

s 


12) Calcular la Transformada inversa de Laplace de: 
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a) r'{-(i+ 4 r 12 } 

5 5 J 


b) rl| ^r' 


5 < 5 ~ + 1 ) 


d) L~'{e 


el £ ++ 


n r'l—i-=( 


(S-l)yjs 


g) L '{— '== > 
yjsyjs + l 


h) r'{ _ ■■ - 1 - } 


yjs~ +4^ + 13 


i) 

l 

se’ +1 

k) 

1} 

m) 

£ -ij (s + 3)e ' 


4s 2 -45 + 9 


j) l 1 ( , 1 — > 

\Js -a+ b 


1) L-'{e~' ls -\} 


© Hallar la transformada inversa de Laplace de: 


a) r'{ 


(s + l)(s + 2)(s 2 + l)(l-e~ 2 *) 


} b) L'{ 


(s-l)(s^2) 2 (\-e- 2s ) 


c) L~ l { 


s(s 2 +2s + 5)(e J +l) 


d) r'{ 


3s + 5 


(s + l)(s 2 +4s + 5)(l-e 3s ) 


Para a > 0. Demuestrese que: de L 1 { f(s)} = F(t ) se sigue que 

r l {f(as+b)} = -e “F(-) 
a a 


Dado F(t) — L l {— --—-—}, calcular F(10) Rpta. F(10) = 344 


5 senh(35) 
i l - r ) = e , (- f - s 

1 + S 711& 


Verificar L '{—— j=) = e { ( .— + f er (yft)- 1) 
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~S\JX 

-I ,< , 4' 


X^ 4 1 


17) Verificar L {—?=r-} = 


sis yjnt 

Demuestre que: L { -=- - - 

yj S + \ x- \ S t 


, . 1 . t n e~ 


19) Demuestre que para n € Z T , se tiene: L 1 {-—} = 


(s + l)" +1 n\ 


20) Demuestrese que para m >-1: L {-——} = 


(5 + a)'" +l r(/n + l) 


2^ Halle la formula para determinar: F„'U) = L 1 {—-—\ - n e Z 


s"(j 2 +l)' 


Hallar FU} = L ^^Z^L^^ } 
(s 2 -2s + 2Y 


4 a 


Evaluar L ! {— : --} 

(s + 2? 


Rpta. F(t) = -e 1 [cosf + (t - /r) sen/|/i T (/) 
Rpta. F(/) = ^(/-4)V 2(, "*V(f-4) 


3» 


Si F(t) es continua para t > 0 y F(t) = L 1 {-r} evaluar F(2), F(s), F(7) 

(5 + 1) 

Rpta. F(2) = 0 , F(5) = 2e~ 2 , F( 7) = 8<?“ 4 


Si F(t) es continua para t > 0 y F(t) = L '{——-————-} evaluar F(l), F(3), F(5) 


Rpta. F(l) = 1 , F(3) = -1 , F(5) = -4 


26) Hallar i 'j- 


{s+a)sTs z + b 


Rpta. F{t)=e al I e a 'J Q {bt)dt 


l 


Si H(s) = ln(l + . = = ) calcular F(t) = L 1 {//(^)} 

Vl + s 2 
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Mostrar que para cualquier entero n > 1, a * 0. 

r ' { , ■ 2 1 T~ }dt 

(s~ + <r) 2n Jb (s‘ + a“) 

\ 

Utilizando el resultado del ejercicio 27), para demostrar que: 

L~'{ - — r } = —!— f< f> f f t sen tdt ,n' 

\s 2 +a 2 r ' 2”an'. X i, J> X 

30) Dado c > 0, s > 0 y F(t) = L 1 {/( 5 )}. Pruebe que 


1 veces. 


@ 


I ‘ /(V> ;, 2 V (< -2nc-c)U(t-2iic-c) 

cosh(cs) 

>7=0 


30 Calcular ZT'{— 


V(5 2 +25 + 16) 3 


Calcular Z. _1 {-J 0 (4r)} 
5 V5 


_ _ 

■ 1 Rpta. F(t) = -^j= ^ senyj\5(t-u)J 0 (y/\5u)du 

Rpta. F(t) = V — 


>7=0 


( -1 )"t" 

(n'.f 


33) Calcular la transfonnada de Laplace: L { 


1 


s(as + l)(as + 2 )...(as + n) 


Rpta. F(t) = —(l-e ar ) n 


n\ 


Hallar F(t) = L~'{— -} 

se s -1 


35) Demostrar que 


Rpta. > 7 (» = T 


>7=4 


V-ny >(f-4) 
(h-4)! 


r‘{-L=+— ~+~ 1 L=} = -^(]+e-')-(\ + e')f er (/t)+^ r f e ,.(cH) 

l+Vl+5 1 +\S S\ S + (2 yjfft sl a 


Calcular L l {— 

s-yjs 


37) Calcular L 1 { L -} 

yjs-a +b 
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, , 2s* + 145' +16 

Calcular L {—— 


s 


(s : +1)(5 2 + 2)(5 2 + 7)(1 + e~ 5 ') .s 4 + 4 a 4 


{39) Hallar Z.~'{ 


_i,5^* + 5 3 + IO 5 4 + 65 " +255” +95 
5 8 +1 65 6 + 945 4 + 2405 2 - 225 


} 


(40) Encontrar L '{——— 7 5 , + ^ 5 . (41) Encontrar L ‘{ 

(5-l) 2 (5-2 ) 3 


1 ( 45 3 + 185 2 +305 + 17 1 


(5 + 2) 4 


42) Encontrar L {—- 


s' -2s 9 >5 


(s -4 5 + 5)(s^ -2s + 5) 


} (43) Hallar Z.~'{-!-} 

V J l (5-3)(5 +2X5-1) 


44) Encontrar L { 


- 1 , is' -25-1 


(5-3)(5 2 +l) 


} 


45) Hallar L~'{ 


_i. 25 3 +5 5 2 +65 + I 


5(5 + 1)’ 


} 


46) Hallar L~'{ 


_i 9-65 + 55”2-5 3 , 


5 (5-3) 


47) Hallar L~'{ 


, f 5-75+45 2 -5 3 


(5 + l) 3 (5-2) 2 



Calcular 

r'{- 


Calcular 

r < J 

(s 


Calcular 

a) 


„3 , 1„2 


( 5 - +45 + 13) 

1 _ 

$ - 6s 4*1 , 


-J Calcular L {-- 


( 5 * + 45 + 5)~ 


f sen t 

■i+ 


_ If s 3 - 65 2 +275-38 

n J 


( 5 ’ -45 + 13)* 


5l) Calcular L { =- }, a,b > 0 

v cis + b 


b, i)i,£J£0| 

5(5' +1) 


( 53 ) 


Hallar la transformada inversa de Laplace L 1 {-} 

s(s — a) n 


4 5-2 

54) Hallar la transformada inversa de L {— (—;-)} 

s 5 * +4 


Calcular L ! { ^ S --— —}, V A,B,b y c reales 
5 " + 2 bs + c 
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Calcular L {--} 

1 4 , A 4 J 

5 +4 a 


2i? 3 " 2 > senh(3+—) 
57) Evaluar L~'{ - : - — —2_} 


(.9-6) 


Calcular F(/) = r'{ ' } y F( 12) 


_1 



Evaluar L 

Vs 


Calcular L 

© 

Calcular f'{——-} 

5 “ senh(cs) 

© 

Calcular L 


Calcular L '{^} 

Vs 

© 

Evaluar L 

© 

,-4.v 

Evaluar ZT l {— ; -} 

s 4 -l 

® 

Evaluar L 

© 

Calcular L { --- -} 

(5 + 6)" t1 

@ 

Encontrar . 


1 


\J s + a + \Js + b 
1 


}, a^ b 


s cosh(cs) 


1 


re 4s +1 


20 


-} 


s senh(45) 


69) Calcular L { 


4s 3 + 6 s 2 +14^ + 11 j 

( 9 5 + 4s 4 + 6 s 3 + 5s 2 + 2)( 1 - e~ 2j ) 2 * 


4 — -«» 

70) Calcular Z. {---} 

s(4 + 2«f“) 


© 


-I £ 

Encontrar L { ,— } 




72) Calcular I {—- 


s 4 -69 3 +5s 2 +3s-l 


73) Calcular L { 


(i 2 +l)(5 2 +4)(9 2 +9)(9 2 +36) 

c 




74) Hallar r » { cosh( 

5 + 4a 


Encontrar I { = ! 

/ 4 4 

Vs -a 


. r 5 senh( 6 sC 

76) Encontrar L {- , -} 

(l-e~ 45 )" 
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© 


Calcular L '{ 


,-20s 


s 5 + 5s 4 +14s 3 + 62 j 2 +149s +130 


) 




Evaluar /. 1 {- 


2e 2 cosh(5 + -) 


(s + 24) 


13/2 


-} 


Evaluar 


L~' 


2s 2 -Qs >19 

(s-l) 2 (s + 3) 


{80) Calcular £ l { - (1 , g 
W s(s 2 +l) * 


Rpta. F(t)=[l - cos (t - 1)] |i(t - 1) - [1 - cos(t - 2)]n(t - 2) 


81) Demostrar que: 


a) =e 4 ' 


2^x7 


-avi 

b) L ' i{L 7~ )=fer( '^ ) 


_z 


c) Z. , {sc “' / ’} = -!-(o 2 -2/)4Jl 


i e~*f* e 47 

d) r'{^-=-} = ^= 

VS yjJlt 


e) ZT 1 ^ 1 - 2 ^}—-- 


VHU-4) 3 


-e fi{t-4) f) r'{ 1 = 

sl(s 2 ~a 2 ) 3 


g) {-^=} = e ab+t>1 ‘ f er (bft + -^) 


82) Dado c > 0 , s>0 y L {/(s)} = F(t ), probarque: 


00 

ZT 1 {/(s) tgh(cs)} = F(f) + 2^r (-1)" F(r - 2 nc) M (t - 2 nc) 




















652 


Eduardo Espinoza Ramos 


CAPITULO XIII 


13. APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA DE 
LAPLACE EN LA SOLUCION DE ECUACIONES 
DIFERENCIALES. 


Las tecnicas de transformada de Laplace son muy util para resolver ecuaciones 
diferenciales con condiciones iniciales dadas, es decir: A medida que avancemos en su 
estudio observamos que dicho metodo transforma un problema de Ecuaciones 
Diferenciales ordinarias en un problema algebraico de facil analisis, el que una vez 
resuelta es llevado al problema original atravez de la transformada inversa de Laplace. 

Este proceso observaremos en el siguiente esquema. 



d"v 

Como I!— 7 ), n > 1 , depende y(t) y sus n - 1 derivadas calculadas en t = 0 , la 
dt n 

Transformada de Laplace es especialmente adecuada para resolver problemas de valor 
inicial para ecuaciones diferenciales lineales. Este caso de ecuaciones diferenciales puede 
reducirse a una ecuacion algebraica en las funcion transformada L{y(t)} = y(s), para ver 
esto, consideremos el problema de valor inicial. 





















Aplicacion de la Transformada 


653 



dv 

•• -'-<'1 -7-- •• • ; .vi. I 


MO) ~ >0 * v'(O) = v 0 , , v, 1 ^ " = >■£" 0 , en donde 


u i • i 0.1,. ...n, y >’q ,>'y,..., y^" 1 son constantes, por la linealidad de la Transformada 
de Laplace podemos escribir. 




-5"-y(0)-... — y"- 2, (0)|+...+a 0 iL{.v}= /.{*(/)} 
(a„s n + a n _ t s n ~* +...+a 0 )L{y} = a„ M"“‘.v(0) + s" -2 / (0)+.. .-h/" - '’ (0)] + 

+ a„-{(s n ~ l +s" _2 y(0)+...+y , "" 2> (0))+...+I{g(r)} 
de donde L {y} = y (s), calculando y(t) mediante la transformada inversa de Laplace. 
y(0 = £■'{>•(*)} 


En forma similar para las ecuaciones lineales de coeficientes variables no homogeneas. 
Ejemplo.- Resolver las siguientes diferenciales 


© /’(0 + 4>-(0 = 9f , y(0) = 0 , /(0) = 7 


Solucion 


Tomando Transformada de Laplace en la ecuacion diferencial 


L{y"(t) + 4)it)}= L{9t} => L{y"{t)} + AL{y(t)} = L{9t} 


i’ 2 i{MO}-Jy(0)->' , (0) + 4Z,{y(O} = 4- 
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(s 2 + 4)£{_y(/)} = + 7 = ——y—— => L{y(t)}= ?\ +9 = 2. (-L--J—) + —' ? 


s"(s'+4) 4 s* s'+4 s' +4 


>11) ■ £ 'A-i—J 


, ' > ^ 1 . P 

4 5 “ 5“ + 4 + 4 


>r 


9 1 


y(t) = -L {—— --} + 7£ {—-} =-(/--sen2/) + -sen2r 

s" + 4 4 2 2 


4 V s* +4’ 


, . 9t 19 „ 

v(f) = — + — sen2f 
4 8 


© 


(D 2 -4D + 4);; - 7e 21 + cosf, v(0) = , v'(0) = 


Solucion 

d 2 v d 

—--4—+ 4v = 2e 2 ' +cos t , tomando Transformada de Laplace en la ecuacion 
dt 2 dt ■ 


ct~ \ (i\* 

L{ — t- - 4— + 4 v} = L{2e 2 ' + cosr}, por propiedades 
dt dt 


s 2 L{y(t)}~ s >>(0) - / (0) - 4s£{_y(/)} + 4.y(0) + 4 L{y{t)} = £{2e 2 ' + cos t} 


3s 4 12 2 


(s -4s + 4)£{y(/)}-H-H-= 


(s-2) £{ v(0) = 


25 25 25 s - 2 s 2 +1 

2 s 3s-16 


s - 2 s 2 +1 25 


L{y(t)} = 


•+- 


3s -16 


(s-2) (s + l)(s-2) 25(s-2) 

j i. ! ‘J 

s 35 — 16 


y(t) = L '{-r + 


X= t V'Ate 2 ' + ±e 2 '- S -^ 

(s-2) 3 (s 2 +l)(s-2) 2 25(s-2) 2 5 25 


© ty'U)+/w+ty{t) = o, y(0)=i, y(0) = o 


4 
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Solucion 

Tomando Transformada de Laplace se tiene 

L{t y 1 (/) + y (/) + / y(t)} = 0, de donde L{t y '\(/)} + L{y' (/)} + L{t y(t)} = 0 

~—(s 2 L{y(t)} _ s ^(0) - y '(0) + sL{y(t)} - j>(0) - 4- L{y(t)\ = 0 
ds ds 

-2s L{y(t)} - s 2 4- L{y(t)} + s L{y(t)} - 4 = 0 

as ds 

{s 2 +\)-^-L{y(t)}=-sL{y{t)} => ~~~ = —, integrando 
ds L{y(t)} s 2 +l 

r~2 k 

ln(L{y(r)}) = -\n\js + \ + lnk => ln(L{y(J)}) = In . - , levantando el logaritmo 

V77T 

L{y(/)} = - — , tomando la inversa y(*) = & L x {—==}- k J 0 (/), como y(0)=l y 
\ls 2 +1 Vs 2 +1 

J 0 (0) = 1 entonces y(0) = cJ 0 (0) => 1 = c \ y(0“^o(0 


13.1. SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
POR EL MtiTODO DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE.- 


Consideremos el siguiente si sterna de ecuaciones diferenciales 


= a u x + a l2 y + f(t) 


dx 

It 

dy 

—- = a lx x + a 12 y + g{t) 
dt 


... ( 1 ) 


con condiciones iniciales jc(0) = x 0 , y(0) = v 0 , donde x,y son las funciones incognitas, 
a \i' a \ 2 ’ a 2\> a 22 son constantes y f(t), g(t) son funciones conocidas tomando la 
Transformada de Laplace a ambas ecuaciones diferenciales del sistema (1) 
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L{—} = L{a n x + a n y + f(t)} 

, mediante las propiedades de la transformada se tiene: 
dv 

M—} = + a iiy +g(*)> 


5 L{x} - x(0) = a n L{x} + a n L{y} + !{/(/)} 
s L{y}-y{ 0) = a 2l L{x} + a 22 L{y } + L{g(/)} ’ 

(s-a n )L{x}-a X2 L{y} = x 0 +L{f{t)} 

\ -a 2X L{x) + (s- a 22 )L{y} = .v 0 + L{g(t )} 


agrupando terminos se tiene: 


... ( 2 ) 


Si x 0 +L{f(t)} y y 0 + L{g(t)} no son ambos cero, entonces se puede resolver el 
sistema (2), mediante la regia de CRAMER, es decir: 


L{x} = 


x 0 +L{f(t)) -a, 2 

Jo + £{g(Q} 5 a 22 

x-a u -a 12 


(*o + £-{/(Q})(^-a 2 2) + a i2(Jo + £-{g(Q}) 

( s-a n )(s-a 22 )-a l2 a 2l 


Cl') | S ^22 


x = L -1 , (*Q +£{/(0})Cs-g22) + a l 2 (jo +£ {g(Q}) j 
(j — aj i )(s — a 22 ) — a X2 a 2X 


L{y} = 


s-a u x 0 + L{f(t)} 
-02 1 Jo+^{g(0? 

*-*ll ~0\2 


-C*2\ 2 


(fj^nXjQ +Z,{g(f)}) + a 2 i(- t o +z -{/(^)}) 

( 5 _ a ! ] )( 5 _ a 22 ) _ a ! 2 a 21 


_ ,_ )f (5-a H XJo + £{g(0}) + a 2 i(*o +£'{/(*)}), 

y ~ Mm I -—*- 1 

( 5 ~ a l 1 X * 5 “ #22 ) “ # 12°21 

por lo tanto es evidente que la Transformada de Laplace, nos permite convertir un sistema 
de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales dadas en un sistema de ecuaciones 
simultaneas. Este metodo puede generalizarse a sistemas de “n” ecuaciones diferenciales 
de primer orden de coeficientes, dado entonces un sistema correspondiente a “n” 
ecuaciones lineales simultaneas. 
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Ejemplo.- 


Resolver el problemas con valor inicial. 
como x(0) = 1, y(0) = 0. 


\x\t) = x(t)-y{t) + e‘ 
\y\t) = 2x(t) + Zy(t) + e- 


Solucion 


Tomando Transformada de Laplace, a cada ecuacion diferencial 

J L{x\t)} = L{x(t)-y(t) + e'} 

[L{y\t)} = L{2x(t) + 3y(t) + e-‘} 


j s £{*(f)} - Jc(0) = L{x(t)} - L{y(t)} + L{e' } 
l* L{y '(/)} - y( 0) = 2 !{*(/)} + 3E{y(/)} + L{e~' } 

(5 - 1)L{*(/)} + L{y(t)} = l + J- = -L- 

s 1 5 1 , por la regia de CRAMER 

-2IWr)} + (5-3)EW/)} = -^- 

5 + 1 




s 

5-1 

1 

5 + 1 


1 

5-3 


11 


195-45 


5-1 1 

-2 5-3 


10(5 + 1) 10(5- -45 + 5) 


, x r - 5 , -11 19(5-2)-7 _ 11 19 2t 7 2 , # 

x(t) = L {-+- - -}=- e + — e cos /- e sen / 

10(5 + 1) 10[(5-2)*+l| 10 10 10 


11 e ’ 

jc(/) = - —e r +— (19 cos/-sen/) 
10 10 


L{y{t)} = 


5-1 5 

5 - 1 

-2 1 

5 + 1 

5-1 25 

5+1 5-1 

35 2 +1 

5-1 

i 

(5-l)(5-3) + 2 (s : 

- l)(x~ -45 + 5) 

-2 

5-3 
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2 2 8 5-2 _ 7 

- +-7-T(-;-)-(- 


5(5 + 1) 5-1 5 (5-2) 2 +1 5 (5-2) ? +l 


) 




2 8, 5-2 


)-t(- 


5(5 + 1 ) 5-1 5 (5 - 2) 2 +1 5 (5 - 2) 2 +1 


2 , 8 2/ ^2/ 

v(0 = —<? + 2e —e cos t — e sen t 

5 5 5 


-)} 


13.2. UNA ECUACION INTEGRAL, 


El teorema de la convolucion es util para resolver otros tipos de ecuaciones en las que 
aparece una funcion incognita bajo un signo de integral. En el ejemplo siguiente obtener 
f(t) resolviendo una “Ecuacion Integral” de la forma. 


I 


f(t) = g(0+ - fj)d/J 


donde las funciones g(t) y h(t) son conocidas. 

Ejemplo.- Obtener f(t) si f(t) = ?>t 2 -e~ l - J f{p)e~^dp 

Solucion 

Tomando Transformada de Laplace. L{f(t)} = L{3r } - L{e f } — L{ f{p)e ^dp} 
L{m}=-\- — -L{f(t)}L{e'} => /-{/(f)} = ~ - 4 -L /-{/(f)} 

5 3 5 + 1 5 5 + 1 5-1 

(i+-L)L{/(f)} = 4-- ! -7 => ~4 £{/(')} = 4—4 

5-1 5 + 1 5-1 5^ 5 + 1 

, tr 6(5-1) 5-1 6 6 12 

W01 -— s . + 7 _ 7TT 


m-t -4 3,1 - ,!+| - 2 ''' 

s > s s i + 1 
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13.3. UNA ECUACION INTEGRO-DIFERENCIAL.- 


La segunda Ley de Kirchoff establece que en un circuito simple conectado en serie, la 
suma de las caidas de potencial a traves de un inductor, de un resistor y de un capacitador 
es igual a la tension E(t) suministrada, es decir que: caida de potencial a traves del 

di 

inductor - L — caida de potencial a traves del resistor = Ri(t) y caida de potencial a 
dt 

traves del capacitor J* i(r)dr en donde i(t) es la corriente y L, R y C son constante, 

se deduce que la corriente en un circuito como el que se muestra en la figura esta regida 
por la ecuacion Integro-diferencial. 


/, — + /?/+— \i(r)dr = E(t) 
dt c Jb 



Ejemplo.- Determinar la corriente i(t) en un circuito simple L-R -C si L = 0.1 H, 
R = 20 Q, C = 10 _3 F , i(0) = 0 y si la tension aplicada E(t) es como se 
muestra en la figura 



Soluci6n 
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como el voltaje se anula para t > 1, entonces podemos escribir asi: 

[120 1 , 0 ^ / < 1 


E(t) = 


0 . t>\ ’ 


expresado en terminos de la funciori escalon umdad. 


E(t) = 120t - 120t // (t - 1), por medio de la segunda propiedad de traslacion se puede 
escribir asi: E(t) = 120 t - 120 (t - 1) // (t - 1) - 120 fu (t - 1) 


di I r 

ahora reemplazando los datos en la ecuacion L — + Ri + — I i(z)dz=E(t) 

di c Jb 




0.1 —+ 20/ + 10 3 | i(z)dz = \ 20t - 1 20(t - l)//(/ -1) -120 ju(t - 1) 
dt 


f/(r)</r} = M 

X s 


Si L{i(t)} = I(s) => L{ 

L{ 0.1—} + 20Z.{/(/)} +10 3 L{ f /( z)dz} = L{\ 20/ -120(/ -1 )U(t -1)-120 U(t -1)} 
dt Jb 


3 Us) 120 120e _i 120e~ 

0.1 5 I(s) + 20/(i) +10 3 -- = —-:- 

A • C 


s s‘ 


.1 e 


multiplicando por 10 s a la ecuacion (s + 100)'/(i) = 1200(- e ') 

s s 


7(5) = 1200[ 


1 1 

e - -e | 


5(5 + 100) 2 5(5 + 100) 2 (5 + 100 ) 

1/10000 1/10000 1/100 1/10000 

Us) = 1200[- 7 -e + 

s 5 + 100 (5 + IOO) 2 s 

1/10000 , 1/100 1 

+- e s + -re- T e ] 

5 + 100 (5 + IOO ) 2 (5 + IOOI 2 

aplicando el teorema de traslacion para la transformada inversa. 

l(t) = l [i_ Mf _i)j -1 [e" 100 ' - e - i00 <'-' V(/-DI-1 2 t e~ m ' - 11 88(/-l)<r 100(,_1) //(/ - 1 ) 
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! 13.4. RESORTES ACOPLADOS,- 

Supongamos que dos masas m x y m 2 estan sujetas a dos resortes A y B, de masa 
insignificantes, cuyas componentes son k { y k 2 * respectivamente. A su vez. los dos 
resortes estan conectados como se muestra en la figura. 




Sean A'j(f) y x 2 U) los desp!az?jnientos verticales de las masas con respecto a sus 

posiciones de equilibrio cuando el sistema se encuentra en me vimiento, el resorte B esta 
sujeto tanto a un alargamiento como a un acortamiento; por consiguiente, su alargamiento 
neto es ~x ] . De este modo, por la ley Hooke resulta que los resortes A y B ejercen 

sobre m l , respectivamente las fuerza 


-k\X } y k 2 (x 2 - a,) 


Si no se aplica ninguna fuerza extema al sistema y no hay fuerza de amortiguacion, 
entonces la fuerza neta sobre m ] es +A' 2 (-v 2 — .v,) por la segunda ley de Newton 


escribimos asi: 


d~x 


dr 


- -kx x + k 1 (a 2 — a, ) 


De igual modo la fuerza neta ejercida sobre la masa m 2 se debe solamente al 
alargamiento neto de B, es decir: -A' 2 (a 2 -x, ), de esta manera resulta que: 
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En otras palabras, el movimiento del sistema acoplado queda descrito por el siguiente 
sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden simultaneas. 

I d 2 x { 

m ] — — = -*1*1 + * 2 (*2 “*i) 

! dr m 

) .2 - (1) 

a x 2 

\ m 2 - — = -M* 2 - A.',) 

! dr 

Ejemplo.- Resolver el sistema (1) suponiendo que k x = 6 , k 2 = 4, m 1 = 1, m 2 - l y 
que las masas parten de sus posiciones de equilibrio con velocidades 
unitarias de direcciones opuestas. 

Solueion 

como las masas parte de su posicion de equilibrio entonces x, (0) = 0 , x 2 (0) = 0 y como 
sus velocidades son unitarias y opuestas entonces x\ (0) = 1, x 2 (0) = -l, ahora 

reemplazando en el sistema (1) 


|x, (/) + 1 Ox, (/) - 4x 2 (f) = 0 
| -4x, ( t) + x 2 (t) + 4x 2 ( t ) = 0 


... (a) 


tomando transfonnada de Laplace a cada ecuacion 


L{x {(0 + 10x, (t) — 4x 2 (t)} = 0 
L{x 2 (?) —4x,(f) + 4x 2 (r)} = 0 


is 2 I{x, (f)} - 5 x, (0) - Xq (0) + 1 0 SL{ X] (<)} - 1 Ox, (0) - 4L{x, (/)} = 0 



i(s 2 +10s)L{x,(/)}-4L{x,(/)} = 1 , , , r , DAX;I „ D t 

i 1 ^ ; aplicando la regia de CRAMER se tiene: 

[-4I{x,(f)} + (5' + 4 ) L { x 2 (/)} = -1 
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£{*i(0} = 


1 -4 

-1 s 2 + 4 
s 2 +10.s -4 

-4 s 2 +4 


(s 2 + 2)(s 2 +12) 


usando fracciones parciales se tiene: 


s As ■+■ B Cs + D 

(s 2 +2)(s 2 +12) s 2 +2 5 2 +12 

s 2 =(^i+5)(i 2 + 12) + (Cs + D)(s 2 +2) 

s 2 =(A + C)s 2 + (B + D)s 2 +(\2A + 2C)s+\2B + 2D 

comparando los coeficientes de s en cada miembro de la igualdad se tiene: 


A 4- (7 — 0 
B + D = 1 
12// + 2C = 0 
\2B + 2D = 0 


de donde 


A-0 
C = 0 

1 s 2 1 6 

B = ~l ' (s 2 +2)(s 2 +\2) 5(s 2 +2) ' 5(s 2 +12) 

5 


£{*, (/)} =- y — + — r — 

5(s 2 +2) 5(j 2 +12) 


jc, (0 = L 1 {- y - + —T - 1 

5(s 2 +2) 5(s 2 +12) 


.r 1 (0 = —\=L ’{ y~ } + — J=L => JC,(/) = -^-senyjlt + — sen2-j2t 

1 5V2 V+2 5Vl2 s 2 +12* ’ 10 5 


£{* 2 ( 0 } = 


s * +1 Os 1 
-4 -1 


s 2 +6 


5 : +10j -4 

-4 s 2 +4 


(s 2 +2)(s 2 +\2) 


siguiendo el proceso anterior, mediante fracciones parciales obtenemos. 

£{* 2 ( 0 } — 


2 3 

5 5 


s 2 + 2 s 2 +12 
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/ \ 2 ) yjl 3 i \[\ 2 \[2 r~ y/3 * r~ 

X 2 (t)- - J=L {—-}- -=L {—-} =-senV 2t -sen2%/3/ 

5V2 V+2 5Vl2 V + 12 5 10 


Luego la solucion del sistema (a) es: 


V2 - J3 

Xj(r) = ——sen + -^-sen2-v/3/ 

x 7 {t) - --^sen yf2t- — sen 2>j3i 
2 5 10 


13.5. REDES ELECTRICAS.- 


Un sistema electrico (red) con mas de un circuito simple (o lazo) tambien da origen a 
ecuaciones diferenciales simultaneas tal como se muestra en la figura. 



La corriente Zj(0 se divide segun las direcciones indicadas en el punto B {9 llamando 
punto de ramificacion de la red por la primer ley de KIRCHOFF podemos escribir. 

*)(0 = * 2(0 + * 3(0 *** M 

ademas, tambien se puede aplicar la segunda ley de KIRCHOFF a cada circuito, para el 
caso del circuito A x B ] B 2 A 2 A } , sumando las caidas de voltaje a traves de cada parte del 

circuito resulta. 

E(t) = i i R,+L l ^f- + i 2 R 2 -.(2) 

at 

en forma similar, para el circuito A , B j Cj C 2 B 2 A 2 A x , obtenemos 
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E(t) = /,/?! + lA 
dt 


... (3) 


ahora reemplazamos (1) en (2) y (3) se obtiene dos ecuaciones de primer orden para las 
corrientes i 2 (t) e i 3 (f). 


L\ + ^2^2 + ^l z 3 “ ^(0 
^2 ~ ^ + ^ 1*2 + ^3 = ^(0 


...(4) 


con las condiciones naturales z 2 (0) = 0, z 3 (0) = 0, el sistema (4) se puede resolver 
mediante la Transformada de Laplace. 


13.6. PROBLEMA DE ENTRENAMIENTO PARA EL ALUMNO.- 


Demostrar que el sistema de ecuaciones diferenciales que describe las corrientes Zj(/) e 
i 2 (/) en la red de la figura que contiene un resistor, un inductor y un capacitador es: 


dl 

L—- + Ri 7 — E(t) 
dt 2 

du 

RC —— + < 2 - /. — 0 
dt 2 1 



...<*) 


Ejemplo.- Resolver el sistema (*) con las condiciones E = 60V, L - 1H, R — 50Q, 
C = 1O^ 4 F , y donde e i 2 son inicialmente igual a cero. 


Solucion 
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al reemplazar los datos en el sistema (*) se tiene. 

— + 50z 2 = 60 

, sujeto a jj(0) = 0, i 2 (0) = 0 

50(10 + =° 

ahora aplicamos transformada de Laplace a cada ecuacion del sistema. 

L{Eh^l + s0i ,(/)} = Z.{60} 
dt 

Z.{50( 10" 4 ) pjp +l 2 - i,} = 0 


s !{/, (<)}-«, (0) + 50L{/ 2 (/)} = — 

s 

50(1 O' 4 js Hi 2 (0} - 50(10^ )/ 2 (0) + L{i 2 (/)} - L{i, (0} = 0 
sL{i y (t)} + 5QLU 2 (/)} = — 

5 

-200 £{/, (/)} + (s + 200)L{/ 2 (/)} = 0 




60 


50 


0 5 + 200 


605 


5 50 

-200 5 + 200 


A4(0)-t- 


5(5 +100) 


60 


2 ’ 


55 5(5 + 100) (5 + 100)' 

60 


4(f)-£'4- 


5.v 5(5+100) (5 + 100r 

60 


} = 


mediante fracciones parciales se tiene 


6_6 t .-.oo, 60/e .oo, 

5 5 


i{« 2 (0} = 


-200 0 
”1 50 

-200 5 + 200 


12000 
5(s + 100) 2 


mediante fracciones parciales se tiene: 
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120 


5s 5(s + 100) (s + 100 ) 2 


i 2 (t) = L- i £- 


120 } = 6_6 e -m,_ n0te -m t 


'5s 5(s + 100) (s + 100) 2 ’ 5 5 

mediante fracciones parciales se tiene 


ii,\ 6 ^ ioo, -loo/ . • 6 6 ioo, -ioo» 

1 5 5 5 5 


13.7. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


CD 


© 


Demostrar que la ecuacion subsidiaria de la ecuacion diferencial y' '+ay'+by = g(t ), tiene 
la Solucion y(s) = ^ + ‘ J Xi'(0) + >'(0) + R& 


s~ + as + b s~ + as+ b 

Solucion 

Tomando la Transformada de Laplace a la ecuacion diferencial 

L{y"(t) + ay'(t) + by(t)} = L{g(f)} => s 2 y(s)-s.y(0)-/(0) + tf s.ytsl + ftjKs) = R(s) 

(s 2 +as+b)y(s) = (s+a)y(0)+y'(0) + R(s) y(s) = ( J + fl W°> + Z (0) - + _ * (j) . - 

s +as + b s~+as + b 

Resolver la ecuacion diferencial: y'’+4;/ = 9r, y(0) = 0, y'(0) = 7 

Solucion 

Tomando ia Transformada de Laplace a la ecuacion diferencial 

9 

L{/'+4y} = L{9t} , de donde s~L{y} -5 y(0) - y’(0) + 4L{y} = — 


Is 1 +9 


Is 2 + 9 9 19 l 


(5 + 4)£{y} ——+ 7 — ; -> *•{ v} — , — 1 + ( - ) 

s~ s' s~(s* +4) 4 5 “ 4 5 ' +4 


4s' 4 s~ + 4 


9/ 19 _ 

y = — + — sen 2 / 
' 4 8 


s' 
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(T) Resolver la ecuacion Diferencial y"-3y'+2y = 4t + \ 2e 1 , y(0) = 6, y' (0) = -1 

Soluci6n 


Tomando la Transformada de Laplace se tiene. L{y"-3y'+2y} = L{4t + \2e 1 } 
s 2 L[y}-s y( 0) - 35 L{y} + 3y(0) + 2 L{y) = 2- + ■— 

S 1 5 + ) 


(j 2 -3j + 2)Z:{>’}-6s + I + 18 = 4- + — 

5' 5 + ] 


(s 2 - 3s + 2)L{y\ = 65 - 19 + 4- + — 

S~ 5 + 1 


65 4 -135 3 -75 2 +45 + 4 
5~ (5 + 1) 


65 4 -135 3 -75 2 +45 + 4 
s 2 (s + 1 )( 5 2 -3s + 2) 


3 2 2 

- + —+- 

5 S~ 5 + 1 


2 3 

s - 2%-1 


y = Z.{- + 4- + —-^- + —} = 3 + 2f+ 2e - ' -2e 2 ' +3e' 

S s~ 5 + 1 5-2 5-1 

(7) Resolver la ecuacion diferencial y"-4y'+5y =125 r , j^(0) = y' (0) = 0 


Solucidn 


Tomando la Transformada de Laplace se tiene. L{y"—4y'+$y] — 125/ 1 ~}, de donde 

- 250 

s 2 L{y} - 5 >-(0) - v ’(0) - 45 !{>} + 4^(0) + 5 L{y) = — 

5 


(s 2 -4s + 5)Z.{>} = 
250 


£{>>= — , „ 
5 3 (5* -4i 


L[v) = 250|—+ 
125v 


—— , despejando L{y} se tiene 

5 J 

ABC Ds + E 

— = —t- - r + T" 1 "”- 

•5) s s s s*-4.v+5 

4 J_1_ 115-24 

25.v 2 5s' 125 5 2 -4s + 5 
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, # v I f 11 4 1 1 115-24 „ 

y(t) = 250Z, {-+-- +—r-(—-)} 

1255 255* 5$* 125 5 2 -45 + 5 


, CA/ H At t 2 11 2/ 2 it 

= 250(-+ — +-e cos /4-- e sent) 

125 25 10 125 125 


y(t) = 22+ 40/+ 25/^ -22e 2/ cos/ + 4<?^' sen/) 


2 / 



Resolver la ecuacion diferencial dada y"+9y = 18/ , y(0) = 0 , v(—) = 0 

Solucion 


Tomando la Transformada de Laplace se tiene: L{y' '+9^} = Z{18/}, de donde se 
tiene: 5 2 L{y} - sy{0} - y' (0) + 9 L{y} = L{ 18f} 


(s : +9)L{y) = ^Lv'(O) = V ' V(0>4 ' 18 


,, , s V(0) + 18 A B Cs + D 

L{y) = : , = -+—+“— 


s-(s z + 9) 


5 5‘ 


5^+9 


...(I) 


5 2 .y , (0) + 18 A B C 5 + Z) A(s 3 + 95) + 5(5 2 + 9) + C 5 3 + Z)5 2 

5 2 (5 2 +9) *5 S 2 5 2 + 9 5 2 (5 2 +9) 


5 2 >’’(0) +18 = (/l + C)5 3 + (5 + D)s 2 + 9,45 + 95 comparando coeficientes de s se tiene: 


,4 + C = 0 ,4 = 0 

5+ £> = /( 0) B = 2 

=> 

9^-0 C = 0 

9^ = 18 D = Y'( 0)-2 


... ( 2 ) 


Ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: 



v'(0)-2 
5 ; +9 



y '( 0)-2 


} = 2 / 


y’(0)- 


2 

— sen 3/ 


tomando la inversa 


*- + 9 


3 
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como v(—) = 0 

2 


^'( 0)-2 In A _ y\ 0)-2 _ 

7T h -sen — = 0 => - = k 

3 2 3 


,v(?) = 2t + xsenlt 

Resolver la ecuacion diferencial dada: y'' (?) - Ay' (t) + 3 y(t) = F(t) , .y(O) = 1 , y' (0) = 0 


Solucion 

Tomando la Transformada de Laplace se tiene: L{y"(t)-Ay ’(/) + 3j>(0} = L{F(/)},de 
donde. s 2 L{ v(f)} - i>(0) -/(0) - 4s L{y(t)) + 4^(0) + 3 L{y(t)} = L{F{t)} 



(s 2 -4s + 3) L{y{t)} = s-A + L{F(t)} => Z-{>’(^)} = -— 4 + ( tomando inversa 

s" +4s + 3 


s-4 + L{F(r)} = x s-A_ r , L M ) 

(s-3)(s-l) (s-3)(s-l) (s -3)(s -1) 

= \i- {^}-^- , {^} + r 1 {F( f )}*r 1 {-—i—- 

2 s-1 2 s-3 (s-3)(s -1) 


3 , I 


,e }t e\ 3 , 1 3 , 


H { 


y(t)=~e' ~~e 3 ' + F(/)*(y-A) = je'-je 3, +S | (e 3u -e u )F(t-u)du 


Resolver la ecuacion diferencial dada tx"(t) - (4 1 +1 )jc* (/) + 2(2 1 + l)x(r) = 0 , x(0) - 0 

Solucion 

Tomando la Transformada de Laplace en la ecuacion dada 
L{t x ,, (0-(4r + l)x , (/) + 2(2/ + \)x(t)} = 0 

- — L{x\t)} + A^-L{x\t))-L{x\l)}A^-L{x{t)}+2L{x{t)} = 0 
ds ds ds 

(s 2 L{x’(O}-^(0)-a: , ( 0)) + 4 — (sL{*(r)}-x(0))-sL{x(O} + ^0) 
ds ds 

-A— L{x{t)} + 2L{x(t)} = 0 
as 
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-2sl{*(/)} - i 2 4- £{*(')} + *(0) + 4 £{*(/)} + 4 s 4 £{*(')} - 5l{x(0} 

fl5 fl5 


+a(0) - 4— L{x(t)} + 2I{jc(/)} = 0 
ds 


-(5 2 -45 + 4)— L{a(0} + (35-6) L{x(t)} =0 
ds 


(5 - 2) 2 — L{x(t)} + 3(5 - 2)L{x(t)} = 0 
ds 


ds 


LMD) 


L{A*(r)} 5-2 


= 0, integrando 


+ fif* = 

J !{*(<)} is-2 


In k 


ln(L{.r(t)}) + ln(.s-2) 3 = Ini => (s-2) 3 L{x(t)} = k => Z.{jc(/)} = —— 

(i-2) 3 


kt 2 e 2 ‘ 


. 3x(/),Vi*0, en particular si k=l, se tiene la 


x(t) = kL '{- '—} = 

(s- 2) 3 

,2 

solucion a(0 = —e 
2 

(V) Resolver la ecuacion diferencial y'(/) + >(/) = J 0 (O , .y(O) = y (0) = 0 

Solucion 

Tomando la Transformada de Laplace se tiene: L{y' ’(0 + yU)} = ^{d 0 (i)} ,de donde 
s 2 L{ v(/)}-5>'(0)-y(0)+ L{y(l)} = L{J 0 (t)} 


(s 2 +l) L{ v(Q} = ■ -j= -, despejando L{x(t)} 




s 2 + 1 


!{*(/)} =- — , tomando inversa se tiene: y{t) — L x { -—}, de acuerdo 


(5 2 +l) V J 

al ejercicio (20) de la transformada inversa se tiene: y(e) - XT { 


(s 2 +\Y 2 


1 


(s 2 +l)^ 




y(t) = tJ x (t) 
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( 9 ) Resolver la ecuacion diferencial dada por: y" (/) + ty' (i ) - y(t) ~ 0 , y(O) - 0 , y' (0) = 

Solution 

Tomando la Transformada de Laplace setiene: L{y"(t) + ty'(t) - y(t)} = 0, de donde: 

s 2 L{y(t)} - sy(0) - y ’(0) - — L{y '(/)}-I{M<)} = 0 
as 


s 2 L{y(t)} -1 - (sL{ y(t ) - y( 0)} - L{y(t)} = 0 

ds 


s 2 L{y(l )}-1 - L{y(t)}-s — L{y(t)}-L{y(t)} = 0 => -s^-L{y(t )} + (s 2 -2)L{y(t)} = 1 
as ds 


d _ 2 1 

— L{y(t)} - -L{y(t)} = — , ecuacion lineal 

ds s s 


l{y(t)} = e 




r s 2 -2 


j^< 7 


+ c\ -e 


— a 2 


2 In 5 r - +2 In 5 




+ C\ 


£_ 2 2 — 

e 2 f — e 2 1 ^ 2 

= — — 2 Stfa+c) -—— [e 2 +c] = — + c. —J- 
s~ J s' s 


Por el teorema del valor inicial se tiene: 


1 e 1 

0 = v(0) = limj>(/) = lim -sy(s) = lim(- + c.——) = 0 

t —►()" s ->0 O 5->oo s S 


\ t' 2 1 

luego lim - + c. - => c = 0, entonces L{y(t )} = — , tomando la mversa se tiene: 

s-f^s s s' 


L{y(t)} = L de donde y(t) = L 1 {-L} = t entonces :.y(t) = t 
s' s' 
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© Resolver la ecuacion diferencial dada ty'' (0 + (1 - 2t)y' {() - 2y{t) = 0 , y(0)= 1, y' (0) = 2 

Solucion 

Tomando la Transformada de Laplace en la ecuacion dada 
y M (/) + (l-2/)/(0-2>>(0} = 0 , de donde : 

~—L{y "(/)} + L{y *(/)} + 2-j- L{y '(/)} - 2 L{y{t)} = 0 
as ds 

-—(s 2 L{y(t)} - sy(0) - y '(0) + v£<v(l)} - y( 0) + 2^-(sL{y(t)} - *0)) - 2L[y(t)} = 0 
as ds 

-2sL{y{t)\ -s 2 d-L{y(t)} +1 + sL{y(t)} -1 + 2 L{y(t )} + 2 s±-L{y{t)} - 2L{y(t)} = 0 
ds ds 


~{s 2 -2s)d-L{y(t)}-sL{y{t)} = 0 
ds 


. f - !{.»•(/)} r 

Js - ■ = 0 , integrando, - + ds+ -^- = ln/t 

J L{y{t)} )s-2 


L{yi,t)} s 2 ~2s 


L{y{t)} 


k. k 

ln(L{y(0}) + ln(5-2) = InA => In (L{ y(0}) = In (-), de donde: lnL{y(0} =-, 

s-2 s-2 

aplicando el teorema del valor inicial se tiene: 


1 = j-(0) = limy(0 = li m 5y(5) = lim 

t —>0 S —>X s—>ac 


- k entonces L{ y(0} = —-—, tomando inversa 
s-r 2 


y(t) - L {— 1 —} = e 2t , por lo tanto, la solucion es: y(t) = e 2( . 
5-2 


5-2 

® 5 ^ 4 " As — B 

Para que valores de A y B se tendra que fXO) = 1 , F'( 0) = 3 siendo H ( 5 ) =-t- 

5-5 

y F(0=r'{//(v)}. 

Solucion 


Descomponiendo en fracciones H(s) se tiene: 
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ir x s +As-B M N R 

H(s) - ---= — +-h -, de donde: 


i J -5 


5 5-1 5+1 


Ejf 5‘ + As-B -B w 

M - hm- = — = B => M = B 

(5-1X-S+I) “I 


N = lim 


5* + As — B 1 + A — B 


s->\ 5(5 + 1 ) 


N = 


1 + A-B 


R = lim 


s~ + As-B \-A-B 


3 -+-1 5(5 -1) 2(5 + 1) 


t ^ v B l + A-B l-A-B 

Luego //(5) = — +-+- 

5 2(5-1) 2(5 + 1) 

F(t) = L- i {H(s)\ = L-'{-+ l + A ^ B l ~ A ~ B 


F(0)=l = B + 


5 2(5-1) 2(5 + 1) 

l+A-B \-A-B 


, „ l + A-b , l-A-B 

} =B + ---e' +---f 


„„ , 1 + A-B , l-A-B 

F\t) = --- e' ---<> 


, l+A-B l-A-B . , 

F (0) = 3 =----- =>A = 3 


B B ^ 4 -B , 2+5 

Ademas 1 = 5 + 2—1 -— = 1 (verdadero), entonces F(t) = B +—-— e --— e 

para A=3 y para cualquier valor de B. 

Resolver la ecuacion diferencial dada por: v M (/) + 2v'(7) =/(0 * .y(O) = v’(0) — 0 . 
1 51 n < t < 2 k 

donde: f(t) = < 0 si 0 <t < 71 
0 si t > 2 n 

Solution 


La funcion F(t) es lo mismo expresarlo asi 


/w= 


0 SI 0 <t <71 

1 5 / n <t<2n 
0 si t > 2n 
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Ahora la funcion f(t) expresaremos en terminos de la funcion escalon unidad. 

~/7'<r -2 ns 

f(t) = /j(f - 7r)~/i([ -In ), de donde L{f(t)} =---, 


5 S 


ademas L{y"(t) + 2v’(*)} = £{/(/)} 

s 2 L{y«)} ~sy(0) - y (0) + 2>-(0) = £{/(/)} 

-its _ -2ns 

(.s’ +2i)L{^(/)} =-, de donde L{y(r)} = — 


-« _ e 
s 2 (s + 2) 


tomando la inversa 


-ns _ -2 ns 

y(t) = r l -} = [(/- *) + e' , " T) - \\»{t - /r) - [(/ - 2 n) + e' (, ' 2 ' 7) l//« - 2 n) 

s~(s+ 2) 

y(t)-\t-n-\ + e H,n) 1 ju(t -n)~U~2n-l + e' (, ' 27) ]//(/ - In) 



Nota: L'{— - } = t + e~'-l 

+ 2 ) 


cl v dy 

Resolver la ecuacion diferencial dada por: —~- + 4— + 4y(t) = 


j>( 0) = 1 ,/(0) = -l 


dt 2 dt 

Solucion 


[0 , tZ 2 

, t>? 


, donde: 


d* d * 

Encontraremos la solucion para t < 2 , L {—+ 4—- + 4 y(t)} = 0 , de donde: 

dr dt 


s 2 L{y(t)}~ sy( 0) - / (0) + 4 sL{y(t)} - 4y(0) + 4L {y(t)} = 0 


(s 2 + 4s + 4)L{y(t)} = s + 3, despejando L{y(t)} 


L{y(t)} = ———r , ahora tomando la inversa y(t) — V 1 {—-—} = te 2t +e 2t 

(j + 2)“ (-s + 2)‘ 


Ahora veremos la solucion para t > 2 












676 


Eduardo Espinoza Ramos 


L{^ + 4^- + 4y(t)} = L{e- {, - 2) } => (s + 2) 2 Z{.v(/)}-(s + 3) =-^- 
dr dt s + 1 


> + 3 e' 

L{.y(/)} =-r h ---, tomando la inversa 

(•s + 2)’ (s + 2)*(s +1) 


v(t) = L '{ t + 3 . +---} =e 2 ‘ + te 21 + e 2 (e ' -e 21 -te 2l ) 

(s + 2) 2 (s + 2Xs + l)* 

Luego la solution de la ecuacion diferencial es: 


y(D 


.1 


te 2 '+e- l! 


, para t<2 


[(f + \)e~ 2t +e il 2) -{t-\)e 2{l h , para t > 2 
Resolver la ecuacion diferencial dado por 
/ + = 0 * *(0) = k , jc’(O) = 0 , a * 0 

Solution 

Tomando la Transformada de Laplace 

L{tx" (t) + x' (t) - a 2 tx(t)} = 0 = — L{x\t)} + L{x\t)} + a 1 ~ L{x(t)} = 0 


ds 


ds 


-—( s 2 L{x(t )} - sx(0) - x’(0) + sL{x(t)} - jt(0) + a 2 L{x(t )} = 0 

ds ds 

-2sL{x(t )} -s 2 — L{x(t)} + .*(0) + sL{x(t)} - x(0) + a 2 L{x(t)} = 0 
ds ds 


-(s 2 -a 2 )—L{x(t)\-sL{x(t)} = 0 
ds 


L{x(t)} 


— -—- = 0 , integrando ln(£{x(/)} + — ln(s 2 - a 2 ) = Inc 

* J -a* 2 

In sfs^-a 2 L{x(t)} = In c entonces L{jc(/)} = j =— 


\ 5 " — a 
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Aplicando teorema del valor inicial 


sc c 

lim . = lim x(t) = x(0) = k => lim , = k => c- k 

-^7 — rrr 


£{*(/)} = 


= x(t) = kL'\- 1 


'Js 1 -a 


+7 

r} => x(t) = k I 0 (a.t) 


yjs~ - a 2 

Resolver la ecuacion diferencial dada por: y"(t)-4y'(t) + 3y{t) = F(/),y(0)=l,y (0) = 0 . 

Solucion 

L{y"«)-4y'(t) + 3y(t)}=L{F(t)} 

s 2 L{y(t)} - sKO) - y (0) - 4sL{y(t)} + 4 y(0) + 3 L{y(t)} = L{ F(t)} 


(5" -4j + 3)Z,{y(0} = s-4+ L{F(t)} de donde: 

am i=gym » 


5 “ -45 + 3 


5 ~ -45 + 3 




2 5-3 2 5-1 

3e‘ e lt if Xt, usc 4 

V(/) = T’T"2 1 ( 


)du 


Resolver la ecuacion diferencial dada por: y" (t) + 4 y(t) = F(t); >^(0) = 0 , y' (0) = 1 
1 


F(t) 


fl , 0 < / < J 

jo , />1 


Solucion 


A la funcion F(t) expresaremos en terminos de la funcion escalon unidad 

F(0 = 1-M^-1) 
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L{y''(t)+4y(t)} = L{F(t)} 

s 2 HyU)} -5y(0) -/(O) + 41{v(/)J = /.{l-//(/- I)} 


,2 1 1 e \—e + s 

( 5 - + 4 )L{y(t)} = 1 +-=- 

s s s 


.. . l-e' s +s . . . | A-e~‘ + s. 

L{y(f )}=-—i => y(t) = L {—r } 


s(s~ +4) 


s(s +4) 


m *^< 7 —- r j • fr l 

45 4 ( 5 * +4) s 5+4 


v(0 =---cos2/ + — sen 2 1 -/j{t — 1)* — sen 2/ 

4 4 2 2 


sen 2/ 

—-— = — | sen 2(1 -u)./J(u -\)du 


( 1 ) 


!■ 

4 f 


r 1 i ,o i i 

sen 2{t -u)du - — I ser\2zdz =—cos2 z! — -cos2(7-1) 

2 JLi 4 / /- ' ' 


-i 4 4 


sen 2 1 1 

Luego >'(/) =-+ —|cos2(/-l)-cos2/| parat>l 

2 4 


17) Resolver para x(t);F(t) ■ 


I"-" 


) p x \u)du , 0 < p < 1 

Solucion 


F{t) = j* (t -uY p x\u)du = F p *x\t) , 0 < p < 1 

Tomando la Transformada de Laplace L{F(t)} = L{t p *x'(t)} = L{t p }£{*'(*)} 
si L{F(/)} = f(s ), entonces se tiene: 

r(i -p) 


f(s) = L{r p }L{x\t)} = 




ni-n) rn />).v.v(5) 

(5x(5)-40))/(^) + ^ r ^40) = - - 


1-/* 
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t(v) _ v ‘ /(*) , £(0) = f(s) t x(0) 
5f(l-p) S S P T(\-p) s 


2—M, 

5 r f(l-/?) S 


*(0= 7 - L~ ] [£Q)+x( 0) = ' - I '{/(v)}*Z.-‘{-L+x(0) 


r(i-p) 


r(i-/>) 


1 


+ x ( 0 ) = S - en ^’ ? r - F (/)*? p - 1 + x ( 0 ) 


r(i-/>) roo 


x(t) = Sen/?;r F(/) * f A ’"‘ + x(0) 


® t^ , . , | *"(/) + y'(t) + 3x(t) = \5e 1 . 

Resolver sistema de ecuaciones diferenciales < con las 

[ > y M (/)-4.t'(/) + 3y(/) = 15 sen It 

condiciones x(0) = 35 , jc'(O) = -48 , j>(0) - 27 , >>'(()) = -55 


Solucion 


Tomando la Transformada de Laplace a cada ecuacion 

L{xV) + y'(t) + M‘)} = LV5e- 1 } 

L{y "(t) - 4.v '(0 + 3 y(t)} = L {\5 sen 21 } 

f 5 2 I{.t(/)} - ix(0) - x '(0) + 5Z{70)} - y(0) + 3L{jc(0} = 1 5L{e -} 

{ s 2 L{y(t)} - sy(0) - y '(0) - 4sL{x(t)} + 4*(0) + 3L{y(t)} = 151{sen 21 } 

(s + 3 )L{x(t)} + 5l{j(0} = 355:-21 + — 

i + 1 

-4 sL{x(t)} + (s 2 + 3 )L{y(t)} = 27s -1 9s + —— 

.T +4 


; Aplicando la regia de CRAMER 
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L{yU )} = 


35j — 21 h—— 5 

5 + 1 

275-195 + —^- s : +3 
_ 5 2 +4 

s 1 + 3 s 
-4 s 5 2 +3 


30^ 45 3 25 

----+-h —- 

5*+l 5 +9 5 + 1 5 +4 


x(t) = r' { 


305 45 3 


25 


■} 


V+l 5 2 +9 5 + 1 5 2 +4 - 

x(t ) = 3cos/-15sen3; + 3e~ r +2cos2/ 


L{y(‘)) = 


s 2 + 3 355-21 + — 

5 + 1 

-45 275-195+ ^ 

5 2 +4 

5' +3 5 

- 45 s 2 + 3 


305 60 | 3 t 2 

5 2 +l 5 2 +l 5 + 1 5 2 + 4 


,-H, 30s 


y(t) = r {— 


5" + 1 


60 3 2 . 

--+ r + ^-} 

5 +1 5 + 1 s 2 +4 


v(^) = 30cosf-60seni + 3e ' +sen2t 




Resolver el sistema de ecuacion diferenciales 
condiciones x(0)=l , y(0)=3 

Solucion 


f 2 x\t) + 2 x(t) + y\t) - y(t) = 3 1 
\ a'(0+ x(t) + y\t) + y(t) = 1 


con las 


Aplicando la Transformada de Laplace a cada ecuacion 
f L{ 2x \t) + 2 x{t) + y\t)-y(t)} = L{3t} 

{/.{ a \t) + *(<) + y '(/) + y(0i = ^{1} 


25^{jc( 0} - 2:c(0) + 2L{x(t)} + sL{y{t)} - ^(0) - L{y(t )} = 

s 

sL{x(t)) - jc(0) + £{*(?)} - K0) + L{y(t)} = - 

5 
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2( j + I )!{*(/)} + (j - l)i{ ></)} = 4 + 5 

r 

(5 + 1)LM0} + (5 + 1)I{>’(0}=- + 4 

5 


£W0> = 


7 +s 

5-1 

1 

5 + 1 

- + 4 
s 


2(5 + 1) 

5-1 

5 + 1 

5 + 1 


s 3 +8s 2 + 45 + 3 1_2_ + _3_ 

5"(5‘+45 + 3) s' 5 + 3 5 + 1 


*(f) = r'{—-- 

s 2 5 + 3 5+1 


J } = t-2e '‘ +3e 


x(t) = t~2e ' +3e ' 


L{x{t)} = 


2(5 + 1) 4 + 5 

5' 

5+1 -+4 

_ 5 

' 2(5 + 1) 5-1 


5+1 5+1 


35 3 +55 2 -5-3 35 2 +25-3 

25 2 (5 2 +45 + 3) 5 2 (5 + 3) 


m « r* { 3j ~4 2< 3 ) - r'(-“ +=i-f+2e- 3 ' 

5 (5 + 3) 5 J* 5 + 3 


>-(0 = l-/ + 2e~ 3 ' 


Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales. 


f.v "(t) - x(t) + 5y\t) = t 
\yXt)-4y(l)-2x\t) = -2' 


con las 


condiciones iniciales siguientes. x(0) = 0, x’(0) = 0 , y(0) = 0, y' (0) = 0 


Solucion 


Aplicando la Transformada de Laplace a cada ecuacion 

jL{.v"(0-A-(0 + 5.v'(/)} = im 
[L{y "(/)-4>>(r)-2jr'(/)} = L{-2] 
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s ■ L{x(t)} - s x(0) - x ’(0) - L{x(t)} + 5 sL{y(t)} - 5^(0) = — 

s' 

s 2 L{y(t)} - 5 jc( 0) - x '(0) - 4 L{y(t)} - 2 sL{x(t)} + 2*(0) = - - 

s 


( 5 2 +i)LW0}-5^{X0} = -V 


, aplicando el teorema de CRAMER 


-2sL{x(t)} + (s s -4)L{y{t)} = — 

s 


L{x{t)} = 


T 55 
5* 

-l s 2 -4 

s 


1U Z -4 


5^+1 5s 
-2^ 5 2 -4 




5 2 (5 2 +1)(5 2 +4) 5 2 5 2 +l 5 2 +4 


x(t) = L l { —V+ 5 


s 2 5 2 +l 5 2 +4 


} = {/ + 5 sen t - 2 sen 2 1} 


jc(0 = -t + 5 sen t - 2 sen It 


L{y(t)} = 


s!+l 7 


-2 5 — 

5 


5 * + 1 55 

-25 5 2 -4 


-25 2 +4 1 25 5 

- + - 


5(5*+l)(5‘+4) 5 5* + 1 5 +4 


y(t) = L ‘{-—+ - 


5+1 5+4 


-} = t-2cost + cos 2 1 


y(t) -t- 2 cos t + cos 2/ 



Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales 


x\f) + 2x(t)-y\t) = 2t+5 
x\t)-x{t)+y\t)+y{t) = -2l-\ 


con las condiciones iniciales x(0)=3, x'(0) = 0 , y(0)—3 


Solucion 
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Aplicando la Transformada de Laplace a cada ecuacion. 

\ L{x\t) + 2x{t)~ y\t)} = L{2t + 5} 

[L{*’(/)-;r(0 +J'XO + .vW} = L{-2t-\} 

\ 5 2 L{;t(f)} - 5 x(0) - jc ’(0) + 2L{x(t)} - sL{p(t)} + A 0) = L{2t + 5} 
\sL{x(t)} - x(0) - L{x(t)} + sL{y(t)} - y(0) + L{y(t)} = L{-2t - 1} 


(s 2 + 2)L{x(t)} - sL{y(t)} = ^- + -+3s + 3 


(■s + DIWOJ+<*+DiWO) —4-“ 

5^ ^ 


Aplicando la regia de CRAMER 


L[x(t)} = 


2 5 , „ 

—r - H-1 - 35 + 3 — S 

5 S 

2 1 

- 5- — * + 

£ _ 

5* + 2 -5 

s -1 5 + 1 


3s 4 + 6s 3 + 7s 2 +55+ 2 

5 2 (5 3 +25 2 +5 + 2) 


!{*(/)} = -+4 

5 5 


1 

-+ 

5 + 2 


1 j , F i f 2 1 1 1 , 

—-, tomando inversa x(t) - L {— + — 4-(- —-} 

5 +1 5 5 2 5 + 2 5 ? + 1 

x(t) = 2'+t + e 21 +sen/ 


igual modo se obtiene y(t) es decir. 


y(t) = 1 -1 - 3e 2t + cos t 


Se conectan en serie una resistencia de R ohmios y un condensador de C faradios con un 
generador de E voltios (ver figura) en t = 0 la carga del condensador es cero. Hallar la 
carga y la corriente en cualquier tiempo t > 0, si. 


E = E o constante 


o 

E 


rrc 
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Solution 


a) Dado del problema 
circuito R - C 
Resistencia = R ohmios 


Capacidad = C faradios 
Generador = E voltios 


en t = 0, Q(0) = 0, de acuerdo a la segunda ley de KIRCHOFF y condition del 
problema se tiene: RI + ^ = E 0 => = ecuacion lineal aplicando 


C 


transformada de Laplace se tiene: 


dt RC R 

L{^- + -^-Q} = L {—}, de donde 
dt RC R 


S L{Q(t)} - 0(0) +-Cl{QU)} = 

IX. C A*J 


(5 + -^- t )Z,{ 0(O) = , despejando L{Q(t)} 

RC. 


L{Q(t)} = 


RS(S + -) 

RC 


-, tomando transformada inversa. 


Q(t) = L~ ] { 


** s +*c' 


-> 4 ^ 


S(S +—) 
RC 


Q(t) = E 0 C(\-e~' /RC ) como 


j <JQ{1 ) _ /f,| R( 
dt K * 


/ = £o e -,,*r 
R 


b) Datos del problema. 
Circuito R - C 
Capacidad = C faradios 


Resistencia = R ohmios 
Generador = E voltios 


para t = 0 => Q(0) = 0, de acuerdo a la segunda Ley de Kirchoff y condiciones del 
problema se tiene. 


/?/ + — = E 0 e at , donde / = —— 
C dt 
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Luego R — / ^ = E 0 e ~ al , de donde 

dt C 0 

dQ(i) 1 £ n e~"' 

—-— + ^—. ecuacion lineal aplicando transformada de Laplace se 

tiene: £{^^ +—0(f)} = L{——} 

dt RC R 


*£{0<O}-e(O) + ^-£{£Hr)} = — %— 
RC R(s + a) 


(s + — )£{0(f)} =—^— 
RC R(s+a) 


, despejando L{Q(t)} 


L{Q(t)} = 


E n 


R{S + ^-){s + a) 
AC 


, tomando inversa 


0(0 = L ] {- 


0(0 = 


R(S 4-—-)(5 + a) 
AC 

ce, i 


'=T^ 


(5 + —)(s + a) 
AC 


L'[- 


1 -RC 's + a s 1 1-£C 

RC 


1 } = 


/«> » < !&!1 = _^£ L ( i 


-/ *C 


1 - AC AC 


„ -a/ \ 
- - are ) 


Desarrollar el problema 22) para el caso en que E - E 0 sen cot y la carga del 
condensador se a 0 O . 

Solucion 


Datos del problema: Q( 0) = Q 0 , E = E 0 sen , Resistencia = R ohmios 


Capacidad = C faradios, de la condition del problema se tiene. 


dQ(i) 1 E 0 sen cot 


+ ^0(O = - 


AC 


A 


, aplicando transformada de Laplace se tiene. 
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dt RC R 


sL{Q(t)} - 2(0) + JL L{Q(t)} = ^ - 3 -^ 

RC R s +<q 

(5 + ^-)HQ(t)} = Q 0 + -t"^~t , despejando L{Q(t)} 
RC s~ + of 


L{QU)} = —^ + 


£> 


S + — (S + —)(s 2 +w 2 ) 
AC rtC 


, tomando inversa 


2(0 = £■'{— 




S+— (5 + — )(s 2 +a> 2 ) 

RC RC 


}, de donde 


x ^ -t rc E, R 2 C 2 sen cot . 

Q(0 = Qo e +—l~. - , ~ (~——<wcos£y/) + 


R \ +co 2 R 2 C 2 RC 


a>R 2 C 2 e-‘ IRC 
\ + 6) 2 R 2 C 2 1 


a>E n RC . .,/ ?f E n mR 2 C 2 coscot- RC sen«r 

e(,, - <a+ 17PP? ) ' "T* - FTyFP -» 



Un inductor de L henrys y un condensador de C faradios estan conectados en serie con un 
condensador de E voltios. En t = 0, la carga del condensador y la corriente del circuito son 
nulos. Hallar la carga del condensador en cualquier tiempo t > 0. 


a) Si E = £ 0 constante b) E = E 0 e al a > 0 

Solution 

a) Datos por el problema 
Inductancia : L Henrys 
Capacidad : C faradios 

Resistencia : R = 0 , E = E 0 de la segunda ley de KirchofT se tiene: 
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dm i f 
dt ci 


I(r)dr = V(t), de donde — - * + 

dt 




aplicando transformada de Laplace se tiene 

i{^+-L f/(rVfr}-Z.A => ,/.{/</)}-/(n) + 7 Li^i = ^i 

dt LC Jt, L LC s Ls 

(5 + = ||, despejando L{l(t)} 


L{Q{t)} = 




I(5 2 +—) 

z,c 


, tomando la inversa 


i E n EjCL t 

Qit) = L~{ - °——} = sen (-f=) 

L(S^ h —-— ) L 

LC 

dt L s/RL 


EjCL f 
=- ls< 

l J 


scn( |- )dt 

n IRC 


Q(t) = -E 0 C. cos( *— ) + k para 0(0) = 0 entonces 0 = -£ 0 C + k => k = E 0 C 
v RC 


QU ) = E 0 C(\ + cos(-j=)) 


b) Datos del problema 

Resistencia: R = 0 ; Inductancia : L Henrys 

Capacidad : C faradios , E = E§e~ m , a > 0, para t = 0, Q(0) = 0, 1(0) = 0, por la 


segunda ley de Kirchoff se tiene: +— f I(r)dr = E 0 e at 

dt c Jb 


Q"(t)+-^Q(‘) = Y e ' al 


1 E 

aplicando transformada de Laplace L{Q\t) +-j-^Q{t)} = ° l }» de donde 
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(S 2 +—)L{Q(t)} = — -2— 
LC L(s + a) 


, despejando L{Q(t)} 


L{Q(t)} = 




L(S + a)(S 2 +—) 
LC 


Q(t) = -^L~'{ 


1 


, tomando in versa 




(S + a)(5' 2 +—) L s+a s 2 H—-— 

LC' LC 


de donde efectuando operaciones se tiene 


0 ( 0 - 


r^r (e ' a, - C0S( ic ))+ 


aE 0 -JC/L sen(//>/ZC) 


L(ar-f — ) 

LC 


a 


1 

LC 


Desarrollar el problema 24) si E(t) es E 0 S(t) donde d(t) es la funcion Delta De Diroc. 

Solucion 

De las condiciones del problema se tiene. 


dt c Jb dt LC Jb 


m 

L 


aplicando transformada de Laplace se tiene: 

L{ ^ + Ic I /(r)rfr } = =* 5 i U( 0 }-/( 0 )+ 1 L{I(l)) -^ 


dt 


1 E 

( 5 +- )L{I(t)} = — , despejando L{I(t)} 

LCs L 


LC s 


Z,{/(t)} =-■— , tomando inversa I(t) = — L~ l {-——} = — cos( , ) 

'*ic ** 

como = /(0 = — cos(—p=), integrando 

di L v LC 

























Aplicacion de la Transformada 


689 


Q(t) = ^yfLC sen( —J= ) + k, para Q(0) = 0 => k = 0 


QU) 




sen(— f=-) 

Jlc 


26) Un inductor de 3 Henrys esta en sene con una resistencia de 3 ohmios y una f.e.m. de 150 
voltios, suponiendo que es t=0, la corriente es cero, halle la corriente en cualquier tiempo 
t>0. 

Solucion 


Datos del problema. 


Inductancia : 3 henrys, Resistencia : 30 ohmios. 
t = 0,1(0) = 0, f.e.m. : 150 voltios 


/ 


-V\Ar 

R 


E(t) 


L PP1 + JU(t) = E, de donde —— + — /(/) = —, aplicando transformada 
dt dt L L 

L{PP1 + — /(/)} = L{—} .dedonde sI{/(f)}-f(0) + -^4{/(<)} Sii-p 
dt L L L LS 

(s + —)/-{/(/)} = 4z . despejando L{I(t)} 

L lS 

E E 4 B 

L{I(t)} =---= — (— +-—), tomando inversa 

LS(s + R ) 1 s s + - 

V L l 

1 * R 

como E = 150, R = 30. L - 3 se ticnc /(/) = 5(1 ) 
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Resolver el problema 26) si la f.e.m. es 150 sen 20t 


Solucion 


Datos del problema: f.e.m. = 150 sen 20t 
Inductancia = 3 Henrys ; Resistencia = 30 ohmios 

su ecuacion coirespondiente es: L -+ RI(t) = E , de donde 

dt 




dl(t) R E Tt dl(t) £ 

-+ — I(t) = — , aplicando transformada L{ -+ — /(/)} = L {—}, entonces 

dt L L dt L L 

«£{/(/)}-7(0)+ ^ £{'(')} = L{ ' - ^ - 2 --}, despejando L{I(t)} 


HI(t)} = 


1000 


■, tomando la inversa 


(s + —K-s* +400) 


/(0 = iooozr'{ 


i 


} = 2e~ 101 + 2 sen 20t - 2 cos 20< 


(i: + ^)(i 2 +400) 


I(t) = 2e 10; + 2 sen 20/- 2 cos 20^ 

28) Hallar la corriente I(t) que fluye en el circuito de la figura mostrada, si se aplica una onda 
cuadrada con voltaje de altura V 0 . Se supone que el circuito no esta perturbado antes de 
aplicar la onda cuadrada. 


V(t) 



Solucion 


La ecuacion del circuito es: L.I '(/) + /?/(/) + — I( r )dr = V(t) 
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del circuito L = 0 y aplicamos la transformada 


cf 


L{RIU) + - | I(r)dr} = L{V(t)} => RL{I(t)} + — L{Ht)} = L{V 0 (U a (t)-U b (t)} 


1 o~ as — o~^ S V (0~ as — \ 

(s +- )L{I(t)} = V 0 ( -) => L{I(t)} = —--- 1 , tomando la inversa 

RC s R(s + —) 

RC 


I' , e -= e ~ bs y -Lia 

W+4l -j-= -£|e c *U a (t)-e RC U b (t)\ 

K s + — s + — R 
RC RC 


H0 = 


0 , 0 <t < a 

, a <t <b 


V -l=SL 
c RC 


y n -Lz<L ~£d> 

_0[e RC _ e RC j t>b 

R 


13.8. EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS.- 


(^T) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 


a) ^ + 4— + 4.v = 4e' 2 ',x(0) = -l, *'(0) = 4 Rpta. x(f) = e~ 2 ' (It 1 +2t -1) 
dt 2 dt 


b) —- + jc = 6cos 2/ , x(0) = 3 , x'(0) = l Rpta. x(t) = 5cost - sen t - 2 cos 2t 
dt 1 

c) y , (0-MO = 5sen2/ , y(0) = 0 , jv'(0) = 1 Rpta. y(t) = 3 senh x - sen 2t 

d) j M (0“2y(0 + 2y(0 = 2cos2r-4sen2/ , y(0) = 0, /(0) = 1 

Rpta. y(t) = - cos 2t + cos t - sen t 


e) y"(0-ty'(0 + yU)= U y(0)= 1, /(0) = 2 Rpta. y(t) = 1 + 2t 
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0 ty'\t) + (.-\-t)y'(t) + 2y{t) = t-\, y( 0 ) = 0, y' ( 0 ) = 1 


Rpta. y(t) = t 


g) —y -^j--2y = 18e 1 sen 3t ,y(0) = 0, y'(0) = 3 
dt 2 dt 

Rpta. y = 2e 2t -e~‘ sen2 t+e~ l cos3/ 

h ) —r-— t-+4y- 4>' = -3e' + 4e 2t , y(0) = 0 , y'(0) = 5 , y"(0) = 3, 
dt 1 dt 2 dt 

„ 27 57 „ 3 te' e' e 2 ' 

Rpta. v =-cos2/ + —sen2/ +- h- 1 - 

50 25 2 25 2 

© Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 

a) 


—Y + 2^-y--l l-j--12.y = 4 , y(0) = y(0) = y-(0)=0 

dt 3 A 2 dt 


~\t 


Rpta. v=-—- +- 

21 21 3 3 


b) / 2 y*(o-wo=2 


Rpta. j> = -l-cr 


c) y(0 + 2/y(0-4K0 = 6, y(0) = y(0) = 0 Rpta. y = 3t 2 


3 2 


d) y'(/)-8ty(0 + 16j(0 = 3 , y(0) = y(0) = 0 Rpta. y = -t 


e) y"(t)-4t y'(t) + 4y(t) = 0 , y(0) = 0, y' (0) = 10 Rpta. y=10t 

f) --^- + 4 ^-^ + 5 — + 2y = lOcost , y(0) = 0 , y'(0) = 0, y'( 0 ) = 3 

dt 2 dt 2 dt 

Rpta. y = -e~ 2r +2e~' -2te"' - cost + 2sent 


• 2 

g) -—^-+ y = e~ 2t sent , .y( 0 ) = y( 0 ) = 0 

dr 


- 2 1 


1 £ 

Rpta. = — (sent — cost )h —— (sent + cost) 

8 S 
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,2 . M 

h) —f-2—-8y = 0, y(0) = 3, /(0) = 6 Rpta. v = 2e 4 ' +e~ 2 ' 

dt 2 dx 

Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales. 

k t 2 e~ 2t 

a) t x"(t)-(4t-\)x'(t) + 2(2t + l)x(/) = 0 si x(0) = 0 Rpta. *(/) =—-— 

b ) x ^l + ± + xy = o,y{0)=\, y(0) = l Rpta. y(0) = kJ 0 (x) 

dr dx 

c) t x"(t) +x'(t)-a 2 t x(t) = 0 , x(0) = k, x'(0) = 0 , a*0 Rpta. x(t) = cl$(at) 

d) Resolver para V(t), si J V \t)V(t-u)du = 24t 4 , V(0) = 0 Rpta. F(/) = ±12/ 2 

e) lx"(t) + 5x'(i) + tx(i) = 0 si *(0) = ^- Rpta. v(/)- 

f) t 2 y"(t) + (2r +t)y'{t) + (2t 2 +t-\)y(t) = 0 , si y(0) = 0 , y(0) = j 

Rpta. y(t) = e~’J\lt) 

g) y"(o-6y , (/)+i2y(/)-8^(/) = tV'+i,y(0)=i ) y(0) = -i, y(0) = 2 

Rpta. y(t) - - + e 2 ‘ (- -h -— + —) + e 2 ‘ - 3te~ 2 ' + 5t 2 e~ 2 ' 

5! 8898 

h) t 2 V"(t) + tV'(t) + (t 2 -\)V(t) = 0 , V(1) = 2 Rpta. = 

d\ ( 1 ) 

Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales. 

a) y"{t) + 4t(t) = 9t , y(0) = 0, y(0) = 7 Rpta. y(?) = -y+ ^sen2r 

4 o 

b) y"(t)-3y'(t) + 2y(t) = 4t + l2e-‘ , y(0) = 6 , y(0) = -1 

Rpta. y(t) = 3 + 2t + 2e~‘ — 2e 21 + 3e' 
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c) y”(t)-4y’ i (t) + 5y(t) = 125/ 2 , >-(0)=/(0) = 0 

Rpta. y = 22+ 40^ + 25/ 2 + 2e 2 '(2sen/- 1 lcos/) 

d) y'(0 + ^(0 = 8cos/, y(0) = 1,/(0) =-1 Rpta. y{t) = cos/ - sen t +4/ sen t 

e) y"(t)-3y'(t) + 2y(t) = 4e 2 ‘ 

Rpta. _y(?) = c 1 e 2 ' + 4/e 2 ' +c 2 e' donde c, = y'(0) —y(0)-4 , c 2 = 2^(0)-j'(0) + 4 

f) y” U) + 9y(0 = 18/ , y(0) = 0, y(-^) = 0 Rpta. y(t) = 2t + rc sen 3t 

g) y"(t) + 4y = F(t) , y(0) = 0, /(0) = 1 donde ^(0 = ^’ 

Rpta. y(<) = S — — + —[cos(2f - 2) - cos 2/], para t > 1 


h) y"(t) + 4y(t) = F(t) , y(0) = 0, /(0) = 1 si F(t) = U(t - 2) 


© 


sen 2/1 ^ .. 

Rpta. y(t ) =-+ — (cos(/ - 2) -1) si t > 2 

2 4 


i) x'(t) + ix(t) = e~ 2 ' , x(0) = 0 

j) x'(t)-x(t) = cost -sent , x(0) = 0 

k) x'(/) + x(r) = 2senr , x(0) = 0 

l) 2x'(t)+6x(t) = te- il , x(0) = —\ 

Resolver las siguientes Ecuaciones Diferenciales. 

a) x"(t) + x(l) = 2e t , x(0)=l , jc'(O) = 2 

b) x'(t)-2x(t) = +3t 2 +2t + \ , x(0) = -l 


Rpta. x(t) = e 21 —e 2l 

Rpta. x(t) = sen t 

Rpta. jc(/) = e~* - cos t + sen t 


*2 __ 2 

Rpta. x(t) =- 


Rpta. Jt(/) = e* + sen/ 


« 5 2 3 4 „ 

Rpta. - l-r —e 

F 9 3 9 
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c) jc"(/)+2jc*(/) = > x (°> = 2 ’ = 

7 4 56 


d) y-(/)-3y(o+2^(/) = /(o 


Rpta. *(/) = 


<(2f+ 1) ^-2, 

56 


yo) = y(0) = o , f(t) = u(t -1) 

e 20-» . 

Rpta. y(t) = (— - S-'+-yU(t- 1) 


e) /y'(/) + (1-2/)y(/)-2M/) = 0, y(0)=l, y(0) = 2 Rpta. y(t) = e 2 ' 

f) <y , (0 + 0-l)y(0-3'(0 = 0 , y(0) = 5 , y(0) = 0 Rpta. y(l) = 5e- 

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 

o;x . * | if r, .' . 

a) y ,, (/) + 6y , (/) + 12y(t) + 8.v(/) = 0 , y(0) = 4 , y<0) = -12 , y’(0) = 34 

b) y"(t) + 2y'(t) + 5y(t) = e~' senr , ><0) = 0 , y(0) = l 

c) y-3y+2y=4/+e 3 ', y(0) = i . y(0)=-i 

* ~ isfoM 

d) ?"0)-iy' t V)+3y'U)-x*) = o . y(0) = i , y(0) = -i , y f (0) = -i 

( ■ 1 

e) y , (l) + 2y(/) + 5y(/) = « sen/ , y(0) = 0 , /(0) = 1 

0 y ,, (/)-3y , (/)-4y(/) + i2y/) = i2^- 1 , y(0) = 4 , y(0) = 2, > M (0) = i8 

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales. 


a) P *(/ - u)x(irfdu = 2x(t9 - sen pt , p*0 Rpta. x(t) = J ] (pt) 

b) Si L{F(t)} = H(s), resolver para x(t) la ecuacion diferencial 

x" (/) + 6x' (/) + 7jc(/) = F(t) sujeto a x(0) = x } (0) = 0 

Rpta. *(/) = F(/)*^-p^senh(>/2/) 

v2 
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® 


c) y (0 + .y(0 = F\t) i donde y(0) = 0 , y(0) = 0 


F(t) = - 


0 , t < 


3/r 


3;r 5x 

cos t , — < t <- 

2 2 

A 

0 , t > — 

2 


Rpta. y(t) = — (cos t. sen It - sen t - cos 2 1 + sen t - It cos t ) 

4 


d) I *" 1 


\u)x\t - u)du = x\t) ~ x(t) si jc'( 0) = x'(0) = 0 Rpta. x(t) = t- - 


i 


e) 5 I e u cos2(t-u)x(u)du=e'(x\t) + x(t))-\ ,x(0) = 0 


Zf 


Rpta. x(t) = — - 4/ e r - ~e 2t 


0 y"(t) + 2y'(t) + 2y(t) = e‘ , y(0) = 0 , y(0) = l 


y e - ' 

Rpta. y(/) = ™-f- r -(3sen/-cos/) 


g) y , HO-3yw+3/ i (/)- < K/)=*V , y ( 0 )=i , y( 0 ) = o, y'( 0 ) = -2 

r) 

y y^» r 

Rpta. y = y -/e f - e +- 

K ^ 2 60 

h) y M (/)+ y ' (o+ 4y (/)+4y(o = -2 , y(0) = o , y(0) = i , y;(0) = T ,i 


1 e-'3 . 3 

Rpta. y = — + — +— cos2f + -sen2r 
K 2 5 10 5 


Resolver la ecuacion diferencial de segundo orden por Transformada de Laplace. 
y"(t) +a y'(t) +ft y(t) = 0 donde a = 6, P = 9, y(0) = 0, y(0) = 0 

Resolver la ecuacion diferencial de segundo orden por Transformada de Laplace, 
y '(0 + a y'(t) + fty(t) = Q(t) donde a=-l, P=-2, y(0) = 0, y'(0) = 0 , Q(t) = e l +e 2/ 
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H)) Resolver la ecuacion diferencial de segundo orden por Transformada de Laplace. 
F(t)y"(t)+ R(t)y'(t) + S(t)y(t) = Q(t), donde y( 0 ) = 0 , v'( 0 ), F(t) = 4t 2 , 

S(t) = (t 2 + 1 ) 2 , Q(t) = 0. 


© Resolver la siguiente ecuacion diferencial mediante Transformada de Laplace. 

y"V)-l/V) + 2y(t) = f(t) donde /(/) = J ° ’ ° < ‘ * ’ , y(0) = /(0) = 0 

I 1 , / > 1 


2(/-l) i 

Rpta. r(r)■ (-+-){/(/-!) 


(j 2 ) Resolver la ecuacion diferencial dado por: t y" (f) + 2 / (t) + t y(t) = 0 , jy( 0 + ) = 1 , y(ir )=0 


O 


Rpta. y(t) = 


sen t 


(l5) Resolver la ecuacion diferencial y" (t) - 4y' (t) + 5y(t) = V(t), y(0) = 1 , /(0)=1 

, , ... . 'e^cos t , 0<t<2x 

donde V(t) = { 

0 , t>2n 


Rpta. y(t) = e 2t cos/ - e 2 ' sen t + 


1 / '/ 

te~ sen/ e“ , . . _ . 

---— (/ - 2/r) sen t.U(t - 2n) 


© 


Utilizando Transformada de Laplace resolver la ecuacion diferencial 

t , t < 1 

( 2 -/), l £/£2 sujeto a la condition 
0 . i> 2 


l 


y'+2y+ I y{t) = f(t), donde f(t) = 


inicial y( 0 ) = 1 . 




1 


15) Resolver la ecuacion y(t\ = 4sen/,-2 { y(u)sen(t-u)du Rpta. y(t) =-j=-sen >1$ t 


Jb 
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Resolver el problema siguiente de 
valor inicial 

y\t) + 2y{t) + j^y(u)du = f(t), 

y( 0 ) = 1 donde f es dado por el 
grafico. 



Rpta. y(t) = -2t e~‘ +1 + 2|f e” <,-1) - l)t/(? -l) + |(l-0' <,-l) + !]{/(/-2) 


(17) Resolver el siguiente problema de valor inicial. 

/' (t) + 4 y(t) = sen t-U(t- 2 n). sen(r - 2 n) , ><0) = y' (0) = 0 

Rpta. _y(0 = — (- sen It + 2 sen t) + - (sen It - 2 sen t)U (t - In) 

6 6 

^ 8 ) Resolver la ecuacion diferencial x M (0-2*'(f) + 5x(/) = e~ 2t (4cos3f + 18sen3f), 
x(0) = 2, Jt'(0) = -1 


^ 9 ) Resolver la ecuacion diferencial x"(r) + n 2 x(t) = a sen pt , x(0) - l,x'(0) = 3 n,p 

constantes positivos , n * p 

( 20 ) Resolver la ecuacion diferencial ty "(/) + y(/) + ty(t) = 0 sujeto a las condiciones 

iniciales y(0) = 1, y' (0) = 0 

(21) Resolver la ecuacion diferencial t x' ' (t) + x' (f) + 4r x(t) = 0, con las condiciones iniciales 
x(0) = 3, x' (0) = 0 

(22) Calcular L{J x (t)} y usando el resultado obtenido, resolver la ecuacion diferencial 

x" (0 + x(t) = (f) si x(0) = 1 , x' (0) = 4 donde L{x(t)} = x(s) 




Resolver la ecuacion diferencial 


t 2 y"(t) + t y'(t) + (t 2 - l)y (0 = 0 , si y( 0 ) = 0 , 
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Resolver 


j^x m (u)x"(t-u)du = 24t i si *(0) = x'(0) = x"(0) = 0 


Resolver la ecuacion diferencial + = 0 si V(0) = 5 y V(oc) = 0 


Resolver la ecuacion : 
x"(t) + 2x'(t) + x(t) = F(t), 
jc(0) = jc( 0) = 0 si F(t) esta dado 
por el grafico adjunto. 



t 2 x"«) + t(2t + l)x'(t) + (2t 2 +t-l)x(t) = 0 , x( 0 ) = 0 , x'( 0 ) = | 
x"(/) + 3x'(t) + 2x(r) = "it 2 +e 2> sen 3/ , x(0) ~ x'( 0 ) = 0 


x''(t) + ?>x'(t) = \-2U(t-27t) , x(n) = 0, x'(x) = -\ 


x"(t)-x'(t) = H(t) , x(0) = 1 , 

U 

x' (0) = 0 si H(t) esta dado por el 
siguiente grafico. 



tx"(t) + (2t + 7>)x'(t) + (t + 7>)x(t) = e 1 si x( 0 )=l 
ty'\t) + y'(t) + t v(0 = 0 , y( 0 ) = 1 , /( 0 ) = 0 
x" (f) + (2/ - 3)x' (/) + 2x(0 = 0 si x( 0 ) = 1 , x’ (0) = 3 

x"(t) + t x'(t) + x(t) = 0 , t> 0 , sujeto a las condiciones iniciales x( 0 ) = 1 , x'( 0 ) = 0 
x" (/) + 3 x' (t) = 1 - 2 U 2 (t) sujeto a las condiciones x(rt) = 1 , x' (;r) = -1 
(t-t 2 )y"(t) + 2y'(t) + 2yV) = 6t , si y(0) = y(2) = 0 


t 2 y"(t) + t(\-t)y'(t)-(\ + 3t)y(t) = 0 sujeto a la condicion y(0)= 1 , y(0) = 4 
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^8) Resolver 


la ecuacion diferencial y"+4y = f(x) si f(x) 


y(0) = 1 , y(0) = i 


0 si 0 < x < K 
11 - sen 3x si x > n 


n . _ scnli 1 „ . sen3(jt-;r) 3 

Rpta. /(x) = cos2x + -+-[1 -cos2(x-;r))fy(x-;r)+( --+ —sen 3 (x-7t)U(x-7t) 

2 4 5 10 


39) Hallar la funcion y = f(x) tal que: f(x) = 2 f{u)cos(x-u)du = e 


f 


Rpta. y = 


- - xe r = cosh x-xe 


40) Resolver las ecuaciones diferenciales. 


.) JW* , m-ym-o 


„ e' r 3 9 2 21 45 , <T* 

Rpta. y = —( - x + — x-) + 1 - 

6 3 4 4 8 16 


b) y , +2y+2 i y = /(/) donde /(7) = 


0 , 0</ <7Z 

e~ l cos* , k < t < 2 k 
0 , t > 2n 


Rpta. y - e 1 [y(0)cos t + (v(0)+ y '(0))sen t J + -- ( t - 7t)U ( t - n) - (t - 2/r)sen t\U(t-2 k) 


c) y'+2y + 2 f y(t)dt = f(t) donde /(/) = {* 

Jo 10, t>7T 


, y(0) 


Rpta. 


— (7 sen t - sen / + / cos /) 


, 0 < t < K 


e~ l e~ l 

— (t sen t- sen t + cos t) +—[(/-;r)(cosf-sen0 + sen/] , t > n 


d) y"-4y'+5y = fit), y(0) = 1 , /(0) = 1 donde /(/) = 


e 2 ' sen/ , 0 < t < 2 jz 
0 , t > 2n 
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Rpta. 


e 2t cos/ -e 2t 
e 2i cos t-e 21 


sen / + e 


21 /sen/ 


0 <t <n 
t > 2 k 



Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales. 


a) 


x'' (/) - 3 jc' (/) - y (/) + 2y(t) = 14/ + 3 
>’(/)-3jc(/) + y(/) = i 


JC*(0) = 0 , y(0) = 6.5 


Rpta. 


t 3j 

x(t) = 2 — -— -e‘ 2 ' 

2 2 

y(t) = lt + S-e‘ 


b) 


2x '(r) + 2x(t) + y'(/) ~ y(0 = 3t 

x'(0+x(0+y'0)+y(0 = i 


x(0) = 1 


y(0) = 3 


Rpta. 


| a(/) = t + 3e~' -2e~ 3 ' 
[j(r) = l-/ + 2e- 3 ' 


c) 


x\t) + 2xU)~y\t) = 2t + 5 
x\t)~x(t)+ y\t) + y(t) = -2t -1 


x(0) = 3 , a’(0) = 0 , y(0) = -3 


Rpta. 


x(/) = / + 2 + e“ 2 ' + sen/ 
>(/) = 1 3e~ 2 * -cos/ 


d) 


J x'(t)-2x(/)-y'(t)-y(0 = 6e ' 

\2x'(t)-3x(0 + y'(0-3y(0 = 6e 3 ' 


, x(0) = 3 , y(0) = 0 


Rpta. 


fx(r) = (l + 2t)e' +2e 3 ' 
\y{t) = {\-t)e'-e* 


e) 


— + a + v = 3e 3f 

dt , x(0)=l , y(0) = 2 

</v . . 

— + jc-4v = 1 

[dt 


Rpta. 


*(/) = 3e 21 ~—e 5t -—e 3 ' + 
40 8 


-2 / 


-3/ 




1 


- 

2 40 8 10 


m 1 
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.dx dy ... . 

2 —+ - 7 -~x-y = e , x(0) = 2 

dt dt 

dx dy . . ... , 

— + — + 2x + y = e , _y( 0 ) = 1 
dt dt 


Rpta. 


x = 8 sen t+ 2 cos t 

e <•" 

y =-13sen/+ cos/ +- 

2 2 


g) 


d~ x .dx dy . 

— r-3— + — + 2x-y = 0 r ~.t it . 

j,i dt dt x = 2e -e —I 

dt at at , x(0)=0, y(0)=- 1, jc’( 0) = 0 Rpta. 

dx dy . . y = e' - 2 

—+ — -2x+v = 0 w 

dt dt 


h) 


y'+ y + 2z’+3z = e ' 
3y’-y+4z'+z = 0 


, y(0) = 0 , z(0) = 1 Rpta. 


y = 5e‘-3e~‘ -2e 

- 2 , 2e-‘ , 

z = e +- e 

s 


-it 


42) Resolver el sistema de ecuacion diferencial 


condiciones iniciales: y( 0 )=l, z( 0 ) = -l 


j ty(t) + z(t) + tz\t) = (t-l)e 
l y\t)-z(t) = e-‘ 


sujeta a las 


43J Resolver el sistema de la ecuacion diferencial 


2x'(t)-3y'(t)=2e' , jc(0) = 2 
x\t)-2y\t) = 0 , y( 0 ) = 1 

Rpta. x(t) = 4e f -2 , y{t)- 2e l -\ 




Resolver el sistema de la ecuacion diferencial 


x'(/) + .*(/) +2 y(/) = 0 , ,v( 0 ) = l 

3x(f) + 2y(/) + y'(/) = 0 , y(0)=2 


6 1 , . 9 e' 

Rp,.. rtO-j-37-77 XO-^zr+y 




Resolver el sistema de la ecuacion diferencial. 


— = 2 y + e' , at(O) = 1 
dt 

^ = 8 x-t , y(0) = 1 
dt 


46) Resolver el sistema de la ecuacion diferencial. 


— = jc - 2 y , x( 0 ) = -l 
dt 

^ = 5 x-y , y( 0 ) = 2 

dt 
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5 7 

Rpta. x = -3cos3r—sen3/ , v = 2cos3/—sen3/ 
3 3 




Resolver el sistema de la ecuacion diferencial. 


2- + ^--2x = l , jc(0) = 0 

dt dt 

l -^- + ^- 3x -3y = 2 , j(0) = 0 
dt dt 


n V 5 7/ 1 8 5 J 4 1 

Rpta. x = -2e + — e — , y — — e —e — 

2 2 3 2 6 


Resolver el sistema de la ecuacion diferencial: 


d 2 x 


Y + x-y = 0 , jc ( 0 ) = 0 , x'(0) = ~2 
dt 2 

±2 + y- x =0 , ^(0) = 0 , /(0)-l 

[dr 


Rpta. x = — ~ — —yjl sen y/21 , y = - — + — V2 sen>/2 / 

2 4 2 4 


< 3 


Resolver el sistema de la ecuacion diferencial. 


_ 0 2 t 2 P t 4 

Rpta. jc = 8 + —h— , y =-H- 

3! 4! 3! 4! 


Resolver el sistema de la ecuacion diferencial 


+ = .v(0) = 8 . v'(0) = 0 

dt 1 dt 2 

d 2 x d 2 y 


dt 2 dt 2 


= 4f, v(0) = 0 . v’(O) = 0 


*ll + 3 !t + 3 y = 0, x(0) = 0, x '(0) = 2 
dt 2 dt 


d 2 x 

dt 2 


+ 3 y = te 1 , y(0) = 0 


t 2 t 1 1 1 

Rpta. x = — +t+l-e , v = — + — e + — te 
2 3 3 3 


Resolver el sistema de la ecuacion diferencial. 

a) Demuestre que el sistema de ecuaciones diferenciales correspondiente a las 
corrientes i 2 ( t ) e i 3 (f) de la red mostrada en la Figura , es 
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Lj -j- + Ri 2 * /?/ 3 = E{t) ; Zo + /?/ 2 + £/ 3 = E{t) 

b) Resuelva el sistema de la parte (a) si R = 5Q, L x =0.01 H, L 2 =0.0125 H, 
E = 100V, i 2 (0) = 0 e / 3 (0) = 0 . 

c) Determine el valor en amperes (A) de la corriente ij (t ). 



-900 1 


, i. = 20-20c> 


a) Demuestre que el sistema de ecuaciones diferenciales correspondiente a las 
corrientes i 2 (/) e i 3 (f) de la red mostrada en la figura es, 


du du _ „ du du 1 . 

L -h L -h Ri ij = £(/) \ — Ri -r /?■>-+■ — / 3 — 0 

dt dt 12 A dtC 

b) Resuelva el sistema de la parte (a) si /?,=10Q, L x = 1 H , C = 0.2 F, 

f 120, 0£f <2 

£(f)H 

[o, t £ 2 

c) Determine la corriente /, (/) en amperes (A). 


© 


■MMn 


:r, 
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CAPITULO XIV 


14. SERIES DE FOURIER.- 




14.1. FUNCIONES PERI6DICAS. 



DEFINICION.- Se dice que una funcion f: R- > R es periodica, si existe un numero 

positivo “T” tal que f(t + T) = f(t), V t e R. El numero T recibe el 
nombre de periodo de la funcion f(t). 




Ejemplo.- Graficar y determinar el periodo de la funcion f(i) = (-1)^ 

Solucion 

Se tiene que si, 2n < t < 2n + 1 => [| 11] = 2n, n e Z, de donde 
/(0 = <-1) 2 " =1 => f(t)=l, VneZ 

Si 2n + 1 £ t < (2n + 1) + 1 => [| 11] = 2n + 1, V n e Z, de donde 
/(0 = (-l) 2 " +l =-l => f(t) = -l, VneZ 
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f(t + 2) = f(t), VteR. Luego f(t) es periodica de periodo T = 2 

Ejemplo.- Las funciones 1, sen t, sen 2t, sen sen nt ; cos t, cos 2t, cos 3t. 
son funciones periodicas para el caso en que f(t) = sen t 




cos nt 


Para el caso en que f(t) = sen 3t 
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OBSERVACION.- 


Si f(t + T) = f(t), VteR 

f(t + 2T) = f((t + T) + T) = f(t + T) = f(t) 
f(t + 3T) = f((t + 2T) + T) = f(t + 2T) = f(t) 


f(t + nT) =■ f(t), V neZ + , VteR 

f(t - T) = f((t - T) + T) = f(t) 

f(t - 2T) = f((t - 2T) + T) = f(t - T) == f(t) 

f(t - 3T) = f((t - 3T) + T) = f(t - 2T) = f(t) 


f(t - nT) = f(t), V «eZ + 

Luego si f(t + T) = f(t) => fi[t + nT) = f(t), VneZ, t e R 

Por ejemplo.- sen (t + 2 tc), VteR => sen (t + 2nT) = sen t, VteR 

Ejemplo.- Demostrar que la funcion f(t) = constante, es una funcion periodica de 
periodo T para cualquier valor positivo de T. 

Solucion 

Sea f(t) = k la funcion constante 

Si f(t) = k, entonces f(t + T) = k por ser funcion constante de donde f(t) = f(t + T), 
para todo t, por lo tanto f(t) es una funcion periodica de periodo T. 
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OBSERVACION.- Si f(t) = cos co x t + cos co 2 t es periodica => 3n y ,n 2 eZ tal que 
cos ajj (t + 7^) 4 - cos a) 2 (t + T) = cos co x t + cos o) 2 t 


De donde co{T - 2n x n a co 2 T = 2n 2 7t => — = — sQ 

n 2 


Si /(/) = cos^yj/ + costy 2 f+ COSiW 3 / es periodica => 3n ]t n 2 ,n 3 eZ tal que 

_ _ „ ^ n, coj n 2 ^ 

o) x T = ln x K a co 1 -2n 2 n a co 3 =2n } 7T, entonces —- — , — = — e Q 

°h w 3 °h n i 


Por ejemplo.- Hallar el periodo de /(/) = cos It + cos 4lt de donde — = 

*>2 V 2 

entones /(/) = cos 2t + cos yjlt no es periodica. 


Ejemplo.- Hallar el periodo de la funcion /(/) 

Solucidn 


t t t 

cos - + cos — + cos - 
3 4 5 


Por definition se tiene: cos — (t +T) + cos — (t + T) + cos - (t + T) - cos - + cos — + cos — 

3 4 5 3 4 5 


Entonces 3n l ,n 2 ,n^eZ tal que: 


— T = 2 srn, 

3 

— T = 2n n 2 

4 2 


- T = 2n n-. 


T = 6/T n x 
T =8x n 2 
T =-\07T n 3 


resolviendo el sistema: para esto m.c.m. (6,8,10) = 120 de donde rt [ = 20 , n 2 = 15 , 
n 3 = 12 . Luego T = 120 7i (periodo minimo) 


OBSERVACION.- 

CD Si f y g son periodicas con periodo T, entonces h = af + bg, a y b constantes, es 
tambien periodica con periodo T. 



Si f y g son periodicas con periodo T, entonces f.g es tambien periodica con 
periodo T. 
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En efecto: f(t + T) = f(t) a g(t + T) = g(t), VteR 
=> (f g)('t + T) = f(t + T) g(t + T) = f(t).g(t) = (f.g)(t) 

(fg)(t + T) = (f.g)(t), VteR 

TEOREMA.- Si f(t) es una funcion periodica con periodo T entonces se cumple: 

T T 


o l' T m d <=pw 


ii) 


J>"=f 




Demostracion 

Como f(t) es periodica con periodo T, entonces f(t + T) = f(t), VteR ... (1) 

Hacemos t + T = z => t - z - T reemplazando en (1) tenemos: f(t) = f(z- T) 

r t *P+T 

f(t)dt= I /(z - T)dz - I f(t)dt 

JIs Ja+T 


donde t = z - T 

rfi 


r 


a£t£p 

»p +r 


a£z-T<P => a + T^z^P + T 


f(t)dt - \ f(t)dt 
Ja+T 


... (*) 


puesto que cualquier variable puede reemplazar al diferencial de la variable. 


T T T 

2 mat = p r /aw + y T 2 mdt 


2 2 

aplicando el resultado de (*) a la primera integral del 2do miembro 

T T T T T T 

yj mdt = £ 7 mdt + £ r 2 mdt = 2 mdt + j 2 T mdt=y L mdt 


••• [ 7 / W^fr 


mdt ) I \f(t)dt 

2 


...(**) 


ii) Sisehace a = 0, P = t en (*) se tiene: ^ f(t)dt= j* f(t)dt 
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Si en (**) hacemos a = se 
2 


obtiene: J f (t)dt = ^ \ f (t)dt 
2 

-l 


(***) 


TEOREMA.- Si f(t + T) = f(t), VteR, si g(t) = f{t)dt , entonces: 


i 

£ 


g(t + T) = g(t) » \\f(t)dt = 0 

~2 

Demostracion 


g « + 7 *)= | fit + n* = J f(t)dt = J f{t)dt + | mdt 

de la parte (***) y (ii) del teorema anterior se tiene: 

T r 

| mdt = mdt, £ mdt = | mdt 


(i) 


...( 2 ) 


reemplazando (2) en (1) se tiene: g(t + T)= / {t)dt + J 

~ 2 

T T 

f>v. -_[/«)*<- j" /( t)dt = 0 de donde j* f(t)dt = 0 


mdt = git) = f(t)dt 


-l 


TEOREMA.- Si f(t + T) = f(t), VteR, entonces si F(/) = f(t)dt 


■l 


iifJ 


*4fl 


demostrar que F(t + T) = F(t), VteR donde a 0 = — I ‘ T f(t)dt 

i j — 

2 




■r 


Demostracion 

i+T 


fiOdt- 


V a 0 T 


f(t + T)dt-^(t + T)= f 

= £ mdt + J mdt~~^ = £ findt + J[ /(< "T^‘ T" 
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F(t + T) = ^L+ ^f(t)dt-^Y-~Y = J/(f)t//-“ = F(r), V teR 


F(t + T) = F(t), V t e R 


14.2. FUNCIONES ORTOGONALES.- 


DEFINICION.- Se dice que dos funciones reales g m (t) y g n (t) son ortogonales en el 
intervalo a £ t ^ b. 


Si la integral del producto g m (t).g„(t) sobre este intervalo a < t < b es igual a cero, es 
decir: f g m (t).g„(t)dt = 0, m*n ...(*) 


OBSERVACIONES.- 

( 7 ) Un conjunto de funciones reales g 0 - 8\ • £ 2 »— . t] uc satisface (*) para todos los 
pares de funciones distintos en el conjunto, es un “conjunto ortogonal” de funciones 


en ese intervalo. 


(2) La integral N(g m (t))= \ g 2 m (l)dl 


(**) 


se llama Norma de la funcion g n (t) en el intervalo a £ t £ b 


Un conjunto ortogonal de funciones, g 0 ,g,» en el intervalo a £ t £ b, tal 
que cuyas funciones tiene norma 1 satisface las relaciones: 


j %m(0-gA t )dt=\ 


0 si m*n, n — 0,1,2,.. 
1 si m = n, n = 0,1,2,... 


... (***) 


un conjunto de este tipo recibe el nombre de conjunto “OrtonorTnal” de funciones en 
el intervalo a < t £ b 

Ejemplo.- El conjunto de funciones: 

{1, cosaij/, cos cosnco 2 t,..., sen£y 0 f,..., sen/7&> 0 /} es un conjunto 

T T 

ortogonal en el intervalo 
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Solucion 

(T) Si g m (t) = 1 y g„(t) = cosnco 0 t , entonces 


Si coq 


=> P,i. 


cos nco^t dt = 0 si n * 0 


© 

© 


© 


© 


Si g„(l) = l, S m (0 = sen mco^t entonces scn(mQ}^t)dt = 0 , V m 

2 

Si g n (t) = cos nco 0 t , g m (f) = cos mco Q t, entonces: 


£ 


cos(/t^0- cos ( ma \)0^ = 


0, ^ m * n 
T 

—, si m = n * 0 

2 


Si g„ (f) = cos(w<w 0 0 y g„, (0 = sen(mfij 0 /), entonces: 
r 


I 2 cos(n£^)Osen(ma^O^ = 0, V n, V 


m 


■ i 

2 


Si g„ (/) = sen (na> 0 t) y g m (f) = scn(ma) 0 t) , entonces: 

T 


£ 


sen(«<2^0 sen(w6J^/)^ = 4 


0, 5 / m ^ « 


[1, 51 m = n*Q 


OBSERVACION.- Dado un conjunto ortogonal podenios obtener un conjunto 
Ortonormal dividiendo cada funcion entre la raiz cuadrada de su 


norma. 


Ejemplo.- El conjunto {l,cos^ 0 /,...,cos/i^o^*--> senft, o^-*-’ sen nco o ( ) donde 
T T T 

7V(1) = y T dt, N(cosnco 0 t)= J| 2 f cos no^t dt = y y .V(sen noty) = J sen' nca b tdt=—, 

2 2 2 

l cosofat sen ctMt . ^ . 

entonces el conjunto {—=,—es un conjunto Ortonormal. 

Vr [f f¥ 








Series de Fourier 


713 


14.3. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


Encontrar el periodo de las siguientes funciones: 
a) cos nt b) cos 2nt c) sen nt 


e) sen nt 


f) cos : 


2 nt 


R) sen - 


2 nt 


d) sen 2nt 

2 nnt 
h) cos- 


i) sen - 


2 n nt 


j) |seno 0 f | 


k) sen t + sen — + sen — 
3 5 


© Demostrar que la funcion f(t) = constante, es una funcion periodica de periodo T para 
cualquier valor positivo de T. 

© Si T es un periodo de f, demostrar que nT, n = ±2, ±3,es un periodo de f. 

© Si f(t) es una funcion periodica de t con periodo T, demostrar que f(at) para a * 0 es una 

T 

funcion periodica de t con periodo — . 

a 

© Demostrar que si f y g son periodicas de periodo T, tambien lo es h = af + bg, donde a y 
b son constantes. 


(6) Si f(t) es una funcion periodica de t con periodo T e integrable, demostrar que 


. r 

f a {t )~— I f(T)dr tambien es periodica con periodo T. 

Jr—a 


© Demostrar que si f(t) y g(t) son continuas por tramos en el intervalo y periodica 

T 

1 

de penodo T, entonces la funcion h(t) = — I T fit ~T)g(r)dr es continua y periodica 

2 

con periodo T. 


(^8) Trazar las graficas exactas de las funciones siguientes: 


v 
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a) /(*) = 


- si -n <t< 0 

4 

3 

K 

— SI 0 < t < 7T 

4 


f(t + 2k) = f(t) 


b) f(t) = -, -it < t < 7t, f(t + 2k) = f(t) 


,2 *r 2 

t 7T 


c ) /(O = — < t < 7i y f(t + 2k) = f(t) 

4 12 


d) /(O = t 3 , -7c < t < 7r y f(t + 2 tc) = f(t) 


e ) /( t) = e' l \ -re < t < 7i y f(t + 27t) = f(t) 


14.4. SERIES DE FOURIER.- 



Si la fimcion f(t) es periodica con periodo T y que puede representarse por medio de una 
serie trigonometrica de la forma: 


( 1 ) 


a esta serie se le llama serie trigonometrica de Fourier, a la serie (1) tambien puede 
representarse del siguiente modo 


... ( 2 ) 


En efecto: 



a n cos+ sen(«tq,f) = A +bl (■ 


a b„ 

rCOS(ft<fl> 0 0+ f ^ .-rr = =r Sen(/76> Q 0) 


A +b l A +h n 

defmimos: c„ = A +b » > cos0 n = , == - = » sen (9„ = = = 

\ a n +b n 4 U n + K 
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a n cos na) 0 t + b n sen na> 0 t = c n {cosO n cosna> 0 t + sen# n sen(/i&> 0 /)) 

= c n cos (na> 0 t-@ n ) •••(3) 

ahora reemplazamos (3) en (1) y se obtiene: 

QC 00 

fU) = -^-+ / (a„ cos nco 0 t + b„ sen na) Q t) = c 0 + ^c„ cos {no^t-d n ) 

n =1 n=\ 


OD 

fit) = Co + c„ cos(nrv-) 

/ 1=1 


donde 



y 0 n ~ arctg(—) y ademas c n = ^a 2 + b 2 y 0 n = arctg(—) se conoce 


como: Amplitudes armonicos y angulos de fase respectivamente. 

14.5. EVALUAClPN DE LOS COEFICIENTES DE FOURIER^ 

Mediante la relation de ortogonalidad del conjunto de funciones 
{1,cos co 0 t, cos2 a) 0 t,..., cos nco Q t ,...,sen nco^t sen 2 co 0 t ,sen podemos evaluar 

los coeficientes: a 0 , a n , b n de la serie de Fourier 



( 1 ) 


2n 

donde C 0 q = — (frecuencia angular fundamental) 


T T 

En efecto: integrando la ecuacion (1) de a — 


r r 00 r 30 r 

r r /(0<* = — j . dt + ^ «„ P, cos (n<OQt)dt + ^7 b n P, senino^dt ... (2) 

2 2 »=1 2 "=l 2 


pero por la ortagonalidad del conjunto de funciones se tiene: 
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r i 

J^. cos {nco^t)dt = 0, V n * 0, J 2 ^ sen(na>Qt)dt =0, VneZ ... (3) 


ahora reemplazamos (3) en (2) se tiene: 


T 

ft 

T 

0t 

T 

i\ md, =T. 

I 2 ^ + 0 + 0 = — T,de donde 

ll 2 

£ 

II 

|T= 

> 

'S 

2 

2 

2 


T T 


multiplicando la expresion (1) por cos(m< 2 ; 0 /) e integrando de -—a — se tiene 


/ 

£ 


f(t)cos(mco^t)dt 


7 

n 

' 2 lL 


cos (nuo 0 t)dt + !“■ £ 
2 «= l 2 
r 


cos(«ft^0 cos(m6^)<ir + 


^ b n P seninctiQ^cosimcoQ^dt 


(4) 


n=l 


pero por la ortagonalidad del conjunto de funciones se tiene: 
t r r 


J 2 cos (ncfyOdt = 0, J 2 . sen (na^^dt = 0, J 


cos(naj^t) cos(mo^t)dt = — , m-n^0... (5) 


ahora reemplazando (5) en (4) se tiene: 

r 


J 2 . /(r) cos^o^O^f = 0 + a m y + 0 (m = n), de donde 


T T 

ahora multiplicamos (1) por sen(mco 0 t) e integrando de a — 



/ 

£ 


/(/)sen (mo)§t)dt 




sen (ma> 0 t)dt + 2 >-£ 

n -1 ? 


cos(az^/) s en(mo) 0 t)dt - 


X 1 

|- 2 

^ | ^ sen(n^f)sen(m^f)^/ —(6) 

n=l 2 
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por la ortogonalidad del conjunto de funciones se tiene: 

t t r 

J, sen(mo^t)dt = 0, p^cos(^/)sen(m6| ) /)^ = 0, P senfoftfr/)sen (rm^t)dt = , m=n*0... (7) 
2 2 2 

T 

f " T T 

T f(t)sen(mco 0 t)dt = 0 + 0 +— = b m — 


(m = n) de donde 


T 

bn= T 

2 


Ejemplo.- 

Encontrar la serie de Fourier para la funcion f(t) = e‘ 
f(t + 2n) - f(t) 


en el intervalo (-rc, n), 


Solution 



n=l 


, , 2k 2k . 

donde T = 2n, o) 0 = — = — = 1, por lo tanto 
F 2k 

00 

a, 

/(f) = — 4- > (a w cos nt + /?„ sen nt) , de donde 

r T , * 

a 0 = — r = | . / dt = — (e 2 - e 2 ) = — senh tt 

F JLi J r /r 
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T x 

a„ = — ' fit )cos nt dt = — I ‘ <?' 

T JLl J.! 


, 2 (-l)"senh^r 

cos nt dt = ——— - 

x (« z +1) 




/(/)sen/i/ J/ 


■- h 

In 


, -2 (-1)” « senh n 

sen nt dt = — --- 




(«'+1) 


2 senh ;r 


f(t)= ~ + V [— v cosnf- ~ v . sen nt] 

2n n (ji +1) n{n + 1) 

/i = I 


2 (-l)" senh;r 


2(-\) n A2senh^- 


/«= 


senhn Isenhn 


00 „ 

y (~D n 

^ n 2 +1 

n=l 


(cos nt-sennt) 



Hallar la serie de Fourier de la funcion dado por /(/) = (—1)^ 


Solucion 


Graficando la funcion sc ticnc: 



La funcion f(t) es periodica: f(t + 2) = f(t), V t 


X 

/(0 = y + ^K cos (ncoQt) + b„ sen(n<v)] 

« = 1 


de donde 


T = 2, 




por lo tanto 


X 

f(t) = — + [a n cos (nzi t) + b„ sen(«;r f)] 


... ( 1 ) 
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= | j \ = J (-if 1 *dt = -^ dt+\dt = < 


2 

T 


„ =Y / (0 cos nxt dt = j (-if® cos nat dt = 0 


... ( 2 ) 


(3) 


'’•■IB 

2 


=I<- 


f(t) sen nxtdt = I (-l) u IJ sen nxt dt = 


B 


sen/ 2 ;r/ J/+ | sen nnt dt = — (l-(-l) w -(-1)" +1) = — (l-(-l)") 

nn nx 


b n = — (\~(- l) n ) = 

/2/r 


— si /i es impar 
/z/r 

0 si « es par 




(2/z-l);r 


, n = 1,2,3.- 


(4) 


4 V" ^ sen(2rt — Y)xt 

ahora reemplazando (2), (3), (4) en (1) se tiene: /(/) = — / - 

Tt 2/2-1 

/raj 

Hallar la serie de Fourier de la funcion cuya grafica es: 



x 2 +Ax + By + C = 0 entonces y = x 2 -x 2 
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Entonces f(t) = 7i 2 -t 2 , -rc £ t £ n y f(t + 2k) = f(t), V t e R 




Como o)q = — y T = 2n entonces co 0 = 1 


PC 

a Q 

Luego f(t) = — + J ( a n cos nt + b n sen nt) , donde 

n =I 

b n = — \ f (/) sen nt dt = — I (tt 2 -t 2 )sen t dt = 0 => b n =0 
^ Jx X i-x -- 

impar 

a 0 =-f AO*- 1 f U : -/•')<// = - j* (.t j -r )<// “T" 

T J* J_„ «■ Jb * 3/o 

a n =— f f(t)cosndt = — T (;r 2 -t 2 ) cos nt dt = — F (tt 1 -t 2 )cosnt dt =-y(-l)' 
T ft tc Jo n 




(-D 


n + \ 


*cos nt 


n=i 


OBSERVACION.- Para calcular la suma de una serie infinita por ejemplo: 


Para t = 0 ^ n~ = /(0) 


dedonde t‘^1 m lL 
3 n 1 ^ r 12 


Para t = k => 0 = f{7t) = ■ ■ ■ + 4 


2 n 2 ,y (-i) B+ '(-i)" 


n -1 


2/r 


1 T* 


= - 4^ ' de donde ^ — r* = 




n=l 


( 4 ) Encontrar la serie de Fourier para la funcion f(t) definida por: f(t) = 


-1, - 

T 

1 , 0 <*<- 
2 


f(t + T) = f(t), V t e R 


I (N 
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2 Ncn(fir/J^/) /° sen(mo 0 t) / 2 sen(-;m) sen nn 

| - j j 'i-/ * ] = — [0 i-f-- 

7 «fi) n 7 — 7 o T hcoq no^ 


I a„ =0 


, V neZ H 


«o = | J* /< 0 * = |[J^/(/)<* + £/(/)*] = 7 [- fr dt + f *] = 


ITT 
— = 0 
7 2 2 


a n =0 


/ /o T 

b„ =j: J 2 t f(t)sen nco^t dt-^[ J^/(/)sen«ftV /(Osen na^t dt] 

2 2 

t T 

2 r f° , f» . Ul 2 cos(r»ft»,/) /' v / , 

= -[- sennit rf/+ scn(nfty)<rt] =-f -— / r + - /-] 

T j_ T Jb T ucoq i -- nc% • o 


2 1 COS («^)^ ^ C 0 S « 7 T J _ ^ 


T nco 0 nco 0 


hcOq nco^ 


2 2 2cosn;r 4 1-cosn/r 2 n 

= -(- ) = 7 (-), «o= — 

T no) 0 nco 0 1 nco^ F 

4 1 — cos rin 2 , . 1V 

= — ( -) = — (1- cos n/r), como cos nn - (-1) 

T 2nn nn 
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b m = • 


0 si n es par 


4 . , de donde =- 

—, si n es impar " (2«-l);r 

nn 


fO)=s.l 


-sen nxt 




4 sen nn t 


(2n-\)n - ' ' 4-J(2n-\)n 

n -1 «*1 //*! 

Encontrar la serie de Fourier de la funcion deflnida por: f(t) = t para el intervalo 
y f(t + 2k) = f(t) 

Solution 



PC 

/(/)=— + ^ (a n cos ro 0 nt 4- b n sen ruo^t), donde 

n=\ 

r r 

2 f- 2 r 

a ° = f \ T = 7 j dt = 0 > p° r ser f (0 im P ar 


a„ =2 E/COcos/z^f = ^ 


/ cos dt = 0 


puesto que: /xosh&Jq/ es funcion impar 


r / . 

b n = y /(/) sen nrrj^r dt = P / sen dt = — £ t sen dt 
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© 


1 ^sen«&> 0 / tcosncoQt^/r \ _(-\) n x (-1 T 71 ^ 2(—1)" 

ff ««b !-* it n n n 

OC 

. /(/) = 2^(-l) B sen«/ 

n 

Encontrar la serie de Fourier para la funcion f(t) definida por f(t) = t 2 en el intervalo 
<-k,k> y f(t + 2n) = f(t) 

Solution 



OC 

a Q 

f(t) - — + ^ cos 4- sen ncv^t) , donde 

«=] 

a 0 =- fl/<**«- f /**« — /' =^ , +^ 3 ] = 

0 r JLZ /r J_ T 3/r • -n 3/r 1 

2 

T 

= 1 p 
” 7 J_I 
2 

,-if 




2 /T 


2 
T 

a„ =— | ^/(Ocosfl^/ dt , donde <y 0 =-^- = l rr> 6) 0 = 1 

7 


7 . 1^/ sen/i/ It cos nt 2 

a„ = — | t cosntdt-— [-^4- 


cosaU 2 _ /*■ 4 

—-r-sen^]/ = — 

n~ n ' ~ K n 


n n 


cosnn 


— si n cs par 

ft 2 

4 . 

-- si « es impar 

IT 


dc donde a„ = 


M) w 4 
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2 In 

b n \ T /(f)sen rta^t dt , donde coq = —= 1 => = 1 

2 

. 1 f 2 , 1 . t 2 It 2cosrcr i n 

b n =— I t senntdt= — ( -cos/if + — sen4---—)/ 

7t y n n n n 2 r? 1 * 

^ '3C 

- * (-1) 

: se tiene = 0, por lo tanto f(t) = — + 4y —— cos 

3 n 

n =i 


de donde : 


rtf 


14.6. APROXIMACI6N MEDIANTE UNA SERIE FINITA DE 
FOURIER.- _ 


a 0 ^ ' 

Consideremos S k (t ) = — + coswtf^f+ &„ sen nco^t) ... (1) 

/i=i 

La suma de los (2k + 1) terminos de una serie de Fourier que representa f(t) en el 
T T 

intervalo - — < t < — . Si f(t) se aproxima por S k (r), es decir: 


K 

a 0 

/(f) = — + / (g„ cos nco^t+b„ sen no^t ) + e k (f) 

n*l 

ab 

donde e k (f) = y ( a n cos no^t + b n sen nco^t) 


n=k +1 


entonces: 


e k (t)=m-s k (t) 


... ( 2 ) 


... 0) 


... ( 4 ) 


s k (t) es la diferencia o error entre f(t) y su aproximacion, entonces el error cuadratico 
medio es denotado por E k y esta definido como: 


= Y P r [S k V)] 2 dl = i £ (/(0 - 5* (f)) 2 rff 


... (5) 
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14.7. TEOREMA 1.- 


Si se aproxima la funcion f(t) por una serie finita de Fourier 
S k (t). Entonces esta aproximacion tiene la propiedad de ser el 


minimo error cuadratico medio. 


Demostracion 


* k 

Como E k=j P r [fO)~S k (t)] 2 dt y S k (t) = ^ (a„ eos neo 0 t+b„ sen nco^t) 

2 »=l 

1 r a k 

Entonces E k =— P cos na^t +b n sen no^t)] 2 dt 

2 n-1 

Consideremos E k como una funcion de a 0 , a n y b n , entonces para que el error 
cuadratico medio E k sea un minimo, se debe cumplir que: 

cE k _ . cE k cE k 


da 


= 0 , —— = 0 , —- = 0, n = 1, 2,k. En efecto: 


ca„ 

T 


db, 


= ^ P r f/(')-^- cosmo^t + b n sen/ic%0]( - ~) 

can T J_L 2 2 

T / k T k / 

Jfr* + 7S fl " J> os ^' jI sen ' 3fiV dt 


pero como J* cos nco^t dt - 0 , para n * 0; 
2 


T 1 1 

P sen now dt = 0 , V n = 1,2,3,... y a 0 = — /(>)<* => ^ j^ r /(0<* = y 


^0_ 


+ 

<?| 

1! 

IT , 

li 

> 

IT 2 

de donde 




da 0 


entonces se tiene: 


• 

cF 


<*Oq 


* = _£5l + 1Ll +0 +o = o 


2 2 
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, r . ^ k k 

cE 2 fi a n V" V 

— = “— I r [/(0-y~ ^a n cos my- y sen way] cos nay dt 

" *2 n =\ n =\ 


= ~J 0/(<)cosnay dt + Y^T 


T 

cos nco^t dt + 

2 n= 

k T 


II-fi 

/! = * 

ii 4 


cos 2 dt 


sen cos jpo^l dt 


= -a n+ ^(0) + | fln .I + |^^(0) = - fln+ a n =0 

#»*l 

= 0, n = 1, 2,..., k 


dE, 

da„ 


BE k 


analogamente se prueba que —— = 0, n = 1,2,3, k 

da.. 


14.8. TEOREMA 2.- 


E1 error cuadratico E k en una aproximacion a f(t) por S k (t) 


defmida por E k =-^ j \[fU)~S k (t)] 2 dt se reduce 

2 


Desarrollando E k 


=ip 

t h 


Demostraci6n 


[f(t)-S k (t)] 2 dt setiene: 


T T T 

E k •jf T W)fdt-j Jj. f(t).S k (t)dt +i jj.[S*(0] 2 * 

2 2 2 
calculando las dos ultimas integrales se tiene: 

T ^ T k 

j P r f(t).S k (t)dt = j P /(fHy + cosnay + ft,sennay)]<* 


... (a) 
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r * , r k -> £ 

= y i- P f(t)msm%t dt) + ^7' | , f(l)sennco^t dt ) 

2 *=1 2 w=l 2 




* A 


5 > + S 6 - =i 2 L+ 2 Kj+ *" ) 

« = 1 rt=l W=1 



2 * 

f(t).S k (t)dt = ^ + ^(a?,+bl) 

: «=i 


... (P) 

r * 

- [5, (r )] 2 dt =2 Jl- [y + X K COS ^ + 6 " 

2 n=l 

sen wu^/)] 2 ^ 


1 2 i ^ A 

= - J ^ </„ cos + a 0 b n sen wy 



/i=l 




k 

( a n co snco 0 t + b n sen «r/> 0 0) 2 ]^ 

n=\ 

2 k T k T 

= ~T + T^j a " Jr cosn<a o { dt + ^f^ b n j^.sen /1 c%t dt 


2 . * 

1 f2 


IF 

t h 


r k 


r [5,(or^=^-+ 




Y I T [ / i cos sen «<y 0 /)]" dt 

2 «=i 


(a n cos/i^ 0 f + b n sen na> 0 t)] 2 dt 


2 n =i 


K 

( a n cos na) 0 t + b fl senwa^O ] 2 = [a { cos<^ + a 2 cos2&> 0 f+ ...+ coskco 0 t 


+6, sen co 0 t + b 2 sen 2<y 0 / + ... + 6* sento 0 /] 
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Z 2 2 1 •> ^ 

a. cos nw 0 t + sen~ + 2 


n=l 


X 

n=! n,m=l, 

k k 

+2 ^ b n b m sennci^tsenma^t+ 2^^ a n b t 


n,m= l, n*w 


ahora multiplicando por - e integrando en (*) se tiene: 


' * * 

I 1 2 T 1 Y^ 

T j "r [2L (a ” C ° S n(0 °‘ + b " SCn ^ )] '^ = 7Z, fl "T + 7/ } 


2 #i=l 


«=1 n=l 

k T 


-J X !’, coswy-cosmfifrf A + ^ X b,,bm Jr 

«,w=l 2 0 «,w=l 2 


*|X«A cosnft^/.sen may dt = ^ «; + />, 

«,w=l 2 «=1 

0 

y R[s i «)l J -»-4*5Z<^ ,+i J) 

J 2 «=1 

Luego al reemplazar (P), (y) en (a) se tiene: 

£* s 7£^i 2 *-f-"X (fl - +6 " )+ ?' + i2 (fl " +6 " 

o n-1 n = l 


r -1 p 

"* r J 7 


[/(f)] 2 ^-—-- 
r Ly 4 2 


X/ a " + ^«) 


n=l 


OBSERVACIONES.- 


1 

© Como £* =y ^ T [s k (t)] 2 dt entonces > 0 , k = 1,2,.. 


T cos« 0 ^.cosmft^/ + 

n cossen may... (*) 

" 2 

sen w<y 0 /.sen mco^t dt 

o 

;) 

... (Y) 

) 
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r 2 * 

® Como E k > 0 A t, = I pH, 

2 »=1 


^ 2 £ 

entonces | F [/f()] 2 A~-^K 2 +i„ 2 )^0, dedonde 

2 n=l 

f 4 Z la - :t ^ )s rfr l/< ' )f ‘ 4 


14.9. TEOREMA 3.- (TEOREMA DE PARSEVAL). 


Si a 0 , a n y b n , para n = 1,2,..., son los coeficientes de Fourier en la expresion de 
Fourier de una funcion periodica f(t) con periodo T, entonces 


2 fl=1 


Pemostracion 


> 2 » 

Como E t = J F t [mi dt -^- ± £ (a 2 „ + b 2 „), V k = 1,2,... 
J 2 «=1 

Entonces {£* } A>1 , es una sucesion de terminos positivos 
Ahora analizaremos si la sucesion es decreciente es decir: 

£*♦. =j JV(0] 2 <*-^--^K 2 + ^i> 


1 - ■? 

Entonces E k+l = E k --(a k+x + fc*" +1 ), de donde 


&k+ 1 ~&k - Z^( a kF 1 + ^+l) < ^ ^ ^k+ 1 < 


r 
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por lo tanto la sucesion {E k } k es decreciente pero (0 ^ £* +) £ E k £ E 2 £ £ t ) es decir 
que la sucesion {E k } k > , es acotada, por lo tanto la sucesion {E k } k > ] es convergente y 
lim E k = 0 

r 2 A 

pero lim E k = lim F [/(r)] 2 dt ^ 'S' (a 2 + b 2 n )) = 0 

k-**> A-»oc 7 4 2 ^ 

2 «=1 

r 2 a- 

de donde y [/(r)] 2 dt = +1 (a, 2 + 6 2 ) 

2 «=1 

Ejemplo.- Aproximar la funcion f(t) = t en el intervalo <-7t,7i> mediante una serie 
infinita de Fourier de 5 terminos que sean diferentes de cero, calcular 
tambien el error cuadratico medio en la aproximacion. 



r 

*> fr i r* 

a 0 = — f(t)dt = — I dt -0 por ser f(t) = t impar 
T LI n y n 


2 

T 


i n =Y J^/(0cos«tfV dt = — J ,cos**-0 puesto que la funcion t cos nt es 


k n 

impar en > 


b =— f* f(t)senna)r)t dt = — T t sen ntdt = — f tsen nt dt 

t j-L * y n * y 
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2 1 t /* 2 r 1 n 

= — [—sen nt —cos«/J / = — [— senna -cos«;r] 

n rr n 1 o n rr n 


*> 2 2 

= —cos nn y de donde b n = -— (-1)" = —(-1)"* 1 
n n n 

\n -1 


Z 2 « ^ (- 1 ) 

-(-l)' 1 senm = 2 7 -senw/, sabemos que 

n < i9 

«=i «=i 

_, 4 «o V', L , „ , , sen nl 

S k (t)= — +2 {a n cosncL^t + b n sen na^t) S 5 (/) = 2> - 

*=i «=l 


i>n) 


£<= — f rfifr--V4-=-—2[1+0.25 + 0.111 + ... + 0.04] =-—2.9272 = 0.363 
2n l n l^n 2 3 1 3 

n=\ 

E 5 = 0.363 

3 2 

Ejemplo.- Hallar la serie de Fourier de la funcion f(t) = t —7t t, - n £ t £ 7t; 

f(t) = f(t + 2 ti), aplicar el teorema de Parseval al resultado para calcular la 


suma de la serie 


Y 4 
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00 2 

Luego la serie de Fourier es: f(t) = ^ b n sennt , donde b n - — J ~./(/)sen dt 

n =i * I 

2 r 

b n =— I /(/)sennr<fr, puesto que f(t) sen nt, esfuncionpar 

* Jh 

f (f 3 -7T 2 t)sennt<it =—( f Psenntdt- tz 2 f tsenntdt ) ... (1) 

^ Jb * Jb Jb 


I 


3 , r rcos/if 3 2 6f 6 

t senn/ dt = [-+ —r sennr + — cosnt -senw/ 

n n n n 


>/: 


--* 3 (-i)+^(-i) n =-—(-D" 
n n' n n 


f , , tcosnt 1 x ! K n 1X „ 

t sen nt dt - ( -h —sen t) / = (-1) 

n n ton 

reemplazando (2) y (3) en (1) se tiene: 

b„ =-t-— (-0"+~r(-i)" -* 2 (- £ x-in 


7t n 

-2 


2jr Vi)+-!f(-i)"+—(-D B => 


/i 


( 2 ) 

(3) 


, mml2 ftsrpE 

n 

n=\ 

oo 

para calcular la suma de la serie i — , aplicaremos el teorema de Parseval 

n=\ n 

& . 


l.r 7 2*V 


5 


</>i 7 

n*l 


3 
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1 n 1 In 1 n 1 1 n 1 2n 5 n 

k~1 5~ + ~3 * [ ~~ + ~5 


-—] = 72 
3 ^n 6 

n=\ 


1 r lJp 4;r 7 In 1 . 1 1 r 16 . 6 /r 6 

—[- + -] = 144 > — por lo tanto / — =-[- ],r =- 

' * X fi, 6 144 105 945 


7T 7 


n=l 


«=1 


14.10. CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER.- 


Sea f una funcion periodica con periodo T y sea 

oc 

f(t) = ^- + ^ % (ci /( cos ncc\ ) t-\-b n sen nct^t) 




»=i 


donde ^ = — y a n y b n son los coeficientes de Fourier de f(t) 

k 

a* 

Problem a 1.- Si S k (t) = — +^ (a cos neo^t + b n sen nco^t) ...(2) 


w=i 


La suma de los (2k + 1) terminos de la serie de Fourier de f(t) donde co 0 = — y 
r t 

a„=j J* r /(0cos»av<ft ; b n = y ^./(Osenn^r , entonces: 


S k U) 


-7 /4 sen(/r + -)(z - f) 

=7 Jl /(,) -Vr 

2 2seno%(-—) 

Demostracion 


<7z 


A * 

Como S* (f) = — + a n cos nco^t + sen/ 2 &y 

*=l «=i 

r * r 

= |[y ^ J^/(Ocos«^zrfz)cosna%r 


S ! 7 £ 


/(f) sen way ) sen nay 
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7 k 1 

f (z)(cos nco Q z.cos na) 0 t + sennco z.scnnco^t)dz 

2 n =1 2 

t k r 

= 2 0 f(z)cosno\,(z-t)dz 

1 «=l 2 

T k 

~j 0/(zMz[l + ^cos«^(z-^z 


.. (a) 


sabemos que: sen<Mj)(« + — )s -sen6^(n —-)s = 2sen^^cos«a\ ) s , entonces 


k k 

Z 1 1 GJU5 

[sen (Dq (n +—)s - sen a\ } (n -—)s] = 2sen —— J cos nco 0 s 


n=\ 


«=i 


[sen -—~— sen + [sen ~ ro^s - sen ^ ro^s ] +... + [sen a> 0 (k + -^)j - sen co^ (k - — )s] = 


(Or,S 


. COn S V" 1 / - 1 . _ u 

= 2 sen — — y * cos nw^s = sen oJq (k + — )s - sen — 

«=i 

k 

. 1 v fth* „ , 

Luego sen ojq (/c + —)j - sen —^— = 2 sen —^— £ ^ cos nra^s , (s == z - t) 
1 I 

Afo(& + —)■? = 2sen-^2l[— + £cos,^] 


«=! 


sen 


n =1 


sen &> 0 (& + —)(z - 0 j ^ 


2 sen (z-f) 
2 


= — 4- / COS«<^(Z-0 
n=I 


(P) 


reemplazando (p) en (a) se tiene: 

T k 


S i( f) = j 0 /(2)[j + y^cosna^(s-t)1d: = j 0/(4 

2 n«l 2 


sen (^(k + 
2sen 

y 


■ch ...(*) 
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Problema 2.- Demostrar que la expresion (*) se puede escribir como 


s,U) 


T 

= 2 P 

T lL 


f(t + A)- 


sen(& + 


2 sen 


(O 0 A 


-dA 


Demostracion 

En la expresion asterisco (*) hacemos z-t = X de donde dz = dX 

T T T T T T 

Ademas-^ z ^ — =>-£ A + / £ —/ - 1 <, /1 £- 1 

2 2 2 2 2 2 

T 1 

i - -i-, sen(& +—)(OqA 

f(t + A) -- —-—dA pero f(t + X + T) = f(t + X) 

L- t ~ &H)A 

i 1 2 sen — 


ademas 


Sen(* + -)^A ] ^ 

- - ■ — = — -f j cos hcoqA entonces 


2 sen 


coqA 


n =1 


sen(k+ -^(A + T) j * j * sen(Ar + -)a) 0 /l 

-~ ~t~i ——— = -+> cos iwi,A + T )=-~7 cosnaij/i = -:— 

„ «b(A + T) 2 1* ? 2 

2 sen — *=i /j=i 2sen(——) 


por lo tanto la funcion integrando es periodica con periodo T en la variable “X,” 


ademas sabemos que: Si f(t + T) = f(t), V t entonces 


L 1 

P/w= 


s*w 


T 

= -P 

r Xi 


/(*+/)- 


sen(£ + —)&> 0 /l 


2 sen 

2 


-</A 


Problema 3.- Sea f(t) una funcion periodica, con periodo T, integrable absolutamente 
en un periodo. Entonces en todo punto de continuidad donde existe la 
derivada, la serie de Fourier de f(t) converge al valor f(t), es decir 
«m S k (t) = f(t) 

k—>oc 

Demostracion 
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Sea S k (t) 


-ip 

T ll 


1, 


sen(k + ^co^A 
f(t + A) - 2-^-dA 

2 


2 sen 


(OqA 


( 1 ) 


Sea t un punto de continuidad de f(t), como 


sen(/r + -)tf^ 


2 sen 


co^A 


= — + ^* cosm^A, entonces 


n =1 


/sen (Jc+^OqA 1 ft T 

| -— dA =— I / I cosnohA dA = —, de donde 

ii 2sen ^i 2jj; ^ir 2 

2 zsen — 2 «=i ? 


se tiene: 


i 


-> -L sen(* + -)a*,A 

7 };- = i y /(') 


2 sen 


2 

2 1*2 


T 

= ip 
r J__ r 


/( 0 - 




2se/j 




. luego tenemos: 


s*(0-/(0 = 7 ! 2 r /('^) . . 

r J.I 2sen^/ 


=i p 

r J.i 


1 T 1 
sen(£ + — )< 2 ^/i j ~ sen(* + -)<q,/t 

2 dA - * - Z-r—dA 

T IL o^A 

2sen— y — 


sen(A + -)a^ 

[f(t + A)'-f(t)\ --- dA % consideremos 

2 sen co 0 A 


/W^0-/(0 , o /.x /Y^ 2 (2 

g(A) = - ^_ , entonces: S k (t)~ f(t) = — \ 

* J- 

2 


2 sen 

T 

lim[S A (/)-/(/)]= Umi F 

k —A->ac / J { 

2 


g(/l)sen(/r + — )(t\ ) A dA 


g(/i)sen(£ + — )(o 0 A dA = 0 


lim S k (/) = /(/) 


OBSERVACIONES.- 

© Si a n y £>„ son sucesiones de los coeficientes de Fourier de f(t) => 
lim = a„ = lim = 0 . En efecto: 

rt—>oc n-^oo 


7 A _ 

Sabemos que —- + +b 2 n ) £ 2 1^. f 2 (/) dt 

/»*»1 2 

es convergente (£* ) con limite cero entonces: 



+K)~ j \f(t)dt 
2 
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lim (al + b„ ) = 0 <=> lim a n = lim b n = 0 

n—*OD n—>a o n —>QC 


Si f(t) es una funcion continua por tramos y la integral del valor de f(t) es finita 


frj 


T T 

( \* r \ f (/)| dt < oc) entonces < / c — 

2 


T T 

lim j 2 /(/) cos no^t dt ? = lim 1“ f{t)sennwtfdt = 0 
n~>oo J y /i —mg J * 


como | /(0 | J/ < oo => 3 y b n tal que lim a n = lim b n = 0 

2 


«—»* /i—>ac 


entonces lim 1 2 / (t) cos nco^t dt = lim I" /(/)sen dt 
n-+T. J r n->ac J T 


14.11. LEMA (EL LEMA DE RIEMANN LABESGUE).- 


Si g es una funcion continua por tramos en [a,b], entonces 

* 

A—>QC 


/* H 

lim I g(jc)sen(Ax)dx = lim I g(x)cos(A;t)d;c = 0 

/l-frOG J a -** J, 


Demostraci6n 

Demostraremos que: lim I g(jc)sen(Ajc)dLx = 0 
Hacemos /(A) = I g(jt)sen(Ax)<Zx , a£x£b 


...( 1 ) 


71 . 7T 71 ^ ^ . 71 

Y sea jc = / h— , a ^ x < b => a£/H—^ 6 => a-— <t <> b- — 
X X XX 


/(A) = I 'g(/ + j)senA(/+y)<* = - j ^ g(/ + -)senA/ dt 
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cs 


dear: /(>*)=-£ '■ g(x + -) sen A x dx 


.. ( 2 ) 


sumando (1) y (2) tenemos: 


-i-f- 


a ~ a 


b~* 


2 m 


= -* g(x- — )sen Ax dx + j* g(x)sen^jc dx 


£ g( x + -r )senAx dx -£ 1 g(jt + -^-)sen>£jc dx + 


f 


+ | g(x)senijt dx+ | g(jc)sen Ax dx 


l 


-I 


g(jc + ^-)senAx dx+ £ A [g(*)-g(* + -^-)sen Ax dx+ g(*)sen Ax dx 

1 I 


consideremos que g (x) es continua en [a,b], entonces en este caso 3 M > 0 tal que 
|g(x)| £ M, Vxe [a,b] entonces 

1 2I(X )|=21 /(A)|S £ n \g(x + j)\dx+ £ *\g{x)-g(x + j)\dx+ £ jr lg(Jc)|rf* 


r a, 


entonces | 2/( A) M((b - b + —) + M(a - a + —) + j | g(x) - g(x + —) | dx 

A AX A 






...(*) 
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OBSERVACION.- Dado £>0, 3 5>0 / |y — x| < e => | g(y)-g(x) j <£ entonces X ->oc 
\(x + ^r)~x\= — <£ => |gU + ^)-gWI<£- 

A X A 

Luego por (*) y la observation se tiene: | 1(A) M — + — £(b -a - — ) —> 0 

A 2 A 


\I(A)\Z-(b-a)<e 


lim 1(A) = 0 

X —»x 


Problema 4.- Sea f(t) una funcion eontinua por tramos, periodica con periodo T. 

Entonces en todo punto de discontinuidad de f(t) tiene una derivada de 

derecha e izquierda; la serie de Fourier de f(t) converge a ■“(/(**) + g(O) 

Demostracion 


Probaremos que: lim S k (t) = — [/(/ + ) + f(t )] 

k —>oc 2 


K 

Donde S k (t) = (<?„ cos sen ) 




Tambien sabemos que: S k (/) 


l 

=ip 

T ll 


l t. 


fU + X)- 


sen(£ + — 


2 sen 




-J/L 


Es decir: S A 


T 


+A)- 


sen(& + 


2 sen 




-At 4 - 




sen(£ + ~)tf^ 


+ /1)- 


2 sen 




-</x 


2 f 7 

Entonces lim S k (t + ) = lim — I f(t + + A) -r 


sen(& + —)£u 0 /i 




2 sen- 


- Z scn(A + -)^ 

k lim - /(/ + +>1)- ^-r—dX ...(1) 

*~rll 2scl ,3!i 
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T 1 

2 2 sen(k + -)o)oA 

Se tiene ademas — I -*=—:— dA = 1 


T IL - 

2 2sen —— 


En esta integral, la funcion integrando es una funcion par. 


, 2 sen(A + A)o^ . 2 sen(/c + A)ft^A . a sen(A + A)o^ 

l=- * - 1—^=1 * - 2^— dA = l - ±——di l 

T h 2se„^ rJ ’ 2se„^ T H 2sen^ 


entonces: 


T 1 

2 /sen(* + -H/l j 

dX = — 
2 


, 2'. 

yf 


U, 


2s»2^ 


1 , 


, entonces: 


sen(fc + -)<ybA . 

-2—-<U = - 

, 2 

2sen — 




sen(A + - 

) -*— i — 


2 sen 




J"' 1 


'ft 


/(#")■ 


sen(A: + — 

T 

2 sen 


dA , consideremos: 


,, -i sen(A+-)ov* , - 2 + X)sen(k+—)(a 0 X 

2 p /( ,* +A) -^_<u_A /(n= _ p-j-2- 

T ± T 2**“^ 2 rJ > 


dX- 


sen(A + * 


- ft- SkClll* -r 

-|P/ ( n— 

1 * 2 sen 


Ob-* 




2 
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2 (4 sen(/.+|)ei^;. 

-?1 -fe-" 

2 sen 


ahora sea g(A) = — - ^ entonces g(^) esta bien definida y es continua luego 


2 sen 




2 , ,/ en( *4 H/l i^ +v= 2|5 


if 


es integrable — r/«*+A) 


tpr-2 f( '> 


g(A)sen(/t + — )<^A 


tomando limite cuando k —> oc 


2 r> sen(A:+-)^A , 2 f , 

hm[— |~/(^+/i)--—:- ~f(t + )] = lim — I g(/l)sen(/c +—)co 0 A dA = 0 

f J_Z 2 k-»*T JlL 2 


2 sen 


~ sen(A: + -)6^/l 

dedonde lim - | 2 /(f + M)- %— — dX='-f{l r ) 


Z sen(A + f )<<y . 

\ J(t +A) - i - i —cU = -f(t ) 

JLI o 'V- 2 yv 


analoeamente lim— I /"(/ + yl)- 

*-" 7 ' J -7 2se„®i 

2 


OBSERVACION.- : constante, entonces: lim S k (t + )= lim S k (t )= lim S k (t) 

A-** k — A—>ac 


14.12. DIFERENCIACION E INTEGRACION DE LA SERIE DE 
FOURIER.- 


T T T T 

TEOREMA.- Sea f(t) una funcion continua en [-—,-j] y /(-“) = /(—) y f*(0 es 
continua por tramos y diferenciable. Entonces la serie de Fourier de: 


ac 

f(t) = ^ cos no^t + b n sen no^t) 

n — i 
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se puede derivar termino a termino para obtener 

X 

/ \t) - ^ hcoq (-a n sen nco^t + b n cos nco^t) 




Demostracion 

f(t + T) = f(t), Vt entonces f'(t J rT) = f'(t) y 

X 

/ '(') = —■ + ^ (a„ cos neoot + p„ sen na^t) 


«=1 


donde 


"•'Hr 7 ' 


\t)cosno^t dt , integrando por panes 


w=cos«<^/ \ du --nco^ sen nco^t dt 

dv = f'(t)dt ^ [v = /(0 


«„=-=; p r /’(0 cos /iftV dt = 7 /(/)COS nco^tj 2 r - P -n 
1 2 ‘ 2 2 

r 

= 7[/(yX-0" -/(—^-)(-l)"] + ^(7)p ? /(0sen/i^ <* 

2 


<^/(0senA2(^/ dt 


^f(t) sen nco Q t dt]~mo {) b n = no) 0 b n 


7 

...ip,/. 


/’(/)sen(«fi^/)t/r, integrando por partes tenemos: 


Sean 


u — sen nco Q t f du = nco {) cos nco^t 


dv = f'(t)dt 
T 


V = fit) 


e "’T& ri 


'(t)sen(nco 0 t)dt = — /(/) sen nco^t 


t'M- 

2 ? 


f{t)nco^ cos noj Q t dt 
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2 T nco 0 T T T 2 nco$ 

= 7 [/(“) sen —-/(--) sen nco 0 (--)]-^ 


£ 


/(/)cos«<y 0 f dt 


T 

= f‘ fiOcosruaot dt] = =>/?„ = -«<w 0 a n 

2 

T T 

y « 0 =| r r /W=|[/W]/ T f = o 

2 "2 

00 

Entonces: /*(f) = ^ ai< 5 % [ 6 „ cos ^ sen na^t] 


n =1 


Ejemplo.- f(t) = n 2 -t 2 , - n £ t £ tc; f(t + 2 tt) = f(t), V t 

Hemos calculado su serie de Fourier 
de f(t) es decir: 


m 


= 2 ^ + 4 yi7l^ 

3 ^ n 2 

n =I 


COSA2* y 


/’(0 = “ 2 /, continua por tramos y 
su serie de Fourier sera: 



■f(t) 


n 2 

' 

V 

\ 

\ / 

\ / 

\ / 

\ / 

\ / 

\ / 


\/ 

V 

o 

£ 

1 

71 t 


Qu 

/'(0 = 4 Z 


(- 1)” +1 (-n)senrtf 




sen 



«=] 


T T 

TEOREMA.- Sea f(t) una funcion continua por tramos en el intervalo <—> y 

00 

f(t + T) = f(t), entonces: f{t) = -y + ^ (a„ cos nay + b n sen no) 0 t ) ; 


n=l 


se integra termino a termino para obtener: 
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C 2 a xh 1 

I f(t)dt = — (t 2 -t x )+ / - [~b n (cos na^t 2 - cos no) t) + a n (scn no^t 2 -sen^^/])] 

j, 2 tT no * 


T T 

donde t x ,t 2 >• * x <r 2 


Demostracion 


Como f(t + t) = f(t), V t y F(t) 


- ['«»-T 


Entonces F(t + T) = F(t), V t, luego F\t) = f(t )—- 


PC 

Sea F(t) - + y (a n cos nco 0 t + p n sen nco Q t) (la representation de su serie de 


«=1 


2 (7 

Fourier) donde a n = ~ y r F (t) cos na> 0 t dt > integrando por paites. 


Se, <“= Ff,) 

dv = cos ncOnt dt 


T 

2 ^ 

a„ =- ]*' F(t) cos no^t dt = 


du = F\t)dt 

sen nco 0 t , entonces: 


v = - 


na) {) 


r ^ 

2 sen(«&» 0 O p FXQsenCwfi^Q 

2 T 7 


T nu^ 


dt 


nco 0 


2 1 r EY^\ 

= -■-[^(-)sen—- u 

T Wdtig 2 2 


J 

—-F(-—)sen(-^^-)]: P_ F’(Osen«a> 0 r dt 
l 2 2 «<« 0 7 J-l 


T T 

= —E[2. P F'(;)sen«c<y </r] =—P(/(O-^-) sen na^t dt 
nco a T yt na> 0 T J_L 2 


T T 

\ 1 r* on n 

=-;/(nscnmv senrc 

T J- r / J - 7 


<2^ d/] 


0 (por ser impar) 
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a n = — —[b„ - 0] = => a„ = - 

nm 0 




F(/)sen dt , integrando por partes 


Sea 




= F(/) 


sen dt 


du = F\t)dt 
cos nco^t 

nco o 


P n =\ t F(t )senw<v dt = ^(-F(t) cosna)n ‘ 
T T na>Q 


. /T 2 |*2 f’I 


F\t) cos nco 0 t 


dt 


nco 0 


Tnw 0 " 2 


[F(^)(-l)"-F(-^)(-l) n ] + —[| P r F'(/)cos^/ dt] 
0 2 /xub T JI 


2 (-i r 


T 

[/r(_I>_/r ( Z.)] + _L[l p (/(O“)cosn<tt,f,//) 
2 2 2 


= %2L[/7(_l)_ j p(l)] + J_fl p /(/)cosmV P cos moqI dt] 

Tmoq 2 2 ncoQ T 1 J-L 


2f-lV' 7’ r 1 2 1*2 

-^ L [/ r (-~)-^(-)] +-[-' ;/(Ocosn^ ^/] 

7>?<y 0 2 2 T J_ y 


7>ig^ 2 2 nco 0 


pero 


F(t)m | / (/><//-^ 


T 

T > a 0 r 

/=*<--j>= I 















746 


Eduardo Espinoza Ramos 


F(~) - F(^) = p f(t)dt +^- £ f(t)dt + j° r f(t)dt - f(t)dt + ^ 

2 

=-p /( , M , + 3£ = -ar + ££ =0 

lr 2 2 2 

2 

X 

-a + V-L 


A«— 

nco 0 


Luego F(t) = — + y —— [-/>„ cos«o^/ + a„ senwft^f] 
2 

W=1 


F(rj) = — + —— [-&„ cos nco Q t { + a n sen na) Q t^ ] 

2 ruoq 


n*. i 


X 

f(< 2 ) = + > - [~b n cos «Okf 2 + a„ sen nco 0 t 2 ] 

2 hcOq 


F(t : 


\r i 


2 ) - ) = / - [~b n cos + a n sen na^t 2 ] - 

is nco 0 


n= I 


^ I 

- j - [~b n cos nco^ + sen nco 0 t { ] 

n(t)Q 


n=\ 


|7(fW/-^-|'/(0</r+^ = 

x 

= ^ -[^(cos/lay, -coshc^^H a„(sen «<*V2 -sen/ifi^j^)] 

^ U OM 


n =1 


QC 

I f(t)dt = — (t 2 -/.)+/ -[-£>„ (cos rt^/ 2 - cos nojffy ) + (sen rw^h ~ sen >1 

J, ' 2 ‘—'"'H, 

1 «=l 


Ejemplo.- Dada la funcion f(t) = t 2 , 0 < t < 271 y f(t + 2 ti) - f(t). 

a) Hallar la serie de Fourier de la funcion f(t). 

b) ^Cual es el punto de convergencia de la serie de Fourier de f(t) en cada punto de 
discontinuidad? 
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c) Hallar la suma de 


(-1 r 


, • V(- ] 

la sene > — 

«=i n 


d) Hallar la serie de Fourier de - x 2 ), a partir de la parte (a) 

x . *» 

Z 1 n~ 

(— + —r) 
w n~ 

n =1 

Solucion 

a) Graficando la funcion f(t) = t 2 , 0<t<2rc 



La serie de Fourier de la funcion f(t) = t 2 es: 

00 

/(/) = ^ ' (a n cosM^y + sen/z^y) , donde 


n=l 




In 1 


i 

a„=— r f(t)cos na>Qt dl =— I t 2 cos ntdt, integrando por partes 

7" JL * J-* 


W 

dv = cos/zr dt 


du = 2/ dt 
sen 

v =- 

n 
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1 r 2 . 1 ,/ 2 sen nt. j 71 1 r 2/sen/z/ , 2 f , 

2 n =— I t cos ntdt- — { -)/-I - dt = -I t sen nt dt 

7t j_ T n _ n f-jT n J_ r n nxj 




2 t cos nt sen nt t* 4(-l) rt 


nn n 

T 


vnnt j 71 _ 4(—1 
n 2 7 -* /i 2 


A n =— P /(Osenn^/ dt =— / sen nt dt , integrando por partes 

^ J-I /r «L T 


u = r 

dv - sen nt dt 


du = 2t dt 
cos nt 


v = — 


n 


, 1 t 2 cos nt. t n 2 f , 

b n - — (-) / + — I t cos nt dt 

7t n * -n n7i JL. t 


I r y, 2 . I4 «, 2 r /scnn/ cos/i/^ J 


-t 2 ( -in+—r 

w/r-*-' n;r n 


n ' -x 


/(0 = ~ + ^,a B cosw/ 

rt = I 


4(-ir 


S ;r V 4(-I 

a n cos«/ = T + 

/l = l « = I 


COS/2/ 


n=\ 


cos nt 


b) f(l7t )= lim /(/) = 4/r 2 y lim /(/) - /(2/r + ) = 0 entonces 

/— >2jT~ t-+27T + 

f(2*~) + X2x*) _ 4^ 2 -0_ 2;r2 

2 2 

, n‘ (-1)" cosn/ „ x : A ^(-l)"cosnd 

c) Como f(t) = t 2 = — + 4^-- 2 - para t = 0, —+ 4^- ~i - = 0 

/i=l n n=l 


ou 

I 


n=I 


(-!)"_ ^ 
« 2 12 
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d) Como t 


y = £l + 4 y (-1)* co s nt 
~ 3 + 

n-\ 


, integrando se tiene: 


»=i «=i 

-(f 2 -z 2 ) = 4 ^~* * ^ sen/i/ 

3 < n 3 

n=l 

f ,£* <VJ_ 

6 4 ' " Z-f„ 3 

n=\ 

ry V 

*> n~ COS/2/ 

*= -+ 4 > -—^- 

3 - ri¬ 


sen 


7Z 

para t = — 


V'J.. _ZEl 

-^/i 3 “ 32 

n=l 


como t 


para t = n 


17=1 


.t*’=^- + 4y-L => y±=£i 

3 ^„ 2 6 

71 = 1 71 = 1 

V\_L fiv * 3 * 4 

^ ( „ 3 h 2 ‘ 3 + 6 


14.13. EJERCICIOS DESARROLLADOS. 
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1 _ k . /° r rc _ i n it ;r it 

= —[- t] +[—t] =—+—=— 

it 4 V , 4 V o 4 4 2 


i 

a„=jj* T f(t)cosnt dt 


= — f f(t)cosnt dt = -^-{ f 
'T J-i * tn 


f(t)cosnt dt -—l I f(t)cosnt dt+ f(t)cosnt dt] 




lrf ^ , r* , _ 1 r sen nt /° sent I* 

= —[ I-cos nt dt + I — cos nt dt] = —[ -/ +-/ ] = 0 

* J-* 4 Jb 4 4 n * -* n * o 


b n =~ ^f(t)sennt dt =— j /(/)sen/tf =—[ J° /(/)sennf /(/)sen/i/ dt] 

2 * 

i _ f x , r k 

= — f I- sen nt dt + 1 — sennt dt] 

* L 4 I 4 


. l [ cos/»< 7 ° | ( cosn/ ) y° ] -l [ l (- 1 )* (- 1 )” , ^ 

”4 n * -x n / -*■ 4 n n n n 


t.ifi-fclL,. 


^2n-l “ 


2 n n 

1 


0 si h es par 
1 . 

— si n es impar 
n 


2n-\ 


/(/)= — + cos nt + b n sen nt) 


«; + ys-CiLjy 

4 2« - 1 


«=1 


rt~l 


© Encontrar la serie de Fourier para la funcion fit) = \ A sen co Q t \ 


Splucion 
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QC 

a v ^ 

Luego la sene de Fourier de la funcion f(t) es: 'f(t) = — + a n cos nco^t y T = n 

n =1 

r * . * 

« 0 - “ /(0<* = —■ J‘ t ^sen co^t \dt = — | ,4 sen co^t \ dt +— | A sen o\t \ dt 


M) <► 

= — I -A sen co,.,! dt + — I A sen a^t 

n J-- * Jd 


dt 


_ 2 ^ cos ay /0 ^ 2 ^cos6%? 7® -25.-2 

ji ~ 7t (Oq ' o' 7" 


1 .. . , ... 1 . . ,, 1 .. .. 2 A 4A 

= -[(A-(-A)] - [-A-A]= — (2A) + = 

n K Jt 71 71 


I n 

a n = — I 2 f(t) cos nco^t dt = — I 2 | A sen^f | cos nco^t dt 
T J_L n J_1 


4i4 


= — [ j"° -/Isen co^t cosna^t dt + J^ 2 A sen co 0 t cos nct^t dt] 

n 

2^ i ] r 2 i 

= — [| —(sen(l + n)< 2 ^ ) /+sen(l-rt)ffl( ) f)d/+ I ‘ — (sen(l + + sen(l 

n J- l 2 Jb 2 












752 


Eduardo Espinoza Ramos 


=4o 


1 


+ 1 ^cos(l + yi)7Z ^ cos(l — n)n ^ ^cos(l + ri)n + cos(l - n )n 


n (1 + n)o% (1 - n)co 0 (1 + «H (1-w)^ (1 + «H (1-«H 


+( 


1 1 
- + - 


(n + l)^ (l-«H 


i4 2 + 2 ^ 2cos(l + n);r 2cos(l-/i)/r^ 


1 + n 1 -n 


1 + « 


1-n 


j. 4 ^cos(l - n )^r + cos(l-n);r^ 


2/r 1-n 2 


1 + n 1-n 

1 


—[— X --2( --- 

In \-n 2 1 + n 1-n 


] si n es par 


f L~V* ' 

In 1 -n 


1 


a„ = 


A 4 _ 

2^ 1-n 2 1-n 2 

_A_,_4_4_ 

2^r 1-n 2 l-n 2 


1 + n 1-n 
4 


)] si n es impar 


] si n es par 
] si n es impar 


=> = 


A 4 

— (--) si n es par 

7t 1-n 2 

0 si n es impar 


r 1 

Luego a 2n =—(-r 

* (l-(2/i) 2 


) = — (— 
n l-4/i 


/«- 


a o V’, I 


7 - 


2 ^ n 1 -4/i 

n=I 


-) cos 2nft^ 


/(() = H + iiV-L- 

7t n ^l-4n z 

n =1 


cos2n^r 



Desarrollar f(t) = e rcost cos(rsenf) en serie de Fourier (Sugerencia: usar la serie de 
potencias para e z cuando z = re Jl ) 


Solueidn 


Como cos 6 = 


e s ° +~ je 


sen 6 = 


e J ' -e~ J ' 


2 j 


e*+e->!_ 

/(f) = e rcosl cos(/-sen t) = e 


gjrsent +e ~jrsent 

2 
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2 


r( 


e 


ej'+e-f 

2 


[e 


eJ'-e-j' 

2 J 


J l -p~J ( 


-jr- 


+ e 


2 j 


- \ <- 
]= 2 e 


J'*,-* 


e J’ - e -i< e J, -e~j' 

\e ~ +e’ 2 ] 


1 -UeJ'-eJ'+e-J'+e-ft) 1 jl 

= +e 2 ] =^[e re + <? ] 






/(0=^[e"' 




entonces se tiene: 




(re") + (re''T 1 


W-I 

1 


=IV£l(^ 

2^ n! 




U 


. i4'yc ( + iy^ 

2 ^ n\ 2t-^n\ 

« = 1 n =1 


cos nt 


1 ^ r n 

/(/) = ! + - > — COSK? 

2 ^ «! 


n= 1 



Encontrar la sene de Fourier para la funcion /(r) = 


j ; + l ; -\Zt£0 
[- 1+1 ; OZt £1 


Solucion 



Graficando la funcion f)[t) 
se tiene: T = 2 


In 



observamos que f e P C[-l,l], es decir: f(t + 2) 


a«-+Z 


COS /77T t , />,, = 0 


f(t), V t g Ry /€F p =* 


donde 


a° =| £/(0= | mdt = £/(*)<*+ jV(o<* 
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= £(/ + !**+£(-/ 


« + l)dt+ | (-/ + l)A = (j-0) + (0+y) = l 


a n =y £. f(t)cosn/rt dt= f(t)cosnjtt dt = £/(f)cos/7/rf dt+ j* f(t)cosnnt dt 


= £ (/ +1) cos nx t dt+ j* (-/ +1) cos nn t dt 


1 (-1)" (-1)” 1 2 2(-l) 

a* = z. z -=—r- :— t + 


22 22 22 22 22 2 2 
n n n n n k n n n n n k 


a M -- • 


0 si n es par 


——- si n es impar 
n* tt 


NOTA.- 


\ COS Y17T = (“ 1) T 4 

\ ■ Luego a 2n _ { = -—— , n= 1,2,3,... 

[sen/i;r = 0, V «gZ (2«-l) 2 /r 2 


PC 

/(') = :!:+ -7^-'—rCOs(2w - l)/r t 

2 n 2 ^nn-\) 2 


NOTA.- A partir de esta serie de Fourier podemos obtener la suma de la serie 

X 

-- =— +— + — + — + En efecto: para t=l se tiene f(l)=0 

(2/7-1)- l 2 3- 5- 7* 


0 = /(0 = ^ + -4-^--—rCos(2w-l)/r 

2 ^ 2 4L- (2w -l)- 

fl = | 


= o => y 

n m 1 


1 n L 


(2«-l) 2 8 


© Hallar la serie de Fourier de /(/) = e *, 111 £ k 

Solution 


|t|<n=>- 7 i^t^n => T = 2n, 6J^=^ = l;la serie de Fourier de la funcion f(t) es: 
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«o 


□u 

a {\ 

/(/)=- by (a n cos + b n sen nco 0 t) , donde 

n=\ 

T 

2 1*2 .. . j If*,. 1 , T - 2senh/r 

= - tv)dt = — e'dt = -(e* -e *) = - 

T JLi /r J_ 7 ;r ;r 

e'[«sen h/ + cos«/] j 71 


2 

T 


a„ = j Jp r /(f) cos/i/ dt = J 


cos dt = - 


/r(n +1) 


e^cosrtTT e ^ cos(-;m) (-1)” , ^ 2(-l) rt senh;r 

- ~ — ~ (e e )— : 

7 r{n +1) ;t(;i 2 +1) ;r(rt 2 +1) ;r(rt* +1) 


2(-\) n senh ;r 
^■(« 2 +i) 


7 

—• P /(f) sen nt dt - — 

2 



_ e* (sen /if - n cos nt) 
sen nt dt - -- 

n(n L +1) 


/ 


71 

-71 


e*(-n cos nn) e 71 (-ncos(-nx)) n(-\) n e n -e }T n(-\) n n(-\) n (e* -e r ) 

7i{n +1) k(yi +1) n(n l + 1) n{n l +1) 


2n(-\) n senh(^) 
7r(n 2 +1) 


~2/i(-l) ff senh(;r) 
7r(n 2 +1) 


senh(/r) 2senh(;r) 
/(0 - ——+-— 


n 


s- 

*=1 


(-1)" cos nt n(-\) n sen nt 


1 + n 


n 2 + 1 



0 


I 

-71 <.t < - 

1 


2 




— <t<7T 

2 


(^6) Hallar la serie de Fourier de la funcion f(t) = • 
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Solucion 



t — ; -x <r < — 
~ • *> 


2 2 


— £ f £ JT 
2 


X 

La serie de Fourier de la funcion f(t) es: /(/) = — + ^ ( a n cos nt + sen nt) , donde 

rt= I 

T _ 11 . 

a 0 = /(!)<* = ^ J* f{t)dt = U P /(l)rf/ + J*, f{t)dt + | /dV/i 

* ~ n 2 2 
I 

r \ 1 

= ~ /(f) cos rcr J/=— /(£> cos nt dt = — [ 2 (/ ——)cos nt dt+ | O.cos nt dt 

2 2 

+1 (r--^)coszar dt] 
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© 


4 [ £ !<, 4 )cos "'‘" + r ( '4 


) cos nt dt]- --- sen(—) 
n7r 2 


2 fi If" 

=— I /(/) sen nt dt = — I f (t) sen nt dt 

T LI n L* 


i i 

= — [ p 2 (/--^-)senm dt + O.senn/ dt+ (r--^-)senf dt] 

71 Lx ^ 


-) sen nt dt + 


F, L .. l r 2 n\ n 2(-l)" 

(/--)sen/ 2 / JO = —[—j sen(—) + — cos — - ] 

Ji 2 Jr yi~ 2. n ' 


n n 


b„ = —[--sen(J) + cos(^)-2(-in 
n n n 2 2 


f(t) = — (—— 1) + — [-r sen(—) cos nt + —sen — + cos — 2(-1)' ? )] 

2 2tt n n 2 n n 2 2 


>! = 1 

Encontrar la serie de Fourier para la funcion f(t) definida por f(t) = 1, para -n < t < 
f(t) = 0, 0 < t < 7i y f(t + 2k) = f(t). 


0, 


Solucidn 


Graficando la funcion f(t) se tiene: 



La serie de Fourier dc la funcion ftt) se expresa en la forma: 


/(Q = -^-+ cos nco Q t + b n sen nco^t ), donde 
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T 

%=j J 2 r aw = iJ mat =i[£ mdt + £/(o^i 


=-t f 

* J-/T 


T 

2 \2 


dt + 0] = — [0 4- 7r] = 1 => a 0 = 1 
n 


a n =— j 2 /(Ocos/uyuf dt = — I /(/)cos«r =—[ I cosh/ <// + j O.cosw/ d/] 

r J-i n y K n y n y 

2 

lf° , sen nt /° sen«/ _ A 

~ — | cos nt dt = -/ - 0 + --= 0 => a n = 0 

n 2_x nt 1 nt 

t ^ 

b„ =y P /(/)sen noj^t= — J f(t)sennt dt = —[ j f(t)sennt dt+ j* f(t)sennt dt] 

if 3 j If cos fit /° 1 

= —* I sen nt dt -—[ -]/ =-[1 -cos nn\ = - 2 

k n n t-Ti nn -si n 

n k 

1 2 sen(2«-l)/ 

2 n 


0 si « es par 
es impar 


Luego =- 




2 n 2n - I 

n=l 


(to) Si f(t) es una funcion peri6dica de t, con periodo T e integrable, demostrar que 


i r a 

f a (t) = — | f(T)dr, tambien es periodica con periodo T. 
2a J ,_ a 

Solucidn 


Debemos demostrar que f a (r + T) = f a (f) 


tx + T+a 


fa«+T)=—\ md 

la J,+T-a 


i r (+a+r 

r = — f(r)dz 
2a J,_, 


-a+T 


ahora usando el hecho de que para cualquier funcion periodica de t con periodo T, se 
#•/? + / W? 

cumplequc: f(i)dt = | f(t)dt , entonces tenemos que: 

J a+t J Q 
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© 


i r +a+T i r a 

fa( t + T) = — ! f(T)d r = — f{T)dT = f a (t) 

2a j,-a+T 2a },- a 

de donde f a ( t + T) = f a (?) L.q.q.d 

Encontrar la serie de Fourier para la funcion cuya forma de onda se muestra en la figura. 



Solution 


La regia de correspondencia de la grafica de f(t) es: f{t) = 


1+*; 

T 2 

I-*: 0<,<I 

T 2 


1 £ 2 1° 4i r> 4/ 2 2t 2 /° 2r / 

* - 7 J ; fr + 7 )rf/ + [ (1 ~T )d,] = 7 l( ' + — 1 »/ i + ’TV. 1 


2 T T T T 

= — [0 —(-+ -) + (-) - 0] = 0 => a 0 = 0 

7 2 2 2 2 


-it. 


/ (/)cos( no\)t)dt 


= f{t)cos(nco^t)dt + J^ 2 /(/)cos(«&> 0 r)df] 

2 


T 

2 f 0 4t (2 4t 

— [I (1 + —)cos(rc^0^+ I (1-)cos(«6%/)r//] 


• j 1 
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= 2 _4_ 4(-l) w 4(-lr 4 _1 

T n 2 oj^T r?o^T n 2 a§T n 2 co$T n 2 oj( 


a„ = 


0 si n es par 
8 

si n es impar 


(-if , i6 i t-ir 

a$T 2 n 2 4r 4n 2 n 2 n 2 

8 


«2«-i = 




(2/i-l) 2 ^r 2 


T T 

b „=j j^./(0sen(«^0^ = -^[ J j-AOsen/ia^t dt+ Jp / (t) sen no^t dt] 

7 ~7 


dt+ ( 1_ y) sen,,ftJ b < ] 

•» 

2 i (- 1 )" (-n n i 

= -[---——] = 0 => = 0 

T no ^ no^ na ^ nco^ 

X 

/(<) = / -- t* cos(2/i — 

^i2n-\) 2 * 2 


oC 

ClQ) Encontrar la suma de 7 - 

^ (2n —1) J 

ft—l 


Solucion 


Utilizando la serie de Fourier de la funcion f(t) del ejercicio (9), es decir: 


m= 


1+—; -~<t^ 0 

T 2 

1-—; 0<«I 

T 2 


f(0)=l 


como 


8 cos(2/»-l)r<v 

HD = —7 -;—.para 1 = 0 




8 V’* 1 


/( 0 ) — —7 / 
n 1 i—t 


n 2 t—*(2n-\y 

n~\ 


• = 1 de donde 


X 9 

1 _ JT_ 

" 8 
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© 


1 /T 2 

Utilizar el teorema de PARSEVAL, para probar que > - - = — utilizando 

tfd -l) 1 8 

problema (4) de 14.5. 

Solution 


el 


Se trata de la funcion f(t) dada por: f(t) = < 


-1 ,-< / < 0 

2 

T 

1 ; 0 < / < — 
2 


//=! 


x 

4 sen( In — I )/ 

el desarrollo en serie de Fourier es: /(/) = —> --- 

n*-* 2 m -1 

r 2 

por el teorema PARSEVAL se tiene: / 2 ^ ^ (a 2 + ) 

T J 1 X 2 a— <( 2fi-|)*.T* 

2 asl 


1 


1 2T 


.2 


=> irI + I 1 = ±y_L_ 

r 2 2 jr 2 ^(2i,-l) 2 


tr 12 "- 1 ) 2 


^(2m-1) 2 8 

/7=I 


„ 2 (-1) sen ni 1 / 2 

Integrar la sene de Fourier de /(/) = / para obtener > ---= — (f y 

n 1 - 


n=l 


30 , f 

Z J_ 71 

7-945 

n=] 


Solution 


En la parte 14.12 se ha calculado la serie de Fourier de 






cos 

n 


mtegrando se tiene: 
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T 2 . r* 2 yvn -1 )" r w * 3 x 1 * .v'M)" 

I t dt = I — fif( + 4) -—-— I cos nt dt => — = -h- 4 > - —- 

X X 3 Z- „ 2 JL 3 3 d-t 

M=l /l = l 


- sen wjy, 


de donde 


y (—l) 77 sen nt 1 3 2 x J , 2 2\ 

- - — (/ 3 - 7T 2 t) = — (t ^ ^ ) 


n=\ 


12 


12 

7 


ahora aplicamos el teorema de Parseval ■— j^, / 2 (t)dt = 0 2 + ^ [0 2 + (——) 2 ] 

2 «=i 


1 ri /3 1^16 1 / l7T 2 t S Z*l\i X 0 V 1 

2/rJ_ T 9 V 2^„ 6 18*7 5 3 / -;r ^ 

/?=! «=1 


/ 


-] rj 


16*® 


18tt(105) 


-S?- 

»=i 


1 ,T 

de donde 7 — = - 

^ rt 6 945 


De un conjunto infinito de fundones reales {<p n {t )} n> , se dice que es un conjunto 

ortonormal en el intervalo <a,b> si j (j) n (t)dt = S nm , donde es la funcion 

Ja 

Delta de Kronecker. Sea f(t) una funcion definida en el intervalo <a,b> y si se supone 

00 

que f(t) se puede representar como /(<) = c,$ (t) + c 2 </h(t) + ... + c n 4>„ (r) + ... = c„^„ (/) 

f n=l 

en el intervalo <a,b>, donde los c„ son constantes. Demostrar c„ = | f(t)</>„(t)dt, 

n = 1,2,..., Los coeficientes c n se denominan coeficientes de Fourier de f(t) con respecto 
al conjunto ortonormal {<f) n (/)}. 

Soludon 

au 

Como f(t) = ^cJM ), multiplicamos ambos miembros de la igualdad por <p„(l) : 

n= 1 

V 

00 

f(t)<t> m (t) = Yc Jn (r), al integrar en el intervalo de <a,b> se tiene: 
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f 


f(t)</> m (t)dt = f donde n= 1,2,3,... y m= 1,2,3,... 


n =1 


haciendo m = 1, se tiene: 


J* /(0<f| U)dt = [£*.*(,*<,* = fk* 

«=1 


■Cl + c 2 (0) +... + c„ (0) +... = C] 
para m = 2, se tiene: 


f /«*<»*- I-f <p n ( 0^2 (0^ > haciendo el mismo analisis 

n = ] 

j"* f (t)dt = 0 + c 2 + 0 +... = c 2 


para m = n, se tiene: /mm-. 


(OfiniOdt -0 + 0 + ... + c n + ... — C n 


r 


C„ = I f(t)0„(t)dt 


oo « 

^ 4 ) Si /(0 = V (/) se aproxima por f k (Q = ^ ' c n (f> n (t ). Demostrar que el error 


n =1 n-\ 

1 f 2 

cuadratico medio -- I [f (t)-f k (t)]~dt, es min imo. 


b-a J a 


Solucion 


Llamemos E k al error cuadratico medio, es decir: 

* -r— 

b-a J a 

oc 

reemplazando el valor de /* (/) = en (1) 


...( 1 ) 
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1 * 

E k - - j cj n (t)] 2 dt, derivando con respecto a c n 

n =1 

" n-1 n=\ 

f k k k 

[-£ A, (0/(0 + £cj n (r)£ K (0¥t 

»= I «=1 *=] 

1 f* k k 

| (') = 0, L.q.q.d. 

n=I 


(is) Demostrar que si c n son los coeficientes de Fourier de f(t) con respecto al conjunto 

f k 

[f(t)] 2 dt = 7 ^ . Este resultado se conoce como la 


identidad de PARSEVAL. 


Solucion 


Como f(t) = c n <f> n (t ), multiplicando por si mismo 

n=l 

x x x 

[/(of= ]r^<o£c„4,(/) = j/ 2 ,/„ 2 (o 

«=1 / j =1 # 1=1 

integrando ambos miembros en el intervalo <a,b> 


j [/(Ofdt = j dedonde jf [/(0] 2 dt = ^ c 2 $» 2 (Qcft 

a ° n = l « = 1 

, ^ 

j <j>l{t)dt = S nn =\, entonces se tiene: J [f(t)fdt = ^ c 2 , L.q.q.d. 


y como 


14.14. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


® fo , 0 £ / < 1 

Hallar la serie de Fourier de la funcion: f{t) = \ , f(t + 4) —f(t), VteR. 

1 1 , l£/£4 
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/ ,05/5 2 

Si f(t)~{ y f(t + 3) = f(t), V t e R. Hallar su serie de Fourier y 

y [2-/ , 2 5/53 J 

graficar la funcion. 


f ■> ^ 

(3) Si fit) = \ ’ ' y f(t + 4) = f(t). Hallar su serie de Fourier y graficar la funcion. 

^ 1 1 . 15/<4 


© Si /(f) = 


1 , 05/<l 

0 , 1 5 / 5 3 y f(t + 5) = f(t). Hallar su serie de Fourier y graficar la funcion 
-1 , 3 5/55 


® /(') = 


4 t , 0 5/52 

-3 , 2 < f < 4 y f(t + 7) = f(t). Hallar su serie de Fourier y graficar la funcion 
1 , 45/57 


© 

© 

© 

® 


f 0 , — c<t <0 

Si /(/) = ( „ y f( t + 2c) = f(t). Hallar su serie de Fourier y graficar. 

[c-t , 


Si /(/) = 


Si = \ 


Oct <c 

0 , -c<t <0 

{c-t) 2 , Oct <c 

j 3;r + 2/ , - 7i <t< 0 


( K + It , 0 CtC7T 

t(c + t) , -c c t c 0 


y f(t + 2c) = f(t). Hallar su serie de Fourier y graficar. 


y f(t + 2n) = f(t). Halle la serie de Fourier y graficar. 


Si /(f) = 4 ' _ ' y f(t + 2c) = f(t). Halle su serie de Fourier y graficar. 

| {c-ty , 0 </<c 


t + 1 , -2 ct <0 t 

Si f (f) = ; y f(t + 4) = f(t). Halle su sene de Fourier y graficar. 

1 , 0<>t^2 


© Si f(t) = cos(—) y f(t + 2ix) = f(t). Halle su serie de Fourier y graficar la funcion 


® f 0 , -c<t <0 

Si f(t)-< y f(t + 2c) = f(t). Halle su serie de Fourier y graficar. 

, 0 < / < c 
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0 , -7t < t < 0 

13) Si /(/) = *{ > y f(t + 2k) = f(t). Halle su serie de Fourier y graficar. 

^ r , 0 <t<7r 


Si /« = 


-71-t 


2 

0 

7T — t 


-7T <t < 0 

* = 0 y f(t + 2 tc) = f(t). Halle su serie de Fourier y graficar. 

0 <t<7T 


[ 16 ) 

© 


Si /(/) = 


-7T~t , -71 <, - 

2 


7T — t 


■7 X 

- — £ / < y y f(t + 27r) = f(t). Halle su serie de Fourier y graficar. 

71 

2 


Hallar la serie de Fourier para la funcion f(t) = t - [| 11] 

7U + t , - 7T <t < 0 


Si /(/) = 


1 7t-t , 0 < 


t < 7t 


y f(t + 2 tc) = f(t). Hallar su sene de Fourier y graficar. 


Si m = 


71 7T 

t ,- <t < — 

2 2 

71 3 K 

71 — t , — <t <- 

2 2 


y f(t + 2k) = f(t). Halle su serie de Fourier y graficar. 




si /(0 = 


7T 

4 


7T 71 

-< t < — 

2 2 

;r 3 7t 

— <t< — 
2 2 


y f(t + 2 ti) = f(t). Halle su sene de Fourier y graficar. 


Hallar los coeficientes de Fourier y encontrar la serie de Fourier para la funcidn 

7Z 

F(t) = | A sen Q) 0 t\, ^ t <? — , co 0 = a . 

Si f(t) = \- 2t 2 -r 4 , 0 £ t £ 1, halle la serie de Fourier y con el resultado obtenido 

X 

1 


sumar 


la serie 'S — (aplicando PARSEVAL). 
n 
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( 22 ) Hallar la sene de Fourier de la funcion f(t) = cosh (kt) para 0 < t < c y hallar la serie 


para t = — 


Si f(t) es una funcion periodica integral, con periodo T, demostrar que 
1 P ,.T . . 

I/UOq 


— I /(/)(— — t)dt = S 1 —— donde b„ es un coeficiente de Fourier de f(t) y 
T Jb 2 t-fnco b 

n=\ 


2.T 


cOq = — (sug. Desarrollar - 1 , para 0 < t < T en serie de Fourier). 

Sean f(t) y g(t) funciones continuas por tramos con periodo T y sean a n , b n y a n , fi n 
los respectivos coeficientes de Fourier de f(t) y g(t), demostrar que 


[ 2 r f(t)g(t)dt = ^ (a n a n + b„P „) 

-> ^ = 1 



Hallar la serie de Fourier de la funcion f(t) dado por el grafico, estudiar la convergencia 
puntual en [-3 ti,37c] 



^26) Halle la serie de Fourier de / (t) = t 2 -1 , -1 < t < 1, por evaluacion directa, graficar. 


Desarrollar en serie de Fourier la funcion definida por: /(/) = • 


(-2 1 , - n < t < 0 
' { 3 1 , 0<,l<,7r' 

f(t -f 2k) = f(t), V t eR usando el resultado de este desarrollo, calcular la suma de la serie 
1 


S 


(2/7 -If 
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Calcular la serie de Fourier de /(/) = e at en use este resultado para calcular la 

*- > 

de la serie / —-—— 
a 2 +n 2 


suma 


Si f(t) = t A , -7i <, t <r 7 i, halle la serie de Fourier de f(t) y calcular la suma de la serie 
/ 2 6 \2 

y ---, graficar la : 

n 


. funcion. 


/i=i 


Sea f(t) = \* * ^, tal que f(t — 1) =-f(t) graficay halle la serie de Fourier. 

|r-1 , 0 <f£l 


(3l) Si f(t) esta dado por el grafico adjunto: 


71 

f(t) 

4 

-a 

i 

1 

1 

I r 

1 0 

1 u 

71 t 

1 

1 

7t 


4 


a) Halle su serie de Fourier de la funcion 
f(t). 

b) Con el resultado de (a) verificar 

Ill 1 1 xfi 

I — H- 1-- —I- ... — - 

5 7 11 13 17 6 


Sea f(t)=\t 3 -t\, -4 < t < 4, f(t + 8) = f(t), f(t - 4) =-f(t). Halle los coeficientes de 
Fourier, haciendo el grafico periodico con todos los datos presentes. 


33) Hallar la serie de Fourier de f(t) dado por: /(f) = 


1 , 2<t <3 

4-t , 3 < / < 4 
t-4 , 4 < f < 5 
1 , 5 < t <6 


, f(t + 4) = f(t). 


7T 2 t-t 3 

Hallar la serie de Fourier de la funcion f(t) =- en -7t ^ t ^ 7t y mostrar que 


Z- ” 945 

«=l 
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(35) Hallar la serie de Fourier /(/) = 


© 




t -nt 

2 

~r -7i t 


0 <t^7T 


~7t<> / < 0 


u V 1 1 ^ 

probar que 7 -- =-. 

^(2«-l ) 6 960 


n =I 


^ 6 ) Hallar la serie de Fourier de la funcion /(/) = 


-n -i , - 7T < t < -— 

2 

t ^ ^ n 
1 , —<t < — 

2 2 


al resultado 


7t-l 


— £/ S/T 
2 


obtenido aplicar Teorema d^ PARSEVAL para sumar la serie. 


Explicitamente determinar los coeficientes de Fourier de la funcion 
0 , -2 < t < -1 

f(t) = - \t | , 111 < 1 en el intervalo [- 2 , 2 ] 

0 , 1<f < 2 


, \-t , -3 < t < 0 

Si = \ 

{ t , 0 < / < 3 

X, 

la serie 7 -. 

■*—'(2/7-1)“ 

n — I 

Halle la serie de Fourier de /(/) = | A cos w 0 t 


Determinar los coeficientes de Fourier y hallar la suma de 



f(t) esta dado por el grafico adjunto, halle su serie de Fourier de f(t) y sumar la serie 
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Si f(t)=\t 2 -\\, -2<t<2, f(t - 4) = - f(t), Graficar f(t) y calcular la serie de Fourier 
de f(t). 


Demostrar que si F(t) y G(t) son continuas por tramos en 

T 


periodo T, entonces la funcion defmida por //(/)= — 



2 


- — < t < — y periodicas con 
F(t- p)G(p)dp , tambien es 


una funcion periodica. 

a) Hallar la serie de Fourier de la funcion f(t) = eos at, - n £ t £ k (a e R, cualquiera) 


b) Hallar Y —2 


11 = 1 


d) Determinar 


(« 2 -a 2 ) 2 


00 2 

21(« 2 -a 2 ) 2 


n=I 


c) Determinar: ctg (an) 

'V 

oo 

e) Calcular y-i- 
' 4/? -1 

«=i 


Hallar la serie de Fourier de la funcion f(t) cuya funcion grafica es: 



a) Hallar la serie de Fourier dc la funcion cuya grafica es: 
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b) Aplicando el teorema de PARSEVAL hallar la suma de la sene correspondiente. 

tfo- 


Si f(t + 2 tc) = f(t), V t y F(x) 




]dt . Demoslrar que: F(x) es periodica 


con periodo 271, donde a { 




* j. 


f(DJt 


X 

t~v , t sen nt , ., ' 

Dado — = > (-1) -, -7i < t < 7i, usando mtegracion probar que: 

/*=! 


r _ jr“ y 1 H) C 

W = 1 


(-V cos nt t 3 * ? r \^(-l) n 

--- y que*- = > - 


sen nt 


12 12 


para - n < t < n 


Hallar la serie de Fourier de f(t) representado por el grafico adjunto: 



Sea F: R —» R una funcion seccionalmente continua con periodo 271 y supongamos que 

ao ac 

F(t) = — + ^ ( A n cos nt + B n sen nt) y sea F(t + tt) = -y- + ^ ( a n cos nt + sen nt ), 


K = 1 


probarque: A„ =(-l ) n a n , B n =(-l ) n b n 

Encontrar la serie de Fourier de onda de la figura, por diferenciacion. 
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CAPITULO XV 


15. SERIES DE FOURIER DE FUNCIONES: PARES, 
IMPARES, SIMETRIA DE MEDIA ONDA, CUARTO DE 
ONDA PAR Y CUARTO DE ONDA IMPAR.- 


En el capitulo XIV se ha estudiado que cualquier funcion periodica f(t) con periodo T 
que satisface la condicion de ser continua por tramos e integrable sobre cualquier 
intervalo se puede representar mediante una serie de Fourier. 


oc 



w=l 


( a n cosna%t+b n senwtffyf) donde 0 


2,t 

~F 


Ahora en este capitulo estudiaremos el efecto de la simetria de la forma de onda y el uso 
del impulso en el calculo de las series de Fourier de algunas formas ondulatorias. 


15.1. FUNCIONES PARES E IMPARES.- 

Diremos que la funcion f: R -» R, es par si satisface la condicion f(-t) = f(t), V t e R y es 
impar si satisface la condicion f(-t) = - f(t), Vte R. 




0 


t 


Funcion par 



OBSERVACION.- Observamos que una funcion par, es simetrica respecto del eje 
vertical en el origen, mientras que una funcion impar es 
antisimetrica respecto del eje vertical en el origen. 
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15.2. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES PARES E IMPARES.- 






Si f, g : R —> R son funciones pares entonces f.g es funcion par. 

Demostraci6n 

Sea h(t) = f(t).g(t), por demostrar que h(t) es funcion par 
h(-t) = f(-t).g(-t) = f(t).g(t) = h(t) por lo tanto 
como h(-t) = h(t) entonces f(t).g(t) es funcion par. 

Si f,g : R -> R son funciones impares entonces f.g es funcion par. 

Demostracion 

f,g son funciones impares => f(-t)= -f(t) y g(-t) = -g(t) 
sea h(t) = f(t).g(t), por demostrar que h(t) es funcion par 
h(-t) = f(-t).g(-t) = (-fTO).(-g(t)) = flt).g(t) = h(t) 
como h(-t) = h(t) entonces f(t).g(t) es funcion par 

Si f : R —> R es una funcion par y g : R —> R es una funcion impar entonces f.g es una 
funcion impar. 

Demostracion 

Como f es una funcion par, entonces f(-t) = f(t) y como g es una funcion impar, entonces 
g(-t) = -g(t). 

Sea h(t) = f(t).g(t) por demostrar que h(t) es funcion impar. 
h(-t) = ff-t).g(-t) = f(t).(-g(t)) - -f(t).g(t) = -h(t) 
como h(-t) = -h(t), entonces f(t).g(t) es funcion impar 

Toda funcion f(t), se puede expresar como la suma de dos funciones componentes, de las 
cuales la una es par y la otra impar. 

Demostracion 

Se conoce que cualquier funcion f(t) se puede expresar asi: 
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m = \ m +± n-t) + i /(r) -1 /(-f) = i [/(/)+/(-f)]+1 [/(f) - /(-*)]... (i) 


Sean 


fe(t) = \[f(t) + f(-0 ] 

/o(') = ^ [/«)-/(-')] 


( 2 ) 


Donde / e (-f) = i [/(-*) + /(f)] = | [/(f) + /(-f)] = f e (f) 

Porlotanto /^(f) es funcion par 

_ J 

/o (-0 = ^ [/(-') - /Ml = ~ [/(0 - /(-')] = -/o (0 

porlotanto / 0 (0 es funcion impar, entonces /(0 = / e (0 + /o(0» donde /^(/) es la 
componente par y / 0 (£) es la componente impar de la funcion f(t). 


Ejemplo.- La funcion /(7) = e 



— cosh t + senh t 


f(t) = (?' = cosh / + senh / 


Ejemplo.- 


Hallar las componente par e impar 
e ~ l , t > 0 


/(0 = 


0 , t <0 


de la funcion definida por 


Solucion 
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/(') = 


k*. *>° 
1 0 , / <0 


=:> 


/(-<) = 


, 0,(>0 
U' , t<0 


feU) = 7 [/(0 + /(-')] = 


-U*' ; f >0 

-e' ; t< 0 

2 


/o(') = |[/(0-/(-')] 



; t > 0 
; / <0 


Luego las componentes par e impar de la funcion fi(t) son f e (t) y / 0 (7) que se muestran 
en la figura. 


© Si la funcion f: R -> R, es par, entonces se cumple: £ f(t)dt = 2 /(0^ 

Solucion 

Aplicando la propiedad de integral definida: j* f(t)dt- f(t)dt + f(t)dt ... (1) 
haciendo t = -x, en la primera integral 


|° / \t)dt = jf f(-x)(-dx) = - jf f(-x)dx = J f(-x)dx 


como f(t) es par, es decir f(-x) = f(x), de donde 


f f(t)dt = f / (-x)dx - f f(x)dx = f /(/)<// 

J „ Jo Jo Jo 


... ( 2 ) 


al reemplazar (2) en (1) se tiene: 
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Si la funcion f: R R, es impar, entonces se cumple I f(t)dt = 0 

J-a 

Demostracion 

Aplicando la propiedad de la integral definida 

f mdt= i mdt+ r /(t)dt = r mdt+ r men 

J-a J-a Jo J() Jo 

como f(t) es impar entonces f(-t) = -f(t) 
al reemplazar (2) en (1) se obtiene: 


...( 1 ) 
... ( 2 ) 


r fm= i nt)dt+ \fw= r n-t)dt+ r mdt= - r f{t)dt + r nodi = o 

J-a J-a Jb Jb JD Jo JO 

••• f(t)dt = 0 


15.3. SIMETRIA DE MEDIA ONDA.- 


Si la funcion f(t) es periodica con periodo T, entonces se die e que la funcion f(t) tiene 


simetria de media onda si satisface la condicion: 


m 7 ) 


OBSERVACION.- Mostraremos en la figura una forma de onda con simetria de media 
ondas se debe observar que la porcioa negativa de la onda es el 
reflejo de la porcion positiva desplazado horizontalmente medio periodo. 



NOTA.- Simetria de media onda no es par ni impar. 
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TEOREMA.- Si una funcion negativa f(t) tiene simetria 

/(0=-/<'~n 

Demostracion 

Como f(t) tiene simetria de media onda, entonces se tiene 
como f(t) es periodica con periodo T, entonces: 

/(*-i n=/('+7- =/(/+|) 

por lo tanto de ( 1) y (2) se tiene: f(t) = -f(t - T) 

1 5.4. SIMETRIA DE CUARTO DE ONDA.- 

Si la funcion periodica f(t) tiene simetria de media onda y ademas es una funcion par o 
impar, entonces se dice que f(t) tiene una simetria de cuarto de onda par 6 impar mediante 
los siguientes graficos mostraremos las formas de ondas con simetria de cuarto de onda. 




Simetria dc cuarto dc onda par Simetria de cuarto de onda impar 

15.5. SIMETRIA ESCONDIDA.- 

Con frecuencia la simetria de una funcion periodica no es evidente debido a la presencia 
de un termino constante. Esto lo ilustraremos en el ejemplo siguiente. 

Ejemplo.- De la figura mostrada, demostrar que si se construye una nueva funcion 

A 

sustrayendo de f(t) el termino constante —, la nueva funcion es una funcion 


de media onda. Demostrar que: 


: fO) = -f(t + ^T) ...(1) 
- (2) 


impar. 
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La sustraccion del termino constante — de f(t), lo que hace es desplazar el eje horizontal 

A A 

hacia arriba en — y resulta la nueva funcion g(t) = f(t) -es una funcion impar. 



15.6. COEFICIENTES DE FOURIER DE ONDAS SIMETRICAS.- 


Mediante las propiedades de simetria se simplifica el calculo de los coeficientes de 
Fourier. 


TEOREMA.- Si f(t) es una funcion par y periodica con periodo T. Demostrar que 

T 

12 _ , 2 * 

+ ? a. cos noMt, aonae a. =— i 


00 J- 

a 4 f 2 

fit) = — + 2_, a n cos n(o 0t , donde a„ = - I 

n-\ 


fit) cos nco^t dt y 0 O = — 


Demostracion 


La serie de Fourier de la funcion f(t) es : 

oc 

a o 

/(f) - — + ( a n cos nco^t + b n sen na> 0 t) 


«=l 


( 1 ) 
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donde 


“- = ?f t 


/(/) cos nco Q t dt , h K 


r J. r 


/(Osenwr/V dt, n= 1,2,3,... 


como senftJ 0 n/ es impar y f(t) es par entonces /(/)sen nco Q t es funcion impar (por la 


£ 


propiedad 3 de 15.2), luego ; /(/) sen dt = 0 , por la propiedad 6 de 15.2 


por lo tanto se tiene: 


T 
2 

b„ = 0 


... ( 2 ) 


Como cos nco 0 t es par y f(t) es par entonces /(r)cos na) 0 t es par, luego 

T T 

/(/) cos nco 0 t dt = 2 /(/) cos dt ( por la propiedad 5 de 15.2) 


2 4 r 2 

=- I r /(/)C0SW^f I „ 

2 


/(/)cos dt 

al reemplazar (2) y (3) en (1) se obtiene: 

4 r 

/(f) = -y + ^a„ cos nco^t y a„ =— P /(/) cos/my 


... (3) 


« = 1 


Ejemplo.- 

a) Hallar la serie de Fourier de la funcion /(/) = t 4 -2 x 2 t 2 f(t+27T)=f(t),VteR 

Solucion 

Construyendo la grafica de la funcion f(t). 
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f(t) es una funcion par, entonces la serie de Fourier es 


T. 

. a 0 2 7i 2 k , 

/(;) = — +> a cos nt, co 0 = — = — = \ 
2 T In 


n =1 


a H f(t) cos ruo^t dt = — ( t 4 -2/r 2 / 2 )cos nt dt 

integrando sucesivamente por partes se tiene: 

2 f" 4 „ 2 , 2 24zr(—1)" 48(-l)" 

a* =— I (r -2/rr )cosw/ dt = — ( -—— ) =--— 

^ Jb ^ « n 


como 


/(/)= — + ^ a n cos nt , entonces: f(t) = ———48^ 

n = \ n= 1 

x 

b) De la serie de Fourier de la parte (a) calcule la suma de la serie 7 - 

i 


teorema de PARSEVAL. 


Solucion 


* 2 * 

j y r ( fit )) 2 dt = ^+ 1 Y,(a 2 + b 2 n ) por PARSEVAL 


196 


f (V-aw*.**—iysjw- 

2vr X, 4 2 «" 

1 f (,«-4*V+4;rV)«//—* 8 +ll52Y -i- 
* J) 225 n* 

*=l 


(- 1 )" 

-COS HZ 

/I 4 


— aplicando el 
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I°^=-^V + 1152 
315 225 


y 1 »5-343 

^n s 1575 

n =1 n=l 


1152 


V I 192 8 , , , 

—- = —— n , de donde 


n=1 


* 

Z J___T 
* 8 ~ 94; 

«=i 


» 

9450 


c) De la serie de Fourier de la parte (a), calcular la suma de la serie / — 


Solucion 


In x—^ (-1)" c 

En la serie de Fourier f(t) =-48 > - 

15 ^ 


(-1)" cos nt 


n=] 


Hacemos t = ji; -;r 4 = 


(-!)"(-!)" 


15 ^ n 

n -1 


„ 4 15 15 

*=l 


“17 


E l _ n 
~n* ~ 90 

ffs| 


d) Hallar la serie de Fourier de la funcion g(/) = t(t 2 -n 1 ) mediante la funcion f(t) de 
la parte (a). 

Solucion 

Como /(f) = t 4 -2n 2 t 2 => f'(t) = 4/ 3 -4n 2 t , luego 


/'(/) = 4(f 3 -;r 2 f) es continua en [-rc,7i], ademas 


f {-n) = /(;r) = -jr 4 ; /' (f) es continua por tramos 

7;r 4 (-1)" cosn/ 


«=1 


derivando 


/W- -48 


, yM-l)"(-s<w»i) = 4g yM-ir* 

« = ] n=] 


(-1)* sennt 
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4 (r 


-^)=4 8 y^- 

—- n 

n =1 


(-1)" sen nt _ 3 


=> t 


^ = , 2 y<=!rj 

— rt 


(-1)" sen «/ 


/ 2 2 \ , (“0^ se n 

• g(0=^ 2 -^ 2 ) = 12 > 

^ « 3 


e) Aplicando el teorema de PARSEVAL a la sene de Fourier de la parte (d) calcular la 


suma de la serie 




SolucKm 


j £ 2 r g 2 (Mt = y + ^ ^ (< a] + b 2 ) por Parseval 

2 n= 1 

n=l 

n~ 1 

72^ 2- = - I* (/ 6 - 2/rV + n*t 2 )dt = 
t-ir? * Jb 105 


Z l _ 7T 

945 

«=1 


f) Hallar la serie de Fourier de la funci6n g(t) = — (3 1 4 -10 7i 2 t 2 + 7rt" 4 ) mediante la 

15 


funcion f(t) de la parte (a). 


Soluci6n 


d 22 7 ;t (-1)" cos*/ 

La serie de Fourier de f(t) = t - 2n t =-48 > - - -, integrando 

15 JL-t „* 

n-\ 

f (r 4 -lx 2 t 2 )dt = —^-r-48^" 1 - J f cos nt dt 

* n=l K 


X 
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t 5 2 In 4 t 


15 


=- 4 8 y^ 
t? * 


{-Yfsennt 


— (3 t A -I0ft 2 t + In*) 
15 


= -48V<^ 


sennt 


5 


n=1 


TEOREMA 2.- Si f(t) es una funcion impar y periodica con periodo T, demostrar que la 

QC 

serie de Fourier de f(t) es /(/) = ^ b n sen nco^t , donde 


n =1 




/(/)sen na^t dt y = 


Demostracion 


2;r 


x 

La serie de Fourier de la funcion f(t) es: /(/) =-f- / (a n cos nco^t +b n sen na> 0 t )... (1) 

«=i 


donde 




/(/)cos«^r y ft, 


/ 

| = 2 p 

" T ll 


f(t) sen noj^t dt 


como f(t) es impar y cos nco 0 t es par entonces f(t) cos nco 0 t es impar, entonces 


r 

B 


/(/) cos rt&b/ ^ = 0 (por la propiedad 5 de 15.2) 


-Hi 


/ (t) cos dt - y (0) = 0 => a n = 0 


... (2) 


como f(t) es impar y sen nco 0 t es impar entonces /(/)sen nco Q t es par entonces 
t T 


K=J J /(Osen nco^t = 


f(t) sen na^t dt 


.. ( 3 ) 


2 

T 


“«‘f B 


f(t)dt = 0 puesto que f(t) es impar por lo tanto de (2) y (3) en (1) se tiene : 
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/(0=^ b n sen nco^t donde ^n~~ p/(f)senfia^f dt 

rt-\ 

Ejemplo.- Hallar la serie de Fourier de la funcion tal que cuyo grafico es : 



[ 1 si 0 < t < a 2n n „ „ v „ x 

= \ . . , n . *4, = — = -» fl[t + 2a) = f(t) 

[-1 si -a<t<0 2a a 

como f(t) es impar y f(t + 2a) = f(t) es periodica entonces, la serie de Fourier de la funcion 

X 

*U) cs : /(/) = > b n sen-, donde 

• a 

n-1 


T 

2 f 2 ^ nnt , 2 f° nxt 

b n =— I /(f) sen- dt = — I sen- dt 

T JL' 0 O Jo a 

2 

= -—COS — / = —[(-1)" -1] = — [1 -(_!)"] 

r\K a f o rut nn 


= —[!-(-*)"] = 
nn 


4 

— , si n es impar 
nx 

0 , si n es par 


^2n-l 


(2rt-l);r 


4 V 

por lo tanto /(f) = — > 
n 


sen(2« -1) —f 
a 


2n -1 


aplicando el teorema de PARSEVAL se tiene: 
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y j \ f l U )dt = 1, ^ (a,; + b ;), por Parseval 

~2 

2tf J a 2 x~(2n -1) 2a Jo 

n -1 /)= 1 

l=it-L dedonde V-i-l.*! * • 

^ 2 /? — 1 — 1 8 

«=! «=] 

TEORKjMA 3.- Demostrar que la serie de Fourier de cualquier funcion periodica f(t) 
que tiene simetria de media onda, contiene armonicas impares 
solamente. 

Demostraeion 

La serie de Fourier de la funcion f(t) es : 

i/ 0 

f(t) - + J (a n cos na) 0 t + h n sen ruo 0 t) , donde 


- ; -;£ 


I 


f(t)cos hcDqI dt = — [ j r f(t) cos nco^t dt + |" /(/)cos na) 0 t dt] 


f 


cambiando t por (/- T) en la primera integral, se tiene : 




1 i r 

j {t — T) cos nco 0 (t — T)dt + | f (/) cos nco 0 t dt] 

2 2 Jo 


(1) 


como f(t) tiene simetria de media onda, entonces se tiene : 


f (0 ~ f(i - — T) y como sen n ti = 0, enton 


- n 


-f (/)[cos nco 0 t. cos rut + sen rut. s 


f(t)co%nco^t dt] 
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i i 

j^ 2 (1 -[-1]" )/(<) cos no) a t dt = 2(1 J ^ > p f(t)cosna^t dt 


para n par 




f(t) cos nco^t dt , n impar 


, en forma similar se demuestra que: 


K =• 




, para n par 


f(t)sennco 0 t dt , para n impar 


TEOREMA 4.- Demostrar que la serie de Fourier de cualquier funcion periodica f(t) 
que tiene simetria de cuarto de onda par, consta solamente de armonicos 
impares de terminos el coseno, es decir: 

30 r 

= 1 cos[(2w del a 2n -\ =j y f(t)cos(2n-fya^t dt 


«=i 


Demostracion 


PC 

La serie de Fourier de la funcion f(t) se tiene: f(t) = ^ ( a n cos + b n sen nco^t) 

n -1 

como f(t) tiene simetria de cuarto de onda por f(t) = f(-t) y /(/ + — T) = —f{t) y del 
teorema 2 y 3 se tiene : 

b m =0 


[ a 2n =° 


, para todos los valores de n incluyendo a 0 


a2 "-' T f 


/ (r) cos[(2n -1)^/]^/ 


r t 

= y[ J" /(r)cos(2n-l)fiJb^ + £ f(t)cos{2n-\)co^t dt] 


cambiando la variable t por (t + — T) en la segunda integral 
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f(t)cos(2n -\)co Q t dt + 


J /<,+ 7 


T) cos[(2/j - (f + — 


aplicando la propiedad f(t) = —/(* + — T ), se tiene : 




t 


f(t)cos(2n~\)co 0 t dt + F f(t)c,os(2n-Y)co 0 t dt ] 


= 7 [ f, 


— [ | r /(/)cos(2/7- \)co 0 t dt + I f(t)cos(2n -\)co Q t dt] 


r 


4ft 8 fi 

= — I T f(t)cos(2fi-\)co Q t dt = — J /(0cos(2/i-l)ay dt 


TEOREMA 5.- Demostrar que la serie de Fourier de cualquier funcion periodica f(t) 
que tiene simetria de cuarto de onda impar, consta de armonicos 
impares de terminos del seno solamente, es decir : 


* ' 
f(t) = ^ b 2n _ x sen(2 n -1 )m 0 t y b 2n _ x = — J 4 /(f) sen(2 n - 


1 )a) 0 t dt 


Demostraeion 


ac 

a o V ”” 1 

Como /(/) = — + ( a n cosncofrt +b n sen nco^t) 


n =[ 


f(t) tiene simetria de cuarto de onda impar entonces f(-t) = -f(t) y f{t + — T) = -f(t ) 


I a n = 0 

y de los teoremas 2 y 3 se tiene: < n , para todos los valores de n incluyendo a 0 

1*2 n =0 






788 


Eduardo Espinoza Ramos 


^2n-\ 


4 

7* 



T 


f 

T 

f 


f(t)szn(2n-\)cD Q t dt , por el mismo criterio del teorema (4) se tiene : 

/“(f) sen(2 — dt 


Ejemplo.- Encontrar la serie de Fourier de la onda cuadrada que se muestra en la figura 



La funcion f(t) tiene simetria de cuarto de onda impar entones 

30 2 2 

f(t) = / b ln _ x sen[(2n -1 )co a t], ^ — 

T 2a a 

n=\ 

T a 

b 2n _] =— P f(t)sen(2n-\)co 0 tdt = — f sen(2/i-l) — t dt 
T Jo 2a Jo a 

A acos(2n -\) — a 

=± { -fl-)A=—-— 

a 7t(2n-\) • o (2n-\)n 

4 » sen[(2n-l) — t] 

= --—, si aplicamos el teorema de Parseval 

n 2 n -1 

«=i 


L 

2a 


y . ft 

n =I 


16 

7r 2 (2n-\) 2 


- 7 Z 


1 


(2/i-D* 


dc dondc 


1 


«=i 


(2«-ir 


T 
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15.7. EXPANSIONES DE MEDIO RANGO.- 


Sea f(t) una funcion periodica con periodo T = 2£ y f(-t) = f(t), V t e R, entonces 



GC 

I 

n =1 


2 n 

a n cos ncc^t , donde coq = — 


n 

7 


/(0 = ~- + ^"- cos (njt)dt ... (1) 

n~\ 


r 

A f rr 7 I ft " 

donde a n =— I f(t)cos(n — t)dt => a n =— I /(f)cos(— t)dt ...(2) 

J S £ 


Si fl[-t) = -f{l) entonces 


/(/):= y b n sen(——/) 


(3) 


b„ =y | f(t)sen(™t)dt 


... (4) 


de acuerdo a las expresiones (2) y (4) solo se necesita que la funcion f(t) este definida en 
el intervalo finito [0,f], entonces la serie (1) y (3) representan ambas una misma funcion 

f(t) dada en el intervalo [0,f| y fuera de este intervalo la serie (1) representa la extension 
periodica par, con T = 2t\ la serie (3) representara la extension periodica con T = 2£, y las 
series (1) y (3) se denomina “Expansion De medio Rango” de la funcion dada f(t). 


Ejemplo.- Hallar la serie de medio rango 
de f(t) tal que cuya grafica es : 


Solucion 



La funcion f(t) cuya grafica es dada, tiene por regia de correspondencia. 
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m= 


t , 0 <.t<a 
2a -t , a < t <2a 



Extension periodicamente impar y f(t + 4a) = f(t), T = 4a 


y /IJT / 

b n sen(——), donde 

n=\ 


t 

b n =-\ /(f)sen (——)dt = — /(Osen(— 0 * 

T Jb 2a a Jb 2a 

= *“[ r fsen(^^)<//+ P ( 2 a-/)sen(— t)dt] 
a Jb 2a Jb 2a 


f n^" 2at 4a 2 nnt / c 

/sen(— t)dt =[ -cos(——) + — 5 —-sen(-^—)]/ 


2 a 


nn 


2 a 


nV 


2 a * 0 


L 2 

nn 


2 a L nn 4 a nn 

-cos- h . - sen — 

2 n 2 ;r 2 2 


r 


_ , ,nn , , 4a~ , 1XW 4a 2 w;r , 4a(-l) 

( 2 a-t)sen( — t)dt -(- 1 ) +-cos— +- 

2 a nn nn 2 nn 


( 1 ) 


... ( 2 ) 


2 a 2 nn 

-cos-h 

nn 2 


4 a z 


nn 

-——sen — 

nV 2 


(3) 


ahora reemplazando ( 2 ) y (3) en ( 1 ) se tiene: 
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, 1 _ 2a 2 nn 4a 1 nn 4a 1 , , v *» 4a 2 nn 

b n =—[-cos— + ——-sen -(-1)“ +-cos-- 

a nn 'Inn' 2 nn nn nn 


4ai-\) 2 a~ nn 4a~ nn n 

+-cos — + —— -sen —] 

nn nn 2 tin 1 2 


18 nn 

= -(— T sen—) = 2 2 
a n'n 2 2 - 2 - 2 


8 a nn^ 

sen(—) 
n~n~ L 


Si 


n = 1 , sen — - 1 
2 

n~ 2 , sen n = 0 

n = 3 , sen— = -1 
2 

n - 4 , sen 2 n = 0 

c . 

n = 5 , sen— = 1 


^ ‘ / i\ n 

sen — ~ (-1) 

2 

b 2n = 0 , 5/ w = 1,2,3, 

u — ( i\«-l 

°2n 1 - (“1) — r 

n~n“ 


fj — 1 

= -^—11—-sen(2w-l)— (serie en seno) 

^• 2 ^(2«-l) 2 2a 

n -^1 



Extension periodicamente par, y su serie de Fourier es : 


ao 

f[t)= — + y ^ja„ eos(^0» donde: 

/7 = 1 


= j J = £l <//(2 a-t)dl) = a 
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a 


n 


2 F f(t)cos(~i)^ 

T Jb 2a 


a 



f(t) cos(- )dt 


1 r C 4 .fl/T x i n7r v ,, 

= —[ I Jcos(— t)dt + I ( 2a-~t)cos( — t)dt] 
a Jb 2a X 2a 


...( 1 ) 


I 


nn . 2a 2 4a 2 nn 4 a 2 

f cos(— =- sen — + ——-cos- r — r 

2 a 2 rrnr 2 


( 2 ) 


| (2a-t)cos(—t)dt 

L 2« 


19 9 

4a“cosa;r 2a“ a;r 4a“ nn 

- — -sen — + —r—r- cos — 

n“n~ nn l n~n~ 2 


... (3) 


reemplazando ( 2 ) y (3) en ( 1 ) se tiene: 


a 


n 


* 2 2 

1 r 2a' nn 4 a nn 4 a 

-[- sen — + ~^c os— - — 

a nn 2 n~n~ 2 n~n~ 


4a cos nn 


2 a 2 nn 

- sen — 

nn 2 


4a “ 


nn 

27T C0S Y' 


n n 


\_ 

a 



nn 

cos- 

2 


4a 

w 2 ;r 2 


8 a nn 2 

(1 + cos;;;r)J = ■ - - — [cos-cos 

n~n~ 2 2 


8 a . nn 2 nn ^ 
a n = — 7( C0S— r cos —) 
n~ n~ 2 2 


15.8. FUNCION IMPULSO UNITARIO (DELTA DE DIRAC).- 


La funcion impulse unitario 5(t), conocido tambien como funcion Delta de Dirac, puede 
definirse de varias maneras, generalmente se expresa mediante la relacion. 




1 

- , SI I t\<£ 

28 

0 , si 1 1e 


S(t) = lim£ f (0 


y la funcion 5(t) queda expresada por : 
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I 5At)dt = f 5At)dt = —f / =— (f + £) = l 

J_<x 26* f -£ 2e 



15.9. ESPACIO DE LAS FUNCIONES DE PRUEBA C°„ 


Una funcion de prueba es una funcion 
infinitamente diferenciable que se anula 
fuera de algun intervalo finito abierto 
<a,b>; es decir, una funcion de prueba 
es una funcion continua que se anula 
fuera de algun intervalo finito. 



15.10. EL CONJUNTO DE LAS FUNCIONES LINEALES.- 

A1 conjunto de las funciones lineales denotaremos por: 
D = {T : c 0 —> R c C / T es una funcional lineal}. 


Luego la funcion 8 (t) se definira por la relacion 


S(t) = 


0 , si t 0 
oo , si t = 0 


y ademas 


L md “L 

£ s(t)<Kt)dt=m 


... a) 


d(t)dt = 1 ... ( 2 ) 


(3) 
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15.11. PROPIEDADES.- 


® £ 

En efecto: J* S(t -1 0 )</>(t)dt = J /(z)0(/ o + z)dz = 0(/ o + z) _ =0 = 0(/ o ), (t-t 0 =z) 
Esto es por la funcion de prueba 


© r 


S(at)0(t)dt = — ^(0), V a e R, a*0 

\a\ 


dz 


En efecto: at = z => dt-— . Si a > 0 y -oo < t < oo => -oo < at < oo 

a 


P S(at)<p(t)dt = - T d(z)<p{-)dz = -4 K- 
J-* a J_* a a a 


Si a < 0 y -oo < t < oo => -oc < at < oo 


... (a) 


:=0 


f 5{at)4,(t)dt= f <?(z)0(-)— = - f S(zM-)— 

JL« JL a a J_ x a a a 

Luego de (a) y ((3) se tiene: j S(at)<fi(t)dt = — 0(0) 

I d I 


... (P) 


® r I / * u ^ tQ ty 

si g(t)eseoDtmuien enforces: I <?(/-/ 0 >£(* *{ * 

J, 0 . fuera de < a,b > 

{ g(t) , a < t <b 

0 , fuera de < a,b > 

f S(t-t 0 )g(t)dt porlotanto 0U O ) = 


fg(/ 0 ) > a< 'o 


csdccir: 0(f o ) = 


g(f 0 ) • a < Iq <b 
0 , fuera de < a.h > 


I 
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(V) Si a < b, Demostrar que : J 8(1 -t 0 )dt = j ^ ’ 


para a <t 0 <b 
para b <t 0 < a 


En efecto : Haremos la interpretacion de la expansion, para esto seleccionaremos la 

1 , para a <t <b 


funcion de prueba <()(t) tal que <j){t) = 


De la propiedad (1) se tiene : 


0 , para b<t < a 


I S(t - 1 0 )dt = £ d(t - /„ )<MDd; 


para a <t 0 < b 
para b < / 0 < a 


(T) Si f(t).8(t) = f(0).5(t), donde f(t) es una funcion continua en t = 0, Demostrar que 


1 


a) S(at) = — S(t) 

\a\ 


b) 8(-t) = 5(t) 
En efecto : como f(t) es una funcion continua, entonces 


J mmwtydt = J = m.m 

i f 


= /(0) S(t).<f>(t)dt = [f(by8(tmt)dt 


puesto que 4>(t) es una funcion de prueba arbitraria, se concluye que f(t).5(t) - f(0).5(t) 
ahora la propiedad se tiene : 

f d{at)<j>{t)dt=—6( 0) = -E f S(t)</>(t)dt = f 
J | a | I a | ^ JL r I a \ 


.. t >'(«/» = —d'(/) 


haciendo a = -1 se tiene: S(-t) = —E^(/) = S(l ), por lo tanto 5(t) es una funcion par 
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Ejemplo.- 


(T) Evaluar I 8(t- 5)e 4t cos (^j-t)dt 


I 


Solucion 


(t -5)e 4t cos (^~t)dt = 0(5) donde = e 4t cos(-^7) 


por lo tanto 0(5) = 2 20 cos nn = e 20 (-l)" 


£ 


8(t- 5)e 4/ cos(~— t)dt = e 20 (-l) w 


© f S(t -1 Q)e~'dt 


Solucion 


f- 


10)e ' dt - 0 puesto que t 0 = 10 g< 2,8 > 


(T) j*£(r-7)<? r dt = (f>( 7) donde (p(t)-e ! =e 


15.12. DERIVADAS DE LA FUNCION 8.- 


DEFINICION.- La derivada de la funcion 5(t) esta defmida por la integral: 


\t)S{t)dt - - I S(t)4>V)dt = -t'(0) donde = <*'(0) = 


J 5\t)5(t)dt = -[ 


dt 


dt 


i-il 


calculando la n - esima derivada de la funcion 5(t) 

V)<t>(t)dt = - | 5\t)<p\t)dt= ( 5{t)4\t)dt = ri 0 ) 


j “ S\t)mdt = -^ SV)<t>Xt)dt= ^ 
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j" = S\t)<t>\t)dt= J" SXt)<j>"(t)dt = -^ S(t)f\t)dt~-4> m (0) 


«>•' <p{t)dt = (-1)"^*" (0) 


f 

Ejemplo.- Evaluar f <V C K 7 —7 

•lx a~i — b~ 


)dt 


f. 




Solucion 


<p(i) = — 


I 


A B 

- + - 


a : t 2 -b 2 ( at-b)(at + b ) at-b at+b 


a v 1 1 

A = lim-= — 

, m h at + b 2b 


B = lim 


1 1 


, . b at-b 2b 
a 


1 1 

4U) — ( 


1 + -U ' 


1 


2b at-b at + b 2b at-b at + b 


derivando 


0V) = ~r[(-r)-(- ^-j)] 

2b (at-bY ( at + b)" 


derivando 


I , 1.2a 

f 


1.2a 


2b (at-by (at+b) 


-) 


derivando 


1 -1.2.3.a\ -1.2.3.a 3 

#*X0- — [i - t-)-( - 

2b (at-b) 4 (at + b) 


„ 1 1.2.3.4.a\ 1.2.3.4.a 4 , 

+ u)=— [(- 


2b (at-b) 5 (at + b) 5 


derivando 

V 

derivando 


1 (-l)"1.2.3..jii|- (-1)” (1-2.3...n)a'’ 

* = —TTT^rn- 1 


2b (at-b) 


(at + b) 
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I H>".*!•*" 

2b\at-bf ±] (at + b) n+l 


_ ' f HW 1 f nUT (-l)"n!fl" 

2 (- 6)" +1 6" +1 26 1 6 " +l 6 " +l 


-^ T [-l-(-l) n ] = -^^-[(-l)" +l -1] 
2 b n+1 2b n+2 


■ I/'' 




2b 


15.13. PROPIEDADES DE LAS DERIVADAS DE LA FUNCION 5. 



Demostrar que la expresion | f'(t)0(t)dt = - ) f (t)<j>'{t)dt 

J-x J-x 


Demostracion 


La integral 


f \t)<p{t )clt , integramos por partes: 


U = 0(t) 
dv = f\t)dt 


| dw = <j>\t)dt 

lv = /(0 


£ noma = mm/ - j mm* 


se conoce que la funcion de prueba <J>(t) es tal que se anula fuera de algun intervalo, es 
decir, es cero en t = ±oc 




f\t)(j>(t)dt 


mu 

I mmdt 


Si f(t) es una funcion continua y diferenciable, Demostrar la regia del producto. 


Demostracion 


Aplicando la propiedad (1) se tiene: 
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f u(t).s\twn)dt =- f 

J-x J-x 



£(0[(/('¥(0)'-/WW]<* 


=-r 


^(0-[/W^(0J , *+ I £(')•[/ 

J-GC 


= f s\t)[At)m]dt+ 

J-x. 



[<J(0./'(0¥(0<* = 


£ 


+ *(')■/ 


[/(0£(0]'=/('¥'(0+<?(0/'« 

Demostrar que: /(/)£'(/) = f(0)S'(t)-f'(0).S(t) 

Demostracion 

Por la propiedad (2) se tiene : = [f (t)S(t) ... (a) 

y la propiedad (5) de (15.11) se tiene : 
f(0).5(t) = f(0).8(t) 
f(DS(t) =/W(f) 

[/(0)rf(/>r=/(0)rf*(o 


sustituyendo en (a) se obtiene : /(r)£'(r) = /(0)£'(*)-/'(O)J(f) 

Demostrar que la funcion 8 es la derivada de la funeion |i(t), la cual esta definida por la 


expresion : 


£ f 


/j{t)tt>\t)dt = J <j>{t)dt 

Demostracion 

c— 

De la primera propiedad se tiene : 


r n\t)5(t)dt 

J*x 


= -f = -TVi 


»{t)P(t)dt 

puesto que <t>(*)= 0. Entonces 


<i>xt)dt=-[<j>{a)-m]=m 


r fi'awtjdt = J suwid, 


dt 
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15.14. FUNCION ESCALONADA UNITARIA,- 

La funcion generalizada (o funcion simbolica) p(t) se conoce como la funcion unitaria de 
Heeviside 6 funcion escalonada unitaria y es definida por : 




0 , para r<0 
1 , para t > 0 


La funcion p(t) no esta definida para t = 0 

Observemos que la derivada p(t) vale cero cuando t < 0, y cuando t > 0 vale : 



PROBLEMA.- Si f(t) es una funcion continua por tramos con discontinuidad subitas 
ai,a 2 v» en t x , t 2 como en la figura y la funcion f'(t) esta definida en todas partes 
excepto estas discontinuidades de numero finito encontrar la derivada generalizada de f(t) 



Si a t > 0, entonces los impulsos son hacia arriba 











Analisis de Formas de Ondas Periodicas 


801 


Si or, < 0, entonces los impulsos son hacia abajo 
«, = ) = lim /(*)- Hm f(t) 

'->'o '-Mo 


so ♦ g 


m 


S(t - t 0 ) 


consideremos la funcion g(t) = f(t)- y a k ju(t-t k ) ^ 


donde /^(/ - ) - 


1 , para / > t k 
0 , para t < t k 


obviamente la funcion g(t) es continua en todas partes y su derivada es igual a /’(/) 

excepto en un numero finito de puntos donde g\t)~ f\t)~ ^ a k S(t-t k ) ...(*) 

k 

OBSERVACION.- Una funcion periodica se dice que tiene simetria escondida; 
cuando la simetria no es evidente por ejemplo. 




Simetria impar 

















802 


Eduardo Espinoza Ramos 


Si A = 1, entonces 



g{i)=fu)-- 



•x 

g(t) es impar, entonces g(t) - , sen (nco 0 t) , donde 

4 r 2 ii 

b n=j\ g(Osen(«w 0 /)^ , donde g(t) = ~—1 + -, 0<t<T 


entonces 


4 Ti 1 1 

b — — I ( -/ -i— )se; 

" T I 7 2 


x . 1 2 k 

— ) sent a o) 0 t)dt = — , coq = — 

UK 7 


... (a) 


1 i 

entonces g(t) = — / — sen(//w 0 /) 
k n 

n = i 


x 

1 1 1 

f(t) - —+ _ > —(sen n(o^t ) , derivando en el sentido de funciones generalizadas 
2 k n 

nA 


X x 

"\t) = — ^T^(o 0 eos(/)^f) = —^cos(ftay) 

H =1 »=1 
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x 

esdecir: /’(/) = —^ cos(rt&y) ... (P) 

n =1 

X X 

gU) = /(*)-(-1)“* U(t -nT) , entonces g\t) = /'(/)- ^ S(t-nT) 

n=~oc /»=-x 

30 30 

fXt) = g\t)+^S(t-nT) => fV) = -j + ^S(t-nT) ... (y) 

n=-ao /?—— x 

x x 

de (y) y (P) se tiene que : -^4- ^ S(t-nT) = eos(/?ftfr/) 

11 = -X W=1 

i r 

a esta funcion denotaremos por : S T (t) = ^ S(t-nT) = y + cos(KftJ 0 /) 


»=i 
S.T.F. 


es decir £ r (?) - 7 £(/ - hF) se denomina el “Tren Periodico de Impulse UnitaricT 


a 

1 l 

k 

5(t) 

i < 

k 


S(t + 21) 

5(t + T) 

5(t - T) 

5(t - 2T) 






-ft- 


OBSERVACION.- Deducir la serie de Fourier de S T (?) 

ac 

(l 

Sea S T (i) = — + y [a„ cos(«fty) + 6„ sen(»ftj(j/)] 


n=l 

T T 


■y r 2 f5 2 2 

donde a, = - I S T (t)dt = — I <>’(/)<* = - es decir a 0 = — 


i l 


T I . , 

a„ = y j^.A r (/)cos(«6%/)rf/ = ^ J^(r)cos(;jr^r)t// =^(cos«<u b /)|, =0 =- 
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S T (t)sn(na> 0 t)clt 


=-P 

T JLl 


sen(nco 0 t)dt =-^-sen(naH);)|,_ 0 = 0 



^y,cos^ ¥ 

n=\ 


15.15. EVALUACION DE LOS COEFICIENTES DE FOURIER POR 
DIFERENCIACION.- _ 


Para facilitar el calculo de los coeficientes de la serie de Fourier para ciertas funciones. se 
usa la funcion 8 junto con la diferenciacion. 

Ejemplo.- Hallar la serie de Fourier de la funcion f(t) = | t |, -3 < t < 3 (periodica) 
usando la serie de Fourier del tren periodico de impulses unitarios. 

Solueion 


| = 


0 £ / < 3 
-3 </< 0 
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/"(') = 0 



/ V) = S 6 (t) = 2^S(t-6n)-2^S^~ 3(2 n 


-D) 


aO 

= 2[^S(t-6n)~ 

n =—x 


x 

S 

H =—OC. 


£((+3)-6*))] 


I 2 n/r v 

= 2[—+ — / cos(— /) 
6 6 3 

*=] 


X 

---y 

6 6 ^ 


cos(^(t+ 3))] 



'-I 


(-l)"coA))=!y [l-(-incos(^/) 
3 3 < 

«=i 


Entonces : 


«=i 


Como la funcion f(t) = 111 es par, entonces : 

X 

/(') = y + y a « cosQ, -3 < t < 3 
«=! 


„ A7^a„ h;t 

/ 1,( 0 = 2^ ( -^)sen(y/) 

n =1 




2 2 

x n a 


-)cos (-~0 


entonces 


2 2 

n n a„ 




9 


9 
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6(1-(-1)") , 

a n =-—;-. Luego: 

K'n 


= lf tdt = L/ 3 = 3 

6 J, 3 / o 


a 2 „=0, V/j = 1,2,... 
12 

1 -) > 

;t 2 (2h-1) 2 


/(') = y y\— ———7Cos(2 n - 1)^ 

2 JLd X -(2n-\Y 3 


M-l 


ahora hallamos la sene de Fourier de f(t) = | t |, -3 < t < 3 mediante diferenciacion o 
impulsos unitarios. 



/”(/) = 2rf(/)-2tf(r -3) 


2 * 

}+e t<3 + c o -3 <t<3 poo f V)= ^ (- — )cos(-^/) 

/t=i 

- — -- f [2<?(f)-2<J(/-3)]cos(^%// 

9 6 JL 3 3 

-"ft ,I[2 f mcc—Jf-2 f 

9 3 J-3 3 J 3 


«*■/ 

= - 2 cos- 

3 3 


-2cos—| ] =i[2-2(-in = |(l-(-l)") 

/=0 ^ l/=3 ^ ^ 


2, f , -12 
r(i ( 0 ) =* a 2*~ i ~ n : 

3 n (2m — 1) 


9 
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15.16. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


Q Encontrar la serie de Fourier de la funcion f(t) que se muestra en la figura 



La regia de correspondencia de la grafica mostrada es : 
f(t) = t, OStS 1, f(t ■+■ l) = f(t), Vt e R, T = 1 
como f(t) es una funcion impar entonces a Q = a n =0 
Luego la serie de Fourier de la funcion f(t) es : 

X 

Z 2n 

b n sen(/7^/), donde = — = In 

/i=i 

i l 

b n = ^ f(t)$en(2nnt)cit - 2 J tsen2nnt cit 




t szx\(2n nt)dt , integrando por partes 


dv = sen 2n 


nt dl 


du - 


. tcos2nnt ser\2xnt, / 2 A (-1)' 

b »=^ -~ , 2 i" l/ ,= 4 

2 


(-0 


H+l 


2 nn 


An 


Ann 


nn 


/(') 


1 (-l)"* 1 sen 2nnt 

it n 

n=\ 


dl 

cos 2n nt 
2 n n 
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Encontrar la serie de Fourier de la funcion f(t) definida por f(t) = |t' para t 6 
y f(t + In) - f(t) 

Solucion 



Se observa que f(t) es par y T = In, 



Como f(t) es par entonces b n - 0 

Luego la serie de Fourier de la funcion f(t) es: 


/"(/) = — +\ a M cosco a nt, donde: a 0 = — I f(t)dt=— f 
2 ^ T l K J, 

»=i 


t dt - K 


a<, -7i 




/ (/) cos noj^t dt 


■ir 


. 2 t sen nt 1 / T 2-l+(-l)". 

/cos nt dt = — (-+ —cos/?/)/ = —[-^-] 

7T n n~ / o 7T /?** 


= 


—— . si // es impar 
irTi por lo tanto a 2 n-\ 

0 . si // es par 


-4 


(2/i-ir^ 


/u)=-— 


7T 4 COS(2/7 - 1)/ 


jz 4 

2 X 


(2/i-l)“ 


T T 


Sea f(t) una funcion periodica con periodo T definida en <-—•— >. cuya serie de 

t 

Fourier es : — + cosna>Qt + b„ sennit ), co n =-^-, si /^(r) y / 0 (/) son 

H=i 

los components par e impar de f(t), demostrar que las series de Fourier de f e (t) y /„ ( t ) 

x r. 

son respectivamente f e (t) = + a n cos nco^t ; / Q (/) = ^ ft,, sen 


Solucion 
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Sabemos que: 


fit) = /,(/) + /(,(') 

= Mn-MD 


Luego se tiene: fAO = -J/(0 + /(~0] 


T 

tl 

/(/) = -^- + ^ (a„ cos n(OQt + b n sen h(OqI) 


• •(I) 

...( 2 ) 

t 

... ( 3 ) 


»=i 


... ( 4 ) 


-o-^+V 


/(-» 


(a„ cos/ny 0 f - b n sen «r^/) 


/!=] 


ahora reemplazamos (4) en (3) obteniendose 

X X 

f e (t) = ~1~ + cosnfl^r+ fe w sen nco^t) + cos-fc #J sen //^/)] 


n=l 


-V 2 ]> cosm/Vl 


••• / f ( / ) = y + ^«„ 


/! = ] 


ademas de (1) y (2) se tiene : y^(/) - 


cos nfo^t 


... (5) 


ahora reemplazando (4) en (5) se tiene : 

x X 

/o(0 - ^ ^ ( r/„ cos nco^t + b n sen cosh^/ -Z> ;j sen no) Q t)\ 

n=] n -1 

x oo 

'■ / 0 (() = Ti„senmn/ 


= —[0 + 2^^ Z>„ sen 


n= I 


® Utilizar el resultado del ejercicio (3) para encontrar la expansion en serie de Fourier de 
cada una de las siguientes funciones definidas en <-7i,n> con periodo In 


a) f(t) = cosh t 


b) f(t) = senh t 


Solucion 
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T 


£ 




-if 

* J -T 


cosh/.cos/?/ /// 


i r<?'v<r' 


* J .T 


cos ntdt 


-H/-" 


)cos nt dt 


1 r e' cos/iZ + e^/sen/// <? ‘nsennt-e { cos/i/ 

= — [- -- -;- J -— - 

2 7t 1 +n~ 1 + n 


/: 


1 2(6^-e Tjcos/?* 2(-l)" senh/T 

~ T 1 " ■> J * ~ v 

2,t l + /7“ ,7(1 + /r) 

... 2senh;r r l (-1)" cos/7/ 

m= -1- + >—;——] 

K 2 1+77“ 

/;=1 



i/T 


f(t) = senh t ; T = 2 jc, 6> 0 - = 1 


Como f(t) = senh t es impar entonces a () =a n =0 


X X 

/(*)= sen 77r/j () / = ^ b n sen nt , donde 


#i=i 


#»=i 
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b n ~— | fit)sen nt dt T 

" Til'' 


senhf. sen nt dt 


1 r* 1 -*" ^ 

« — I -sen nt dt 

* In 2 


= - f (e'-e- 
* J-T 


)sen nt dt 


I r e'(sen/j/-/7C0sn/) + e 1 (sen nt + n cos nt) x j" 

~ * v o 


1 -e*n(-Yf v _±_ f e~*n.(- 1)" _1_ 

n 1 + n 2 1 +n 2 1 +n 2 1 +n 2 

-2(-l)"« e* 2(-l)"* l /;senh;r 

n(\ + n 2 ) 2 7t(\ + n 2 ) 


2 (-l)" +l /i 


f(t) = — / -— senh;r. 

n ^ 1 + n~ 


sen/7/ 


(?) Partiendo de la serie de Fourier de la funcion f(t) = cos at, a e R, - k £ t £ rc, calcular la 
suma de la sene Y ‘ 

1 

W——OC /7 + ~ 

Solucion 

f(-t) = cos(-at) = cos at = f(t), V t € R, entonces f(t) es par y periodica, entonces 

ft 

a o 

b n - 0, luego su serie de Fourier es : f(t) = — + > a^cos/?/, donde 

r 

2 (*2 If , 1 sen a/ /* 

«o =— I _/(/)<*■=— I cosat dt = -/ 

T IL n y„ 7i a I 


senary sen(-a;r) 2 sen a;r 


a;r a;r 


a;r 


2 

r 


<i„ =— | /X/)cos/7&> 0 / dr - — ) cosa/.cos/?/ dt =— cosa/.cos«/ dt 

T J Tt ^ J) 


* J) 


cos(a +/?)/+ cos(a -/?)/ 1 sen(a + «V sen(<z-/?)/ /* 


-<* =-r 


;r a + n 


\( a-n)t j* 
a-n • c 
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n 


2a(-l)" sena;r 


a 


J = 


2a (-1)" sena;r 

T 2 

n a“-n 




cosnt , de donde 


n =1 


COS 


sena;r ST* 2a (-1)” senary 
at = -+ > -;-;— 


7ra 


«=i 


a' -n~ 


senan A ^ V' (-If 

cos nt =-[-2a 7 —- 

n a n~-a 

n =1 


cos an 


k a n~ -a' 

/»=i 


ctga;r =— [— -2a\ ' —t— —7] => tt(c tg a7T 

n a ^ n - -a~ 

/i=l 


~L)-y 


'' -2a 


7ta n~ -a~ 

n~\ 


2 a -2a 1 1 

n 2 -a 2 («-a)(w + a) tf + a «-a 


z 

n=l 


-2a 


? *> 
n~ -a 


-y_!_ 

n + a 


XXX 

Z—-Z—*1— 

n - a n + a -n + a 

/;~1 /»=-! w=l 


x x 

=Z— + z 

*=dn + a z —'« + a 


n=~\ 


x 

Z 

M = —<X 


ahora reemplazamos (2) en (1) se tiene : 


X 

, 1 V ^ 1 

/z-(c tg a/r-) = / -, si 

7ta n + a 


^(ctg--^)=y^ T . de donde 

n + - n + — 

(jb) Hallar la serie de Fourier de la funcion g(t) = 3t~ -n 


- -2 


-cos nt] 


~0) 


... ( 2 ) 


1 

a = — 
2 


Solucion 





























Andlisis de Formas de Ondas Periodicas 


813 


La funcion g(t) = 3/ 2 - n 2 , es la derivada de la funcion /(/) = / J -n 2 t , como 
f(7i) = f(-n) = 0 y /(/) = / 3 -/r 2 / es continua en [-rc,7r], donde su serie de Fourier es 


/x t (-1)” sen nt 

/ (/) = 12 / -—--, entonces se tiene : 

^ n } 

n =1 

/■(<>- 3»’,;(,) ■ 12V , [2 y H> " r"' 


n=l 


n=l 


g«> 




COS/1/ 


/l=l 


ao 

(V) A partir del resultado del ejercicio (6). Hallar la suma de la serie — 

• * n~ 

n=\ 


Como g(t) 


= 3 fW=l 2 Z^ 


Solucion 


(-1)" cos nt 


© 


=3^-^.12 


para X = n => g(7r) 


n=\ 


2tt 2 = 12^ de donde - — 

' n~ n~ b 

n=l n=] 


Calcular 


jw 


2/+ 5 


3/+ 2 


)dt 


Solucion 




2/ + 5 9 7 


f 2 -3? + 2 t-2 t- 1 


0x0=- 


7 (—1).9.1! (-1)*.7.1! 


+ - 


(t-2) (t-iy 0-2) (t-iy 
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ru)= 


18 

(;- 2) 3 


14 

U- O' 


(-1) 2 .9s2! (~1) 3 .7x2! 
(/- 2) 3 ' (/- l ) 3 




-54 
(t- 2) 4 



(—1) 3 .9.3! (~1) 4 .7j:3! 
(?-2) 4 + a-ir 


(-l)".9.w! [ (-ir'.7x«! 

(t- 2) n+l (/-1)" +1 

(-l)".9jf»! , (—l)" +l -7or/i! 
(-2)" + (-1) 


, de donde 


9 xn\ 

^/i+i 


+ lxn\ 




5 n {t){ , 2/ + 5 )A = (-l)V (a) (0) 

r-lt + 2 


Hallar la serie de Fourier de la funcion, tal que cuya grafica es : 
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La regia de correspondence de la funcion f(t) es : 




-2 ; -4 <t <-2 

t ; -2<i<2 
2 ; 2 <t < 4 


T = 8, 



n 

4 


f(t) es impar entonces a 0 =a n - 0 , la serie de Fourier es : 


X 

Z , n7T , , , 

b n sen(— t) , de donde 

n =l 


K 

= ^ J 2 /’(Osein^j-L/f = -1 /(/)scn(^p)<// 

= ^ /(0 sen (—+ ■!■ jV(')sen(^p)<* 

If" . If' , 

= — I fsen- dt + — I 2sen(-W/ 

2 A 4 2 4 

1 8 /i;r 4 4 /;;r 4(-l)' ? ^ cos ( 2 ^ 

= — [-~ cos(—) + — (— sen —)-+--— 

2 tut 2 nn nn 2 nn nK 


h„ =■ 


n 1 

jt~n~ 


sen- 


nn 4.(-l)" 


* 8 4 

A =——7 +- 

;r(l)‘ \.7t 




8 




8 4 

T + — 
n 5* 5.;r 


. 8 4 

A =- z — 7 +— 

* 1 2 .7 2 7/r 


2;r 


*4 

4;r 




V-— 
8* 
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Luego /(#) = 


sen(-^-), donde 

n=l 


b = 


(-I)" +l 8 4 , _ 

*2n 1 * _.■> + .v ’ n ~ !•-••• 


bln ~ 


(2n-\) 2 x (2n-l)x 

; n = 1,2,... 


(2 n)x 


\ 4 2. zrt 1 /r/ \ 2 2k t 1 

7(0 = — [(1 +— ) sen—-—sen —) sen —-- sen Kt + ...\ 

7i 7i 4 2 2 3 9/r 44 


Si v(t) = sen t, -ji < t < n. Hallar su serie de Fourier. 

Solucion 

La funcion v(t) es par, entonces b„ - 0 


Como T = 2it, co 0 = “ = 1 => co 0 = 1 y la serie de Fourier es : 


X 

v(0 = — 4 cos nt : donde 

#i=i 

T ^ 

a n =— P v(t)dt= — I t sen t dt =— I tsent dt 

Tj_L K L 7T X 

2 

2 i* 2 

= —[—fcos/ 4 sen /]/ =—[;r + 0] = 2 

71 ' 0 7T 


^ <* 

a =— I v(t) cos ntdt = — 

" r Xi * 1 


cos ntdt = — I tsent.cost dt =- 


2k y„ 


r 


j[sen(n 4- l)r 4 sen(l - 


1 | -;rcos(/? + l);r ;rcos(l-rt);r ;rcos(l 4 m);t ;r cos(l - w);r ^ 
7tz 1 4 /? 1 - n 14 n 1 — n 


cos(/7 4 1)tt cos(l-fl)/r 


l4>2 


l-« 


, como cos (1 + n)7i = - cos nn; 
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por lo tanto a n = 


2(-l) n 

1-m 2 


v(/) 




n=\ 


(~1)* cos ;ir 
1 -n~ 


® f 1 si 8 < / < 9 

Si /(/) = < , de las condiciones de f(t) para que tenga una serie de 

V" 8 si 9</ < 10 F 

PC 

Fourier de la forma: /(/) = ^ cos(2w-l)6%/ + Z> 2 n-i sen(2w -1)6%/] . Hallar dicha 


n-\ 


serie de Fourier y graficar f(t). 


Solucion 



f(t + 4) = f(t), fl(t) = - f(t + 2) simetria de media onda 

30 

/(/) = , cos(2 n -1)6%/ + lh n _ x sen(2« -1)6%/], donde 


n-l 


„ 2 n n k 

T = 4, r% = — = — => 6% = y, entonces 


f 1 


-f- 


f(t)cos(2n~\)ca 0 tdt = | f(t)cos(2n-\) — tdt 


= I cos(2«-l)—/ dt+ f" t cos(2w — 1) ——■ / dt = -——r 

2 J 2 (2m- l) 2 tc 1 


T 7 

b 2n _ i=y J /(0sen(2n-l)<ty dt = £/(/)sen(2M -\)^-dt 
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= J^sen(2rt-l)-^df+ j\sen(2w-l)y<# = 

X 

••• 


4(-l> 




(2n-\)n (2n -1)* 7t~ 


4(-l)" +l „ „xt. 

-—)sen(2/i-l)—] 


/l=l 


_ 4 , .. ,,/r/ . 6 

--—r-)cos(2/j-l)— + (- 

(In-Xfrr 2 2 K {2n-\)x (2«-l ) l x 


Utilizando la serie de Fourier del tren periodico de impulsos unitarios, hallar la serie de 
Fourier para la funcion : /(/) = < 


t + -r ; --<t <0 
T 2 


'~¥ ; 

T 

Solucion 


T 

0 <t<- 
2 


/V) = 
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/”•(') = 0 



n=—x x 


cc oc 


8 1 2V 2x, T 1 2V 
= j[-^j2^ COSn Y {t + ^~T~T^ C ° Sn0ht] 

n =1 fl = l 

x X ^ X 

= ~~r[ ^ (-')" cos nco^t- ^ * cos /?<%/] = ^ ’ [(-I)” -l]cos«c%/ 


/»’(/) = ^~[ ( - 1)n -l ] c°s»^r 


como f(t) es impar 


X 

J (t)= } b„ sen nco^t 


n = 1 


- (a) 































© © © 


820 


Eduardo Espinoza Ramos 


X X 

/’<0 = y nca {) b n cos nca^t => f"(t) = -n 2 o^b n .sen nco^t 


n=) 


n=i 


f'Xt) = cos nojQt 

n =1 


... (P) 


comparando (a) y (P) se tiene: 


T’ 




16(1 -(-1)”) 
n'o&T‘ 




0 

32 

it'wqT 2 


si « es par 
si n es impar 


6, 


0 

AT 


si n es par 
si n es impar 


t*2n -1 


4r 

( 2/7 — l) 3 -7T 3 


15.17. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 



sen(2>7-l)6y 
(2n -1)'' 



© 


Probar que la funcion cero es la unica funcion que es simultaneamente par e impar. 

Si la funcion f(t) es impar, probar que | f(t) | es par. 

Sea la funcion f(t) diferenciable en el intervalo <-a,a>. Demostrar que su derivada f'(t) 
es impar cuando f(t) es par y par cuando f(t) es impar. 

Encontrar las componentes par e impar de las siguientes funcioties : 

a) f(t) = e b) /(f>=—-| c) f(t) = sen t- sen 2t 

Demostrar que el valor de la media cuadratica de f(t) es igual a la suma de los valores de 
los medios cuadraticos de sus componentes pares e impares osea : 

T t t 

j jv</<o) : rf/=- jj^(/o ai) 2 dt 

2 2 2 
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(^6) a) Hallar la serie de Fourier de la funcion tal que cuya grafica es 


© 


© 



b) Aplicar el teorema de Parseval al resultado de (a) para probar que 
'(2«-l) 4 


V" 1 1 

(2/i -l) 4 " % 

n-\ 


(7) A partir de la serie de Fourier de f(t) = t, -n < t < rc. Caleular la suma de las series 


Z J_ VH) 

n A '^ n 

n =1 


W»-l 


Utilizando la diferenciacion encontrar la serie de Fourier de la funcion f(t) dada por la 
grafica. 



/(/) = 


0 


, - — < / < -2 
2 


At + 2A , -2 <t <-l 

A , -\<t<\ , f(t + T)=f(t). 

2A-At , 1 <t <2 

„ T 

. 2 < / < — 

2 


0 
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Sea F"(t) = S(t-2)-3S{t-5) si f(10) = 8 y /'(10) = 7. Hallar f(t). 


Desarrollar la funcion f(t), definida por : f(t) = 


nt . i 

cos— , para 0 < t ^ — 

t 2 

c 

0 , para —<t £ t 


en serie de 


cosenos. 

Encontrar la serie de Fourier de onda de la figura por diferenciacion. 




Hallar la serie de Fourier de la funcion f(t) - | sen 11 


Usando la serie de Fourier del tren periodico de impulsos unitarios, encontrar la serie 

[2-t , 0<t<4 

trigonometrica de Fourier de la funcion f(t) - 
b ‘ t -6 , 


IS) Por medio de impulsos unitarios calcular la serie trigonometrica de Fourier de la funcion 

f(l) = 7T 2 -r, -7t<t<71. 



Representar las siguientes funciones por una serie de Fourier de cosenos y trazar una 
grafica de la correspondiente extension periodica de f(t). 


a) f(t) = t, 0 < t < 7i 


b) /(0 = sen(—), 0 < t < £ 



JT 


Si /(/)-• 


4 

K 


4 


-7T < t < 0 

, Hallar la serie de Fourier y con el resultado obtenido 

0 <t <n 


evaluar 


i 


(~i r 1 

2n-l 
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Hallar la serie de Fourier de /(f) =| 1 1 . en -tc ^ t < ti y utilizando este resultado 

V 1 ,T 4 

para demostrar que > - r - — 

Z^ ( 2«-l) 4 96 

M=| 

Hallar la serie de Fourier de la funcion f(t) = i 2 , - c < t < c y utilizando el resultado 
demostrar que 

n- iz 

n=l 

t(c + t) , -c < t < 0 


Y M-1) W+I 7T 
~ 12 

n=l 


Hallar la serie de Fourier de la funcion : f (f) = 


( c-ty * o <t<c 





T T 

Si la expansion en serie de Fourier de f(t) en el intervalo > es 

ST 1 2* 

—- + / (a n cosnco^t + b n sen n^t ), a> Q — — . Demostrar que la serie de Fourier de 
2 T 


cosenos y los senos de f(t) en el intervalo <0, — > son respectivamente 

X X 

a 0 + ^ 2 a n cos noj Q t y ^ 2b n sen suponer que f(t) = 0, para-< t < 0 . 


Sea la funcion f(t) periodica con periodo T. Si /(— 7* — /(f), detenninar el 

comportamiento de los coeficientes de Fourier y de f(t) ilustrar graficamente. 

Si la funcion periodica f(t) con periodo T satisface /(~T-f) = -/(f), detenninar el 
comportamiento de los coeficientes de Fourier a n y b n de f(t) ilustrar graficamente. 

Encontrar la serie de Fourier de cosenos y la de senos de 
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© 


© 


Hallar la serie de Fourier de medio rango (serie de coseno) de la funcion f(t) con sus 
respectivos graficos y con el resultado obtenido calcular la suma de la serie 


X. 

z 

«=i 


(~D 


w+l 


(2/i-l) 


j , donde f(t) = 


— (7z-2t\7r + 2t) , 0 ZtZ — 

32 2 

— (2t-7r){2t~T>7r ), — <t<n 
12 2 


@ Si G(t) = -1, -7i < t < 7i. Hallar la serie trigonometrica de Fourier mediante la derivacion 
(impulsos unitarios o delta de Dirac), usando G"'(t) 


Demostrar que : 

a) f(t) = S(t-t 0 ) = f(t 0 )S(t-t 0 ) 
c) S'(i)'±-lP(t) 


b) = 

d) rf' , (-/) = (-l) r, rf"(D 


Utilizar la diferenciacion para encontrar los coeficientes de Fourier de la funcion f(t) = t 
para <-7i,7t> y f(t + 27i) = f(t). 

Utilizando la serie de Fourier del tren periodico de impulsos unitarios y la diferenciacion, 
encontrar los coeficientes de Fourier de la funcion definida por f(t) = e l , para <-tc,tt> y 
f(t + 271) = f(t). 

Dada la funcion f(t) periodica con periodo T = 4, tal que cuya grafica es : 



b) Hallar la serie de Fourier de f(t). 
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(33) 

CM) 


35 ) 

S) 

37) 


c) Para t = 0, calcular la suma de la serie correspondiente. 

d) Aplicando el teorema de Parseval, calcular la suma de la serie correspondiente. 

Representar la siguiente funcion f(t) por medio de una serie de Fourier Senoidal y 
construir la grafica de la correspondiente prolongation periodica de f(t) = t 2 , 0 < t < 71 

Sean f y g funciones continuas por tramos en <-oc,oc> con periodo 2 tt y sean a k > b k y 
a k , P k respectivamente los coeficientes de Fourier para f y g. Calcular 


if. 


f(t).g{t)dt 


Calcular a) 5(sen t) 

Evaluar las siguientes expresiones : 


a) 5(t 2 -a 2 ) 


b > 

256 


d) | 6 {n) e a ' sen(bt + k)dt 

0 | s {n \t- : 


- 3)e (bt + c)dt 


b) S{t 4 - 1) 

c) S {n \t)^tgt dt 

m 

e ) S(a - t)S(a - Wtye* 1 sen(5f + 2)dt 

g) S [n) (t -6)arctg/ dt 


Calcular y graficar S(t 5 + 3/ 4 - 5/ 3 -15/ 2 + At +12) 

Sea G"(f) = £(/-3)-6£(i-5) , G(10) = 8, G*(10) = 7, calcular G(t). 

Usando los impulsos unitarios, hallar la serie de Fourier de la funcion adjunta por el 
graft co. 









826 


Eduardo Espinoza Ramos 



Sea 


/(o= 


jl-0-0 2 , 

I (2-0- , 


OSf SI 
\<t<,2 


De la condition a H(t) para que tenga una serie de 


Fourier de la forma H(/) 


sen(2»-l)afr/ 

/» = ! 



a) 


Si f(t) = t-t *, *1 < t < 1. Halle la serie trigonometrica de Fourier por medio de 
impulsos unitarios usando / IV (/). 


b) 


Usando el resultado obtenido en (a) calcular la suma de la serie 


V" 1 





Calcular por diferenciacion la transformada de f(t) cuya grafica es : 



Hallar la serie de Fourier de la funcion f(t) cuya grafica es : 



^2) Usando las propiedades de la funcion Delta de Dirac, evaluar 1 as siguientes integrales. 


»> 


[ S^-XKr + Ddt 


b) 


£ <?(3f-l)(f 2 +4)dt 
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® 

© 

® 




c) 


e~ 2 '8(a-t)3(a-2)da 


d) 


j* S(3t-\)dt 


Si G(t) = t sen t, -tu < t < n, Graficar y dar las condiciones para que G(t) tenga una serie 

OG 

de la forma G(/) = ^ a 2n _ cos(2w - \)co$t y halle dicha sene. 

«=i 

Si F(t) es la funcion dada por el grafico adjunto, halle la serie trigonometrica de Fourier 
por medio de impulsos unitarios usando F"'(/) 



Si H(t) esta dado por el grafico adjunto, calcular su serie de medio rango con sus 
respectivas graficas. 



Si F(t) = t 3 , 0 < t < T. Halle su serie de Fourier por medio de impulsos unitarios, 
utilizando F 1V (0 , graficar todos los impulsos. 

Si G(i) = t( 7 i 2 — f*),0<t<T, <^Que condiciones debe satisfacer G(t) para que tenga 

oc 


una serie de Fourier de la forma G(t) = cos(2«-l)^ + ^ 2w -i sen(2fl-l)tf%r]? 


n=l 


Graficar la funcion para esa condition y halle dicha serie. 
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Graficar la funcion f(t) y usando los impulsos unitarios hallar la serie de Fourier de 


m 


,i 


0 , -c < t <0 

[(c-/) 2 , 0 < / < c 



Hallar la serie de Fourier para un tren periodico de impulsos unitarios S 2jl {t) a partir de 
la funcion f(t) = t + rc, - 7c^t^rc. 
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CAPtTULO XVI 


16. ESPECTROS DE FRECUENCIA DISCRETA.- 

Las funciones periodicas representadas mediante una serie de Fourier implican que la 
especificacion de sus coeficientes detemiinan unicamente la funcion; ahora en este 
capitulo se tratara de usar los coeficiente de Fourier en el estudio de las funciones 
periodicas y se introducira el concepto de espectros de frecuencia de senales periodicas. 

16,1, FORMA COMPLEJA DE LAS SERIES DE FOURIER." 

Dentro de las aplicaciones de las series de Fourier, es importante expresar estas series en 
terminos de los exponenciales complejos e ±/ne ° ot 


Consideremos la serie de Fourier de la funcion periodica f(t) 
/(/) = — + ^ ' ( a n cos n(o Q t + b n sen nco 0 t) 






2 n 


donde coq =- = —, el seno y coseno, se puede expresar en terminos de las exponenciales, 


es decir : 


cos nco^t = —\e* nt0Qt + e ) 


sen ric^t =—-e 
2 j 


... ( 2 ) 


al reemplazar (2) en (1) se tiene : 

/(*) = — + V [a n -(e Tn "W + e - Jmo °') + b„—(e Jn "V-e~ inaw )] ... (3) 

2 ^ 2 2 j 


al agrupar y teniendo en cuenta - = -j se puede expresar asi : 

j 
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/<*>=-t + Z [ i (a " -jW'* +^ k + a )^'] - (4) 


ahora hacemos c 0 =^., c„ = y(a„ -y*„), c„ = y(a„ + jb n ) 

X 

entonces : /(/) = c 0 + (c n e jnai ° r + c_ n e ~ jnoi0t ) 


= c 0 + 


ft"*# 








«=i 


»=-i 


Luego 


-5B- 

/w=y v «' 


... (5) 


A la ecuacion (5) se denomina forma compleja de la serie de Fourier de f(t) 6 serie 
compleja de Fourier de f(t). 

Los coeficientes c n se puede evaluar en terminos de a n y b n es decir : 

r /w •••<« 

2 

T T 

C„ =^(a„ - jb n ) =^[ j^ r f(t)cos(ruo 0 t)dt - j J r /(/) sen(nfty )<*] 

* 2 2 

T T 

* j [ p ; M / M[CM MV - 7 «n )<*] =j j \nt)e-"'^dt 

2 2 

1 

C " = ?fr /< '< e '* W( * - (7) 

2 


<•„ =-;(«. ♦ A) = y: J‘ r f{t)e lm ^dt 
2 


... (8) 
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Las ecuaciones 6, 7 y 8 se puede combinar en una sola formula, es decir : 

T 


C " = 7 Jz f W e ~ dt ’ n = 0, ± 1, ± 2, ... 


- (9) 


como f(t)e es periodica con periodo T, entonces al considerar la ecuacion (8) se 


tiene c n que se puede hallar a partir de la formula 
c„=4 ( f(t)e ln ^dt 


... ( 10 ) 


ademas: como c n = - >! , c_ w - c n - — y 


C fJ + C n Q n i C n Cn 


, |cj= 


+ " . c_„ =|c„ \e ~' A ‘ u) , <t>„(t) = arctg(-—) 


Ejemplo.- Hallar la serie compleja de Fourier para la funcion 
f 1 , si 0 < t < k 

f(t) = \ , f(t + 2ru)=f(t), Vte R 

I -1 , 57 K <t < 2X 

Solucion 


Como ,ncuot dt , donde f($)e~ Jn ‘° Qi es una funcion periodica, con 

2 

periodo T, entonces : | f(t)e ‘ fnt ' )l dt 

T Jj 
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< = r /1 mi- ■"<//=~ r <• •**= 

2-n Jb 2 jt Jb 2/r /« / o 


c.-r^-U-iy-U 

2«/r 


para n par c n = 0, n impar- 

Inn 


c„ = 


0 para n par 

~j 


2 YIK 


para n impar 


I.uego se tiene < , ■- -- * , = -- 

*" (2n-l)a (2«-!)«• 


,T ' In -1 


c 2n-\ ~ 


{ln-\)7T 


(In - \)n 


entonces: 




C 2n~l + C 2n~\ “ ® “ a 2/f-l V C 2n-\ C 2n-\ ~ _ j)^ ^ ~ 


1 2 I 

entonces /(r) = - + — / --sen(2fl-l)f 

/i=i 
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K =— f g(t)sennt = — r 

ft J-/r ft •*) 


1 • * 

sen nt dt =-cos nt / 

/7/T • o 


= —(-cos/i/r + 1)« —[1 —1)" ] 
nn nn 


bin-\ ~ 


(2n-Y)n 


, b 2n = 0, V n = 1,2,3,... 


gU) 


2 1 1 2 V“^ 

= — 7 -sen(2rt-l)f, de donde f(t) = — h— > 

n£*H2n-]) 2 n L* 


1 2 V“^ sen(2/?-l)/ 


2/i-l 


x 

o tambien usando cuarto de media de simetria g(/) = sen(2/i - l)f, donde 




T J 

1 = r J &( , ) sen ( 2w_1 ) f dt= ~ P 


2 sen(2 n -1)/ 


dt 


2 cos(2/j-!)f 

X 2/7-1 


J» 

'/„ 3 - 


2 X" 1 sen(2w -1)/ 


(2/7 — l)^r 


g(f) ;r^ 2«-1 

/I=l 


ahora calcularemos usando el tren de impulso unitario. 


S<r) = /<0~ 
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xcos nco^t 


V'' l 2 

*«2/<*-" e >.*7 + 7 2, 

W QC 

X X x x 

g'(/) 2n;r)- ^<>’0-(2n-I)*) = ^ <?(*-2«;r)-^ <?((/ + T)- 


-U±Y 

2k k 4—4 

n=\ 


x 

1 1 \Y 

cos nt -> 

2k k 

n =1 


cos n(t + k) 


X X x 

= —cos nt - — ^S (~ircosn/ = i> [1 -(-\) f1 ]cosnt 

k f * n k A ——' 

n -1 n=l w=l 



sen nt, derivando se tiene : 


X 

sW = Z 


nb n cos nt , de donde 


-[!-(-!)"] = nb„ 


2 nn) 
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por lo tanto 


l-(-l)' 




n/r 


0 si n es par 

2 , dedonde b^ ja _ l = - = - 

— si n es impar " (2n-\)x 

nn 



sen(2w-l)/ 

2n-\ 



m 


1 2 sen(2/?-iy 

2n-\ 

n =I 


16.2. ORTOGONALIDAD DE FUNCIONES COMPLEJAS.- 


Diremos que un conjunto de funciones complejas f(t) (f: <a,b> C) es ortogonal en el 


intcrvalo <a, 


f — i r 0 , si n * m —- , 

>b>si f n (t).f m (t)dt = < , donde f m (t) es el conjugado 

X [ r n . SI w = m 


complejo de f m {t ). 


Ejemplo.- Si f m (t) = ' = Qosmo) 0 t + j sen mco 0 t 


f m (t) = e Jm(%t =cosma) 0 t-jsenma) 0 t 


Ejemplo.- Probar que el conjunto de funciones complejas {e fna>nt } V n e Z es ortogonal 


T T 

en <-,— > 

2 2 


Solution 

1 


i) P e jn< *>'(\)dt = P e'^dt = —— e"”* / 2 
y r X 7 jnah / 


jncov 


(e 


jlxn -2 jnx \ _ 


) = 0 si n ^ 0 


ii) i 2 e>' m ' ()dt = ! 2 e/ maol .e~ jmao, dt = 1 2 e J " K ' (n ~ m) 'dt = — - / 2 

l T IL l T - jo^(n-m)/ -L 


1 


jo^in-m) 


[e Jin 


-m ).t 
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[(-1)*-(-1)*] = 0, keZ si n^m 


jc^(n-m) 

T 


n=\ 


-jmaw 


7 

J- i ,, = cj p Gr i 0 tanto c n = i J* r /(/)e 

2 2 

deducir la serie de Fourier del tren periodico de impulsos unitarios. 



...( 1 ) 


Hi) Si n = m, entonces j .e jno *‘dt = J ***** dt = j ^\dt = T 

2 *2 2 

Utilizando la propiedad de ortogonalidad de funciones complejas, determinar los 

X. 

coeficientes de Fourier: f(t) = c^ nn ^ 

donde f(t + T) = f(t), V t e R 
T 

C„ = J F f(t)e~ jnaK) ‘dt , n = ± 1, ± 2,... 

2 

a la expresion (1) multiplicamos por e~ jma}ot 

X 

f(t)e J " w "' =C^c„e j,u ^)e . integrando 

«=—X 

/ x r 

J 2 f (t)e~' mcu °'dl = £c„ F , de donde 


... ( 2 ) 
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X X 

S T (t)~ S(t - nT)= ^ ^ c n e^ ,tQJ ^ , donde 

A) = —X A l=—OC 

7 , T 

c n =\ J • '<#=| J; mr^d* =j(e >1, „ = I 

2 2 

X. 

de donde c„= — y por lo tanto S T (t) — N ' £(/ -wT) = — 


OBSERVACION.- 

X 


dr{l) — 




/?=-X /?®-X 

= 7 I E e "' Wtl + Z f "' wl - rlE ( 




AJ —1 


AT=1 


«=] 


1 2 

= — + —COS/ 7 r 6 )n/ 

7 . 7 . -0 


<? r (r) = - + yC°sm*y 


OBSERVACION.- Se sabe que la serie de Fourier constituye un poderoso instrument 
en el tratamiento de diversos problemas que implican funciones 
periddicas. 

Sin embargo muchos problemas practicos no involucran funciones periodicas, por lo tanto 
es necesario desarrollar un metodo de analisis de Fourier que incluyan funciones no 
periddicas. Luego estudiaremos la representacion frecuencial de funciones no periddicas 
por medio de las series de Fourier. 


16.3. INTEGRAL DE FOURIER Y ESPECTROS CONTINUOS DE LA 
SERIE DE FOURIER A LA INTEGRAL DE FOURIER.- 


Expresamos con una funcion periodica f T (t) con periodo T, cuando se hace que T tienda 
a infinito, en este caso la funcion resultante f(t) = lim f T (t) deja de ser periodica a este 

f -*t 

proceso de limite ilustraremos mediante un tren de pulsos rectangulares. 
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Consideremos la funcion f T (/), definida por : 


M‘) = 


n T d 

0 , para-< t <- 

2 2 

1 , para de donde f T (t + T) = f T (t ), T>d 

1 T 
0 , para — d <t< — 

2 2 


MO 1 = 2 T = 2d 

a 


i- 1 i- 1 i — 

— i i i i i 

i i i . i 

i i i i i 

1 1 ! 1 1 

l 1 i 1 1 

i I J i i 

1 | 1 

1 1 1 1 1 

1 1 | 1 1 

l 1 1 1 1 

1 1 1 1 * 

1 1 1 1 1 

- T .i | t 

> 1 I T 


2 ! • 2 

2 2 



Cuando t —> oo, se obtiene la funcion : 


f(t)= lim f T (t) = • 


1 , 
0 , 


d d 

cuando-</ < — 

2 2 


de otro modo 


naturalmente la funcion f(t) no es periodica. 
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TEOREMA 1.- Sea f(t) una funcion periodica con periodo T, cuando T -» x, f(t) se 
convierte en una funcion no periodica. Encontrar ia representacion de 
esta funcion no periodica. 

Demostracion 

X 

Sea /(/) = c n e tnWQ * , es la forma exponencial de la serie de Fourier ... (1) 

n=-oc 

T 

donde c„ = - f 2 f(t)e~ dt , oj (] = ... (2) 


Al reemplazar en la serie de Fourier se tiene : 

T 

fit) = cy^'dt = ^ (J p 7 fit)e )e ^ 

ho—t <ft-i 2 


como 


2;r 1 

- —, entonces — 
T T 


2k 



/ ( v)c 








< 3 > 


Ok 

cuando T — > x => -> 0 =>- > 0 => co 0 —» 0 

T 2k 

luego sea co 0 = Aco , entonces la frecuencia de cualquier “armonico” /7ru 0 debe 
corresponde a la variable general de frecuencia que describe el espectro continuo, es decir 
n —» x a medida que co 0 = A co -» 0 de tal manera que el producto infinito, es decir : 

na) Q = n&co —> (o . Luego la ecuacion (3) se convierte en : 

* r 

/<!>- Y F fW^dxV^'tHO 

*< 2 


cuando T -> oo, Aco -» dco, entonces la funcion no periodica se convierte en 
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fV) 




f(x)e' ,rox dx]e im dco 


si se define 


F{w) 


-L 


f(t)e jM dt 


ahora reemplazamos (5) en (4) obteniendose 


m 


=-f 

2^r J_x 


F(a>)e J dco 


... (4) 

... (5) 


... ( 6 ) 


Las ecuaciones (5) y (6) es la representacion de Fourier de la funcion no periodica. 

OBSERVACION.- Se observa que la ecuacion (6) es analoga a la ecuacion (1) y la 
ecuacion (5) es analoga a la ecuacion (2), luego a la ecuacion (4) se 
conoce como Identidad de Fourier. 

OBSERVACION.- Se hace hincapie en que la anterior derivacion heuristica de (5) y 
(6) no esta fundamentada en una base rigurosamente matematica. 
Sin embargo, desde el punto de vista de la ingenierla, el interes 
primordial en la interpretation y utilizacion de tales relaciones. 

TEOREMA 2.- (Teorema de la integral de Fourier) 

| mt 

Si f(t) es real entonces /(/) = — I I f(x)cosco(t-x)dx daj 

* Jb JL^ 

Demostracion 

Se conoce que f(t) = — f [ P f{x)e' im dx]e i6)t dco =— T f f{x)e ,(0(t X] dx dco 
2tt J_* J x In J_ x JL X 


I j* 1 f ~ 

= — I I /(x)[cos^y(/-A:) + jsena)(t - x)]dxdco 

In i . 3 , 


1 r r I r r 

J J f(x) cos co(t - x)dxdco + j— \y J / (x)semo(t - x)dxdco 


2 n 


Si f(t) es real, entonces f(t) 


-ViL 


f(x) cos co(t -x)dxdco 
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como cos co(t - x) es par con respecto a ox entonces se tiene : 
/(o=- rr /( x ) cos co{ t - x)dx dco 


16.4. TRANSFORMADA DE FOURIER, 


La funcion F(co)- J f (t) = e~ ,a)t dt, es conocida como la integral de Fourier 6 
Transfonmada de Fourier de f(t) y denotamos por : 


F((o) = nf(l))= £ 


...(I) 


Si J 1 es el simbolo que se utiliza para indicar la operacion inversa, es decir para obtener 
f(t) cuando F(co) es dado, esto es : 


/(0 = / '[ A '( ft >)] 


. = if. 


F(co)e ja)l dt 


.(ID 


a la funcion f(t) se denomina Transformada Inversa de Fourier de F(co). Las expresiones 
de (I) y (II) se conocen como par de Transfonmada de Fourier. 

TEOREMA 1 .- La condicion suficiente para que exista Transformada de Fourier de f(t) 
es que la integral del valor absoluto de la funcion f(t) debe ser infinita 


f 


( \f(t)\dt<x) 


Demostracion 


Como e )ti>t ~ cos cot - jsencot => e J(0! |= yj cos 2 cot + sen 2 cot = 1 
y | f(t)e~' m | = |/(f) => J \f(t)\dt= £ | f(t)e "" \dt, es finita 


entonces | f(t)e J(0t dt es Finita, es decir : 


existe la Transformada de Fourier jF[f(t)] 
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NOTA.- La funcion F(to) = J [f(t)] es en general compleja y se tiene 
F(co) = R(a?) + jX(co) F(co)\e j ^ {OJ) , donde | F(co)| se denomina espectro 
de magnitud de f(t) y 4>(co) espectro de fase de f(t). 


TEOREMA 2.- Si f(t) es real, demostrar que las partes real e imaginaria de F((o) son : 
Rc{F(co)) = R(co) = f f(t)coscot dt ; Im(F(w)) = X(co) = - f f(t)sencoi dt 


asi mismo demostrar que R(co) y X(co) son funciones par e impar de co respectivamente 
osea R(ro) = -R(oo), X(co) = -X(-o)), F(-co) = F(co) donde F(co) es el conjugado 
complejo de F(co). 

Demostracion 

Como F((o) = r'[.nt)]= £ f(t)e- ia,, dt ...(1) 

Ademas se conoce: e~ J(0t = cos cot - jsencot ... (2) 

al reemplazar (2) en (1) se tiene : 

F(co) = ?[f( 0] = f /(/)[cos cot - jsencot]dt 


•L 


f (t)cos(ot dt - j £ f(t)sencot dt = R(co) + j X(to) 


igualando las partes real e imaginaria, se tiene : 


R(co) = I /(t)coscotdt ; X(o)) = -\ f(t)semot dt 

como f(t) es real se tiene : 


£ 


R{-(o) = £ f(t)ms(-cot)dt - | f(t)co$cot dt = R(co) 


-£' 


X(-oj) 


= J" / (t)sen{-cot)dt = £ 


f (t)sen(-cot) dt = I f(t)sencot dt - ~X(<o) 
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es decir que R(co) es una funcion par de to y X(co) es una funcion impar de to. 

F(-co) = R(-co) + jX(-co) - R(co)- jX(ca) = F(co) 

TEOREMA 3.- f(t) es real si y solo F(-co) = F(co) 

Demostracion 

i) Si f(t) es real, entonces F(-co) = F(co) ya esta demostrado en el teorema 2. 

' •• • *. . o 

ii) Si F(~co) = F{co) entonces f(t) es real, por demostrar. Supongamos que 
/(0 = /i( 0 + 7/ 2 (0, donde /,(/) y fy(l) son funciones reales y 

f(t) = !F~ l [F(co)]=— P F(co)e la)t dco, es decir que ; 


fiW + Jf: 


:,n ’hL 


[R(a>) + jX(co)]e J dco 




=— r 

2 n y * 


[/?( co) cos cot - X(co)sencot]dco + 


i r 




| [A'(ffl) 


cost*;/ R(co)sencot]dco 


igualando las partes real e imaginaria se tiene : 


I 


f(t) = — I [7?(ty)costy/ - X(co)sencot]dco 

2 71 1 


f 2 (t) 


- —— I [R(co)cos cot + X(co)sencot]dco 

2n J_ x 


y como F(-co) - F(co) entonces R(-co) = R(to) y X(-co) = -X(to), entonces R(co) 
sen cot y X( to) cos cot son impares de co de donde f 2 (t) - 0 => f(t) = f\(t) es real. 


TEOREMA 4.- Si f(t) es real, demostrar que su espectro de magnitud |F(co)| es una 
funcion par de co y que su espectro de fase 4>(co) es una funcion impar de co. 
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Demostracion 

Si f(t) es real, entonces F(-co) = F(co) y F(co) =| F(co) \ e~ J<p(0>) =j F{co) \ e~ J<f>Uo) 

F(-co) =| F{-ca) | e ==> comparando se tiene : | F(-co) | e t0y =| F(co) | r 
|F(-<o)| = |F(to)| a co(4>) = -<K») 

TEOREMA 5.- Demostrar que si la Transformada de Fourier de f(t) es real, entonces 
f(t) es una funcion par de t y que si la transformada de Fourier de un real 
f(t) es imaginario puro, entonces f(t) es una funcion impar de t. 

Demostracion 

Consideremos la Transformada de Fourier de f(t) es decir : 

J[f(t)] = F(co) = R(co) + j X(co), donde 

RUo) = r f (t) cos co t dt a = f(t)sencotdl 


Si F(co) = R(co) a X(co) = 0 => J f{t)sencot dt = 0 , entonces f(t) sen cot es impar y 
como sen cot es impar entonces f(t) es par. 

Si J [f(t)] es imaginario puro, entonces se tiene F(co) = j X(co) a R(co) = 0, entonces 
f(t) cos cot dt - 0 entonces f(t) cos cot es impar, pero como cos cot es par en t 
entonces f(t) es impar. 


OBSERVACION.- Si f(t) es una funcion real y J [f(t)j =, F(co) = R(co) + j X(co) de 
?t/ # (0] = R{<0) y !F[fo(t)\ - jX(co ), donde /(*> = /,(O + / 0 (O, 
siendo f e (t) y f Q (t) las componentes par e impar de f(t) respectivamente. 


Ejemplo.- Hallar la integral de Fourier que representa la funcion f(t) = 


{ 1 para 1 1 1< 1 
0 para 1 1 \ > 1 


Solucion 
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F(co), = nA01 =.,£ f{t)e- JM dt= | < 


e~ JW, dt 


e'*'jco /' 1 1 2.e )M -e w 2 


+ = — (---) -—senco 

jo) f -i jco jco co 2 j co 


7 =--< 

/ -i /« 


/ r (<w) = 


2 sen co 


co 


y m = ~ [f(o>)e }M dco = r\f(co)}= 1 


In 


In 


I 


Isenco 


co 


e ja3t dc 


■it 

■;t 




>> f0l d(0 


-if 


se/ift? 


ft? 


(cosft>/ + jsencot)dco 


senco.coscot , ^ j f x sencosencot 


-da) 


co 


CO 


para f(t) es real, entonces /(/) 


n JL 

1 C senco.coscot 


dco 


doj 


X JLoc 


ft? 


ademas f(-t) = f(t) es par entonces /(/) 


=11 


Se?7ft?.COSft?f 


ft? 


(Yft? 


, • i send) . n 

Ejemplo.- Deducir del ejemplo anterior que I -ft ft? = - 


co 


Solucion 


Como f(t) 

/( 0 ) 


cos tco.senco 


dco , para t = 0, se tiene : 


2 f 

n Jb 

_ ^ _ 2 p cosO .senco ^ 2 f* senco 

n Jb ft? n Jo ft? 


r 


senco , n 

- dco = — 

co 2 
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16.5. TRANSFORMADA SENO Y COSENO DE FOURIER.- 


TEOREMA 1.- Si la funcion f(t) esta definida solo para 0 < 1 < oo. Demostrar que f(t) se 
puede representar por : 


m 


■if 


F c (co) cos cotd (o , donde F c (co) = f (t) cos cot dt 

Demostracion 


Como f(t) solo esta definida para 0 < t < oo, entonces podemos definir para -oc < t < 0 
por la ecuacion f(-t) = f(t) por lo que la funcion resultante es par. 


Si se define F 




f {t) cos cot dt entonces f(t) = I / (co) cos cot dco 


■f 


F c (co) se denomina Transformada coseno de Fourier de f(t) la cual se denotara por : 


U fit)] 


— F c (o>) = £ 


f{t )cos cot dt 


f(t)=^ (F c (co))=— J F c {cd)cos cot dt 

TEOREMA 2.- Si f(t) esta definida solo para 0 < t < oo, Demostrar que f(t) se puede 
representar por : /(/) = — J F s (co)sencot dt donde F s (co) = J| f(t)sencot dt 

Demostracion 

Como f(t) solo esta definida por 0 < t < oo, entonces podemos definir para - oc < t < 0 
por la ecuacion f(-t) = -f(t), entonces la funcion resultante es impar. 


Sisedefine F s {co)= f(t)scncot dt , entonces f(t) = — | F s (co)scncot dco 


* Jb 


F s (co) se denomina Transformada seno de Fourier, la cual se denotara por 




^[/(0] = F,(<y)= J f(t)sencot dt, f(t) 


= ‘J 1 [F i («)] = — FJwysctuot dt 
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Ejemplo.- Hallar la integral de Fourier de f(t) = e " cuando t > 0 y f(-t) = f(t), k > 0 

Sol uc ion 



£ 


F(co) = | e kt [cos co t-jscno)t]dt = y e~ kt coscot dt-j j e" A/ sen cot dt 


>1 


o 


-£■ 


F{co) = I e coscot dt = 2 I e kt coscot dt 


I 


2k k , co 


k 2 +co 2 


-kl c C0 x / 

e (- scncot+ cost) j 


2k 


o k 2 + (Q~ 


F(co) = -^ L t 
k~ + co~ 


m=r'[F{co)]: 


2 k j 


£ 


F(co)e } dco 


a, _ 24 r 

71 Jb 


co scot 


dco , (t > 0, k > 0) 


f 


COS cot , K . - t 

dt =—e ", (t > 0, k > 0) 


£ 2 + ru“ 2/r 

OBSERVACION.- Si f(t) es una funcion par => X(co) = 0 y 

F(*y) = R(co) = 2 J^/(/)cosftif dt y /(0 = ~ /?(*w)cosft> t dco 

Si f(t) es impar, entonces R((o) = 0 y F(co) = jX(co) = 2 jf f(t)scncot dt y 

i r 


f(t)— I X{cd)sencot dco 

77 J) 
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16.6. PROPIEDADES DE LAS TRANSFORMADA DE FOURIER.- 

(1) Si F ] (m) =7[f\(t)} y F 2 (co) = J[/ 2 (f)], entonces : 

!F[ci\f\(t) + a 2 f 2 (t)] - U\7[f\ (0] + > donde a { , a 2 son constantes arbitrarios. 

Demostracion 


J[aiyi(^) + a 2 / 2 (0]= j" (a l f ] (t) + a 2 f 2 (t)]e' ,(0, dt 


< 


I 


/i(/)e" , "'* + a 2 f 2 (t)e-' ,0 'dl =-a,F 1 («) + fl 2 F 2 («) 


© 


Si a es una constante real y F(co) = J’ffft)], entonces !F[f(at)\ = - F(—) 

I a I a 

Demostracion 


7[f(at)] = f f(at)e- Je "dt f /(z,)e 






« Jx 


= - f f{u)e~ Aa) “du = -F(-) 
a JL* 


a a 




du n 

sea at = u => dt - — ; a > 0 y como - oc < t < oc => -oo < at < oc y t = — 
a a 

a < 0 y como - oo > at > oo, entonces 

1 f ' h-* l r _ -y«K-) f l 

7[f(at)] = — I f(u)e a du = — I f{u)e a du = —F(—) ...(2) 

a X a J_ x a a 


© 


Luego de (1) y (2) setiene: J[/(a/)] =) 

a a 


Si 7[f(t)] = F((o), Demostrar que jF[f(-t)] = F(-co) 

Demostracion 
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© 


De la Propiedad (2) se tiene : J[ f(at)] = — F(—), V a e R, a*l entonces para 

| a\ a 

a = -1, se tiene que ; J[/(-/)] = — ^-F(-co) = F(-co) 


Si F(w) = J[f(t)], Demostrar que : J[f(t -t Q )] = F(a>)e /w/ ° 

Demostracion 


njv-t o 




/o)]= £ f(l-t a )e- j0 »(h= £“ /(») 

Sea t — t 0 =u => t = u + tQ =e~ ,tmo y f(u)e~' ,0 "du 


-0G < t < X 

-x < / - / n < X 


- 


M 




(?) Si o> 0 es una constante real y F(co) = J[f(t)]. Demostrar que F[f(t)e ***** ] = F(co- co 0 ) 

Demostracion 

n/0)e"^]= £ f(t)e M ''.e- J, "cit = £ f(t)e^ u °-^"'dt = F(co-^ t ) 

(6) Si F((o) = J[f(t)], entonces jF[f(t)] = 2;r f(-co) 

Demostracion 

Sabemos que /(f) = - ~ | f{co)e J4 '*deo , entonces 

2/t J 

2x.f(t) = £ F(co)e j(t>{ dco , si se reemplaza t por -t se tiene : 


2/t,/'(-/)= J F((,>)e~ M dco = 2*./(-«))= £ 




Luego 2;r f(-co) = 7[f(t)] 
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© 


Si J[f(t)] = F(co) y f(t) — > 0, cuando t h > ±x. Demostrar que : 
7[(f'(t))] = jco F(co) = jcof[f(t)} 

Demostracion 


nru)]= £ /'< 


\t)e~ Jm dt = fV)e’"" 


/ . +/ ®£ 


fU)e~ IM dt 


como f(t) —► 0 cuando t —» ±x => f(i)e IM j = 0 

Luego 7[f\t)] = jco J” f(t)e 1,01 di= j co F(o>) = jco If[f(t)] 

OBSERVACION.- Mediante la aplicacion repetidas de la propiedad (7) se tiene 

/""(/>] = (jco) n h'(co) = U")" 71/(0] 

(i) Si 7 [f(t)] ) F(co), co * 0 y j" f(t)dt = F( 0) = 0 , Demostrar que : 


£ 


7[ I f(x)dx] = — F(co) =— 7[f(t)] 
jco jco 


Demostracion 


Sea <j>{t) = J f(x)dx y <f>'(t) = f{l) y si 
JM>(t)] = 4>(«) => 7{f(t)] = ‘F[m\ = jco,/>(co) 

Con la condicion que lim <p(t) = j*" f(x)dx = J* f(t)dt = F(0) = 0 

Luego <p(co) = —'J[t\t)\ = —F(<o) si to*0 
jco jco 




Si w = 0 => 71 I f(x)dx] = jO)dt 
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-L 


Cuando F(0) = | f(x)dx * 0 , se tiene que : J[ | f(x)dx] = — F(a>) + x F(Q)S(co) 


1 


® si /[«oj = F(oi) => n-tjfu )]= 


dF(co) 


d(o 

Demostracion 


F(ro) = !F[f(t)]= j* f(?)e J(M dt , de donde 


dF(co) 
d co 


~ £ me~ m dt = £ -jtnt)e- iM dt=n-jtfu)) 


Luego 7(-//-r/(0] = 


JF{ c>) 

dco 


© 


Ejemplo.- 

Si F(co) = J[f(t)]. entonces J[f(at)e^ 1 ^] = — F( -) 


i a l a 


Solucion 


7[f(ai)e /t0, ]= £ f(at)e , “ w .e~' a, 'dt = | J\at)e'dt 


■V 


„ j 

Sea at = u => dt - — 
a 


=- f /<« 

Cl J -r 


a du — ■ 


I 


M-K’ 


— I /(//)£* 


Si a>0 v -oc < t < ac 


4 £/ 


Si a < 0, entonces J[ /*(<7/ )e w ] = — F( -) 

-a a 


Luego J[f(at)e mt ] = -F(- ° C °° ) 
a a 


© Si F((o) = T[f(t)]. hallar 7[f(t)sena) 0 t] 
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Solucion 


pj'W - P -'*** } 

n/u)senco 0 t]=nnt)(- — -w =—nme m " 

2 J 2 J 


=" 1» =^-[F(co-(o Q )-F(a>^(a n )] 
2 j 2 j 


© 


Luego !F[f(t)sen(o 0 i] = ^[F(w-)- F(co + a^)] 
2./ 


Hallar la Transformada de Fourier de f(t)=e 01 

Solucion 


F[e~ a " ] 


= J e-ol'l e~ JM dt= J e a, .e-“'“dt+ £ e a, £> M dt 

e (a-j(0)( o ^-(a+ja>)l x 


= | a l ‘~ J,,), dt + I e Ha+j,l>)l dt =--/ ----/ 

J_ x J, a-jcof -• a+jco i o 


1 111 

= (--- 0)-(0 --) = ——*■-- 

a-jo) a + jco a-jco a + jco 


a + JQ) + a- jco _ _ 2a__ ^ „ , = 


(a - y<y)(a + jco) a 2 - a> 2 


-or 


© 


Hallar la Transformada de Fourier de f(t) = —-- 

a~ +t 

Solucion 

Aplicando la propiedad (6) al resultado del ejemplo (3) esto es, como 
2a 


7[e 


r<*\* li 


a + co 


— = F(co) y f(t) = e 


-a\t j 


2<7 


Entonces ?*[—- -] = 2 kJ(-co) = 2/r.e 

a" +r 
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Entonces —-] = 2 n.e' a< ° , de donde F[— —— -] = —e~ a ‘' 

a +r a’ +r a 

16.7. CONVOLUCION.- 

Consideremos las funciones J\ (/) y f 2 0 ), entonces La Convolucion de /'j(f) y / 2 (0 
esta definida por la expresion : 


-I 


f(t)= I f\(x).f 2 {t-x)dx 


, la cual es denotada por : f(t) = /|(/)*/ 2 (/) 


OBSERVACION.- Un caso especial importante es cuando /,(*) = 0 para t < 0 y 


/ 2 (0 = 0 para t < 0. Entonces /(/) = f x (/) */ 2 (/) = /i( A K/i(* r A ')4 v 


I 


16.8. PROPIEDADES DE LA CONVOLUCION.- 


© 


© 


Demostrar que la convolucion es conmutativa f { U)* f 2 (t) = / 2 (0*/i (/) 

Demostracion 

Aplicando la definition de Convolucion se tiene: /,(/)*./ 2 ( r ) = J* /iM^(f“*)^ A ‘ 


Sea t - x = y de donde dx = - dy ademas cuando ( 


f x —) —oc ■ y —^ oo 


I v ->« ; y 




, ( /)=I 


-r 


/, (x).j 2 (t-x)dx = f\(t - ,v)/ 2 (V)( ~dy) 


m- 9 ai 

= j /,(>•)•/; (/ - y)dy = J f 2 (>•)../; (/ - >-Mv = h (') * /i 


(0 


Demostrar que la Convolucion es asociativa [/j (t)* f 2 (t)]* fiO) = /i (*)*[/; U) */»(/)] 

Demostracion 


Sea g(t) = J\(t)* f 2 (r) y h(t) = f 2 (t)* fiV) . entonces 


gU)*A(t) = A(t)*hU) 


... (a) 
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... (b) 


gU) = MO* f 2 0) = j” f\(y) f 2 V- yWy 

g(0*M0= J g(x).f 3 (l -x)dx = J [ £ f { (y).f 2 (x -y)dy]f 3 (t - x)dx ...(c) 

y dado que h(0 = J f 2 (z).f 3 (t - z)dz 


... (d) 


h(t - v) = 


L Mz) - 


z). f 3 (t - y - z)dz 


... (e) 


por consiguiente, la integral se identifica dentro del parentesis angular en el segundo 

miembro de (c) como h(t - y), de donde g(t)* / 3 (r) = J f\(y)h(t -y)dy = h(t) 

porlotanto: [/, (0 V 2 (0]*/ 3 (0 = A (0*[/ 2 (0 ! */>(')] 

© f(t)*5(t) = f(t), donde 8(t) es la funcion impulso unitario es decir que la Convolucion de 

una funcion f(t) con una funcion impulso unitario conduce a la misma funcion f(t). 

Demostracion 

Aplicando la definicion de Convolucion se tiene : f(x).S(t - x)dx 

utilizando la propiedad conmutativa se tiene : 

At)*sv) = S(t)*f(t) = £ S(x).f(t-x)dx = f(t) par a la funcion impulso unitario. 
f(t)*5 (t) = f(t) 

(T) Demostrar que: f(t) * 5(t T) = f(t-T); /(f-f, )*£(/ -t 2 ) = -t 2 ) 

Demostracion 


■£ 


f(0*S(t-T) = d(t-T)*j\0= S(x — T).f(t —x)dx = f(t - T) 


f(t) * S(t - T) = f(t - T) 
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f(t-t ] )*dXt-t 2 ) = S(t-t 2 )*f{t-t})= | S(x-t 2 )f(t-x-t x )dx 

f(t-t l )*S(t-t x ) = f(t-t l -t 2 ) 

16.9. TEOREMA DE CONVOLUCION EN EL TIEMPO.- 

Si T[f\ (/)] = F x {co ) y f[f 2 (*)] = F 2 {co ), entonces Hf\ (t)* f 2 (tj} = F x (co).F 2 {co) 

Demostracion 

Aplicando la definicion de la Transformada de Fourier de (t)* f 2 {t) 


HA U)* f 2 (/)] = | [ £ A(x)f 2 lt ~ x)dx]e- J ' M dt 


II 

W, 

■> 

l 

% 

...( 1 ) 

pero f f 2 (t-x)e- ,,m dt=7[f 2 (t-x)\ = F 2 (to)e- j,M 

... (2) 


ahora reemplazamos (2) en {1)se tiene : 

7[fdt)*f 2 U)]= £ A{x).F 2 (w)e- ia, dx = [ J Mx)e-'“'dx]F 2 Uo) 

= £ L fi(Oe i(0 'dt]F 2 (co) = F,{co).F 2 {co) 

Luego 7[f i (/) */ 2 (0] = F x {co).F 2 M 

16.10. TEOREMA DE CONVOLUCION EN LA FRECUENCIA.- 

Si 7~'{F x (co)] = f x {t) y J *[F 2 (<w)] = / 2 (/) 

Entonces : 7[F t {co)* F 2 (co)] = 2n. f\ (t).f 2 {t) 
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f[f\ = —F ] (<o)*F-,(co) 
2x 


j-r 

j, 


2k 


F\(y)F 2 {a>-y)dy 


Demostracion 


r 1 [F, (CO) * F 2 (o>)] - T 1 [ j Ft (y).F 2 (co- y)dy ] 

' “if, 1 ! 


co — y — x 
a) = x + y 
dco = dx 


F ] ( y).F 2 {co - y)dyy (0t d co 


[ £ F ^- F ^ dy]eAv ^' dx 


= F,W[ j F 2 (x)e l{ ""'dx]dv 

= j- J F, (*)e ,w [ £ F 2 (x)e ’»dx]dy 

= 2 k[— f F x (co)e ja "dco}[— f F 2 (co)e J(0, dco] = 2K.f ] (t).f 2 (t) 
2k J., 2 k y f 

Luego J _I [F, (<u) * F 2 (co)] = 2;r./, (/)./, (/) 


Ejemplo.- 


Utilizar la convolucion para encontrar J 


(1 + jco)(2 4- /ft>) 


Solucion 


Se conoce que J[f\{t)*f 2 (0] = (< 0)^2 (^)* entonces 

T[F l (co).F 2 (co)] = f l (t)*f 2 (t) = f f ] (x),f 2 (t-x)dx 


Tambien se sabe que 


7[e 


1 


a + jco 


, donde /'(/) = 


t> 0 
{ 0 , t < 0 


1 

1 + jco 


] = e-'U(t) 


Entonces J 1 [■ 
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f [ —-— ] = r i u>. donde U{i) 

2 + jco 


Lucgo: J 


{\ + jco)(2 + jcoj 


1 si t > 0 
(/> = • • 

0 si / < 0 

= f e~ x U(x)e~ 2i " x) U(t-x)dx 

= J e* 21 U(x)U (l -x)dx = jV 2l dx = e 2 ' f e'dx 

= e~ 2 '(e' -1 ) = {e" -e~ 2l )U(t) 

10, jr < 0 0 si x > t 

donde U(x) * < . i{r-x) = < 

[l, .v £ 0 [] si x < t 

{ 0 si .v<0 a jr>/ 

1 si 0 < x < t 

Tambien podemos hallar f(t) desarrollando F(«) en fracciones parciales es decir 
I 1 1 


F(co) = 


(1 + jco)( 2 + jco) 1 + jco 2 + jco 


, entonces : 


r\FUo)}=r\— -] =e~ 2 -e -2 ' =(e-‘-e~ 2 ')U(t) 

1 + jco 2 + jco 


16.11. TEOREMA DE PARSEVAL Y ESPECTRO DE ENERGIA.- 


Si 7[J\ (f)] = F x (co) y J\ f 2 (/)] = F 2 (co ), demostrar que : 

J K;U)f>(t)]dl = ~ J F^co).F 2 (-co)clco 

Demostracion 


Se conoce que : J[f x (/)/ 2 (/)] = — F { (co) * F 2 


2X 


«-i.r 

J-r 


F\(y)F 2 (co-y)dy 


como V[f\(t)f 2 {t)]= f f\(t)f 2 (t)e J<0, dt, entonces 
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J fiU)f 2 (t)e ' ,01 dt= ^ J F x (y)F 2 {a>-y)dy 

Si w = 0 => f f ] (i)f 2 {t)dt = f F,(<y)F 2 (~y)dy = -^~ f F l (eo)F 2 (~a>)dto 
J-r 2* JLx 2;r J_ t 

f f\U).f 2 ^)dt = T 7 J F^(o)F 2 (-co)d(o 


16.12. EL TEOREMA PARSEVAL.- 


Si J[f(t)] = F(co) entonces 


J i/u)i? dt=E J [ r da 


Demostraclon 


Si J[f(t)] = F(co) 


/[/*(')] = f*U)e- JM dt 


I 
4 1 
“ [ L 


f*(!)(e ,0 ”)*dt = [f(t)e'°"]*dt 


[} 


f(t)e- j{ - M) 'dt}* = F*(-(0) 


es decir J[f*(t)] = F*(-co) 


Luegosi hacemos /,(/) = /(0 y /»(0 = .f*U) . entonces como 


£ 

£ 


f i ( t )f 2 u)dt = 


2,t 


£ 


F x (a>)F 2 (-co)d(o , entonces : 


f(t)f*(i)dt 


~f 

2/r L 


F(ry)F*[-(-<y )]</« = 


In 


I. 


2,t 


£ 


i r dio 


r. 


F(a))F*((o)dco 


/u>r = 


2.7 


I. 


F(w) * do) 
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16.13. LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE UNA FUNCION 
IMPULSO.- 


La Transformada de Fourier de la funcion impulso 
unitario 6(t), esta dado por : 

9\S(t)) = f 8{t)e~ J,0 ‘dt 

OBSERVACION.- Analizando la definicion se tiene: 


J[S(t)]= f 8(t)e- jM dt=e~ i( °'\ =1 

J-* !'=« 


S(t) 


OBSERVACION.- 


(7) <J(/) = y- f ’ e“*dt 


Encfocto como 7 — | F(o))e ja>t 4& % & ntonoes 

2 K 


£ 


2 7T 


S(t) = 4~ f 1 .e Ja *da> = j-f e j< *d(o = 7~\l] 


2 7T 




© <>'(/) = — I costoi dt 

J , 

En efecto : Sit) = — | e ,M d( 0 -— f (cosw+j sen cot)dt 

27T L 2.71 L 

= — P cos (atdt+— r sencotdt =— I cos cot dt 
2 n J_ f - - - 2 K J r -—-- 71 Jb 

par impar 

*<o=- r . 

n Jb 


cos&>/ dt 


-► t 



‘ F(») 

1 


• 


0 
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(S) En general se tiene : 

<?(v) = — P e Jxy dx , S(y) = — Pcos(xy)<£r 
In J_ x n Jb 

@ Tl<5(t-t 0 )]= f S(t-t 0 )e- Ja, 'dt=e- jo, '\ = 

J-x 


i 


l 5(t-t 0 ) 

0 

to 


16.14. LA TRANSFORMADA DE FOURIER DE UNA CONSTANTE.- 


como 



(7) 7[A) = f Ae~ J0Jt dt = 2k. A— f e n ^’dt ;tf(v) = — f e ,xy dx 

JU j r 2 tt J r 

haciendo x = t e y = -03, entonees : 

£(-<y) = — P e^'^dt = In AS(-ro) y 

2,t J_ x 

5(-cd) = 5(co) => J [A] = 27iA5(co) 
donde A es una constante y J[\] = 2rc5(co) 

@ ?le Jo, ° r ] = 2nS((o-co 0 ) 

En efecto : como J[\] = 2ti 8 ( 0 ) y ] = F(co-coq ), entonees 

!F[e j(OQt ] = 2nS(co-co 0 ) 

Ejemplo.- Hallar ^[cos^f] y !F[senco 0 t] 

Solucion 

J[cos co 0 t] = n\(e JO *'+e J( ^)] = ^7[e Ja>0 '] + ~J[e' , ^ r ] 

= 63 0 ) = &> 0 ) + nS(co+ 0 %) 


J{sen6; 0 /] = -jnS(a) -a> 0 ) + jnS{co + co 0 ) 
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16.15. LA TRANSFORMADA DE FOURIER DEL ESC ALON UNITARIO.- 


Sea U(t) la funcion escalon unitario definido por : U(t) = 'j 


1 si t > 0 


0 si t < 0 
10 si / > 0 

Sea 7[U(t)] = F(co) y como J[U(-t)] = F(-co) y U(-t) = < y U(t)+ U(-t) = 1, 

[1 si / < 0 

excepto para t = 0 y J [U(t)] + J[U(-t)] = J [ I ] => F(co) + F(-co) = 2 n 8(to) 

»'OT. 

Supongamos que F(co) = k 8(co) + B(co), donde B(co) es una funcion ordinaria y k es 
una constante y como S(-o>) = 8 (g)) entonces : 

F(co) + F(-co) = k S((o) + B(co) + k 5(-co) + B(-co) = 2k 5(co) + B(co) + B(-co) = 2n 8(co) 

entonces se tiene k = n y B(w) es impar y podemos hallar B(co) y ademas 

V\t) = = S{t) y como J[f(t)] = F(co) 

dt 

y !F[U(t)] = F{a>) y !F[U'(t)\ = jco F(<y) = j o)[tt S(cd) + B(co)]= J [8(t)] = 1 
y como o) 8(co) = 0 y jco[7i S(o>) + B(co)] = 1, entonces 

J7T(C0 8(cd)) + jcoB(m) = 1 => jco B(o)) = 1 => B(co) = — 

jco 


F(co) = 7t5(co) -y como F(co) = J[U(t)] 

ja> 


T[U(t)\ = 7rS(a>) + — 
J(o 


Ejemplos.- 

(7) Calcular T[\-2S(t) + 2S'U~2)] 

Solucion 

j[i - 3 so)+is' o - 2 )]=m - yj{sm +2 ns* 0 - 2)] 

= 2n 8(co) - 3 + 2 jco 7 [5(t - 2)] = 2tt5(co) -3 + 2 jcoe~ j2(a 
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(T) C'alcular ( J[sen't] 

Solucion 


o t I I _ 

Se conoce que sen t = —sent — senM , entonces 
4 4 


!F[sen 3 t] = — ‘/[sent] - — !F[sen3t] 

4 4 


= 1) + j7rd{(0 +1) - - 3)) + y;r<?(6>+3))] 


= /— (S(a)-?>)-d(co-\)) + j — (£(<y+l)-£(vc+3)) 
4 4 


16.16. EJERCICIOS DESARROLLADOS.- 


® Encontrar la serie compleja de Fourier para la funcion f(t) defmida por /(/) = sen 4 i en el 
intervalo <0 ,tc> y f(t + 7i) = f(t) 

Solucion 

Mediante las identidades tenemos : e ±Jn0 = cos n0± ysen nO , ademas se conoce 

«\Mt 'n • f 1. " 

e Jn0 - e ~ nJ0 

cos(nO) =-- ; sen(/?<9) =--- 

2 2 / 


Luego para el ejercicio dado se tiene : 

€ jo e ~jo 

/(/) - sen t - (- - --)‘, desarrollando se tiene : 

2 j 

/(,) = --[ c , 4 " -4t '"" + 6- 4e~~" + e“ 4/ '] 

16 


(T) Encontrar la serie compleja de Fourier para la funcion f(t) defmida por f{t)-e l en el 
intervalo <0,2x \ id +■ 2k) = f(t), mediante integracion directa. 


Solucion 
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Sea f(n = e n e'"’ M " donde c,.= — J 

r = —x 

c„ = — J” t .e~ Jn " K,: dt . donde cj 0 = . T = 

c =-- jV*- • v dt = -!-«>' '- r /*’ 

2 t J 241 - w] r 0 


An*' ’ <* 


1 *•}••■» 1 

-ir -lh 


l 


2,7(]-./W) 


como =1, luego = — 


2tU-./ w) 

•» • t 

e~ z -1 






xii-jri) 


entonces f(r)- 


X _ «<. * - 

.y f -'-i fl » m £^Ly_LL 

2 ;nl - /») 2/T 1 - ?n 


(i) Reducir el resultado del ejercicio (2) a la forma trigonometries de la sene de Founer. 

Soiucion 

Sabemos que a n = c n -r c_„ de donde 


e 2-T -1 _ e 2 - 7 -! 

2.7(1-/«) ~ 27(K./«) 

e 2T -l e 2 *-l ' 2 ' T 


lueso se dene : 




2;r(l-yrt) 2/T(l* jn) 2n 1 - jn 1 + jn‘ 


_ e ln -1,1 + jn +1 - jn . _ e~ R -1 
2rc 1 + « 2 /t(1 + h 2 ) 


K = /!<*. 't 


<> 2r -i 


^-1 


2;r(l - y>?) 2;r(l /w) 


1 


e -1.1+ jn — 1 + /w_ (*> -l)n 

/—-[— 1 - 2 -j = ---T 

2x 1^/7 7T (]+ /T) 
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Lueso :‘{;j = 


<r ? -l 


* ». 


-y. 


<T -icosnr e~' -1 nsennt 
l-n~ *t 1 - n 1 


-> 


fiti ■ 


e~ -l r i tosnt n 

= - “/ 1 - --- 

>T - I —i - fl" 

t=1 


sen/zr)] 


(T) Hallar los coericientes complejos de Fourier de la funcion fit) que se muestra en la figura 

f f(t) 



Diferenciando :ermino a termino se tiene : /'(f) = ( jnak, )c r ,e l ‘‘' ‘ . graiicando 


I-1 


♦ f(t) 

! A. 

1 t. 


1 '1 

! I 


t. 


1 •*, 

2 


o ; t 

1 2 


= X = 




n-r 


••• 
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A 2 A A 

/V) = —<?(' + 6)-£(0+— S(t-t x ) 


T 

por lo tanto -(na) 0 ) 2 c n = ~ f\t)e~ }nti ^dt 

2 


A 


Tt x 


T 

f {S{t + t x )-26(t) + 8{t-l x )]e- jn "«'dt 

2 



4 2 A 

= - 2 + e' J,,OJ ° t] ] = — (cos way, -1) 


4 A 2 nc&dx 

- -sen —— 

Tt x 2 


noj^_ 

> 4 A -» /tAJU#. Sen ^ 2 n2 

Luego -(^ 0 ) c n — —— sen“( 7 ) => c„ = - [ / —T 

y/, ^ 7 


l- 


) 


Demostrar que los coeficientes complejos de Fourier de una funcion periodica par son 
reales, y los de una funcion periodica impar son imaginarios puros. 

Solucion 
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ac x 

Sabemos que : f(t) = c 0 + c n e jnaK)t + ^^c n e ,mo ° r 

/«>=£' 


»=-l 


aJ n <W 


fl«-A 


c° = y,c„= 2 


. _a„+jb n 


i) Para f(t) par entonces b M = 0, de donde 


Cm = 


*„-0 

2 

a„ +0 


c =■ 


c„=y. real 
c.„ , real 


c„ = c_„, f es par 

ii) Para f(t) impar => a 0 = a n = 0, de donde 


_ _ °- A 
” 2 
0 + Jb„ 


c n = -j —-, imaginano 

c_ n = y tmagmano 


^6) Si f(t) y g(t) son funciones periodicas con periodo T y sus expansiones de Fourier son 
f(t) = ^S' c n e jn0J °' , g(t)=/' d n e J " a>0 ' para o\>= —, Demostrar que la funcion 

#i »—cc n=~<c 

T 

£ f(t-r)g(r)dr es una funcion periodica de igual periodo T, se puede 

2 

ao 

expresar como h{t) = ^ c„ d n c 


,1'i'H |f 


Solucidn 


Sea h(t) 


-IP 

t li 


f(t-T)g{T)dz 


- 0) 
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h(t)=^c n d„e jn ^ ...(2) 

«=-oc 

de (1 )y (2) se deduce que f(t) = f(t - i)g(x) entonces tenemos que demostrar que : 

OO 

fit - r)g(r) = ^ c n d n e Jn “ K> ‘ ... (3) 


como 


c„e 


jncOQt 


ri =-x 

oo 

8 (T) = d„e jno> ° T 


«'»-S 

n=— oc 
co 

g(0 = X^ 

/i=— oo 

ahora multiplicamos ambos miembros 

00 oc oc 




> ./wfflO(/-r+r) 


oc 






/(t - r)g(r) = y^c n d n e Jnal01 por lo tanto h(t) = V 

n=—cc n ——oo 

(7) Si f(t) y g(t) son funciones periodicas de periodo T y sus expansiones de Fourier son 

oc 00 

/(f) = c n e^ n6)ot , g(f) =-^~ 1 d n e^ n(i3Qt , para <y 0 ~~r> Demostfar que la funcion 

A!=-00 n=-cc 

h(t) = f(t).g(t) es una funcion periodica de igual periodo T, que se puede expresar como 

x x oc 

h(t) = ^ a n e Jna °' dond ea n =^^c n _ k d k (sug. demostrar que a n = c n _ k d k son 

w-*-x n=-oo k=-ac 

los coeficientes de Fourier de h(t)). 

Solucion 

... 0 ) 


Sean h(t) = f(t).g(t) 
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como 


h (‘) = X a„ 

n = -a 0 

QO 

/(0 = ^c„_, 


,j na> 0' 


.. ( 2 ) 


ke m(n-k) t y 




g(p= 

«=-oo /|=-0C 

multiplicando ambos miembros se tiene : 

00 OO 00 x 

m S (t)=^c m ^™.'£d k e i "° b =Y, c ^ d ^ (n ' k+k) ‘ = Yj c ”-> die 

m=-oc n --oc 

de donde h(t) = f(t).g(t) 

X X 

i A<r) = £ay*V y = 




Si 


-k^k 


A'=^x 


^ r 00 1 

Luego a„= — P h(t)e~ jnw °‘dt, como h(t) = ^ c„_ k d k e m>m 

2 W = -X 

/ 00 

“■ rfi'Z 1 '-''""'' *'** 


2 «=-*> 


T 


-J fr -j> - Z‘- 

2 n = —x 2 «=-<» 

X X 

a n=^ J c n-k d k =■ = ^ a - e/ ’ L.q.q.d 


Hallar la serie compleja, utilizando derivacion (Delta de Dirac) de la funcion 


/« = 


1-/ ; -2<f <-l 


2r + 4 
-3r+ 4 
2t -1 


-1 <* £0 
0<f <1 

l^/<2 
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Solueion 


/M- 


f(t) 



-1 ; -2 <t <—\ 
2 ; -\<t£0 

-3 ; 0 < t < 1 

2 ; \<*t<2 



/”(/) = 0, cuya grafica es : 



co Q =r£ = ^, f''(t) = 15(t + \)-56(t) + 5S(t-l)-36(t-2), -2 < t ^ 2 
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OC jf CO ’ • ‘ • 

Z )n~r V 1 T «r--f 

2 => /'(0 = 2^ — jnc„e 2 


/"(0 = 2./-^-« 2 c„y 2 ’ , dedonde 

n=-oc 

- v i r ->a 

-^-c, = - [3<5(/ +1) - 5 J(0 + 5<J(/ -1) - 3<5(/ - 2)]e 2 dt 

4 4 J. ; 

;t 2 /7 2 1 f 2 f 2 -j”~t 

— c. -- j 35(r + l)e 2 rfr-5| 5£(<)e 2 + 

/iw A2 

+5j^ <5(/-l)e "’ 2 '<*-3j 6(t-2)e 

7 7, X . 71 . It . n 

rr~ y\ r 1 -jn—t. -jn — t . -jn—t. -jn—t . 

-^^ = ^[3e J 2 \ [= _ l -5e J 2 \ l=0 + 5e 2 | <=1 -3e 2 |,. 2 ] 


= — [3e " 2 -5 + 5e -3e“ y '" r ] 

4 


1 r-w nx nx nn tin n 

= —F3(cos-1- /sen—)-5 + 5(cos- j sen—) — 3(—1) 

4 2 2 2 2 

= i [8cos^- -2jsen — n — 5 — 3(—l) w ] 

d i 1 


(8 cos 


c. - — 


— n - 2y sen — - 5 - 3( -1)") 5 + 3(-1)" + 2 jsen — - 8 cos — 
2 _2_ _2_ 2 


;rV 


*V 


- _ Tin _ rt/t 

* 5 + 3(-l) + 2j sen ——8cos— xt 

ao=— y -h—^ 2 

n n 


^?) Usando convolucion, hallar f(t) = F ! [ 


1 


(l + y*y) (2 + y<y) 


1- I <N 
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Solucion 


F(co) = F[ f\t)] - ——■, dedonde 


(1 +j<») (2 + j(o) 


G(co) - —-— y H(co) = -, por lo tanto se tiene: 

1 + jco 2 + jco 


1 + jn 


h(i) = F '(— 2 —|»« 1 ‘f(U) 
2 + jco 


por convolucion / (t) = £ g(t-x)h(x)dx 
f(t) = e‘ j" e~ x p(x)jj(t-x)dx 


( 1 ) 


... ( 2 ) 


=[r« 


p(t -x)e 2x p(x)dx 



+ t 


M(x) 

M(x) 

M(x )ju(t-x) = 


0 si x < C 
1 si x > 0 

{ 0 si x > t 
1 si x < t 


0 si x < 0 a x > t 
1 si 0 < x < t 


f(t) = -e 2t +e~* dedonde f(t) = (e 1 ~e 2t )U(t) 

B = j* t n f(t)dt , demostrar que F(co) = J [f(t)] se puede expresar como 


10J Si m 
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Soluci6n 

Por definition F(co) = F[f (*)] = / (t)e~ Ja) ‘dt 

x 2 jc 3 x 4 

Como e~ x =l-x + -— — + -—... 

2! 3! 4! 

Si x = Jcot, al reemplazar se tiene : e~ J(0t = 1- — (yoO 2 + •■• 

multiplicando a ambos miembros por f(t), e integrando 

f f(t)e~ ja 'dt = f mdt- | f(t)(jcot)dt+ | 

J-TC J-X J-X J-X ^ * 




r 

JU 


rtt)e- Ja *dt = (ja>? f f(t)dt-Uco) 1 j //(/) + 


r, 


Up) 


J-CC 


r 


2 ! I 


rf(t)dt~... 


r <■/(')* 


«=0 

como F(co)= ^ f(t)e' Ja)t dt y ademas = J t n f(t)dt 


por lo tanto se tiene : F(co) = / (-/)" m n — L.q.q.d. 

t—d n ! 


naQ 


16.17. EJERCICIOS PROPUESTOS.- 


© Encontrar los coeficientes complejos de Fourier y dibujar los espectros de frecuencia para 

/4sen<y 0 £ , 0 < t < 

la semionda sinusoide rectificada f(t) definida por f(t) - y 

0 , — <t <T 

2 

2s* 


fit + T) = fXO* donde o)> = — . 


NJ I 
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© 

© 





© 

© 


Encontrar los coeficientes complejos de Fourier y dibujar los espectros de frecuencia para 
la funcion diente de sierra definida por /(/) = r + ^ , para 0<t<T y f(t + T) = f(t). 


Aplicar el teorema de Parseval al resultado del ejercicio (2) para probar que 



7Z~ 


6 


Mediante la diferenciacion encontrar la serie compleja de Fourier para la funcion diente 
de sierra de la figura. 



Hallar la serie compleja de Fourier de F(t)=\t 2 -1|, -2 < t < 2, graficar F(t) y su 
espectro de amplitud. 

Si f(t) es una funcion periodica con periodo T, y los coeficientes complejos de Fourier son 
c n , demostrar que los coeficientes complejos de Fourier de la funcion portadora, de 

amplitud modulada periodicamente /( t ) cos mco 0 t estan dados por (c n _ n] + c n+m ) . 

Calcular la Transformada de Fourier de las siguientes funciones 

a) U(t - a) (funcion escalon unitario) 

sen At 

b) S a (4t)*e a ‘ , donde S a (4t) = —- 

.A .A 

Sean f(t) = —= l=-e 2a ‘ , g(t) = -f=-e 2fc2 . Calcular H(t) = f(t)*g(t) 
yjlxa \j2nb 

Usandu la definicion de convolucion, calcular h(t) =| 1 1 *e ' U(t) 
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( 10 ) 

© 


© 


IJ5) 

© 

@ 

3 

19 


Calcular F[f"(t)*rU(t)] 

Usando la definicion de convolution, calcular e~ lt * 1 1 \ U(t) 

Calcular F[ + ^ —] 

co“ — 2 

Calcular F~ l [—r -+ (cos co + e m )<?(<y)] 




co“ - 5jco+ 6 


T T 


Si f(t) es integrable en el intervalo finito y 03 es rea K demostrar que: 

lim J \f(t)e m dt = 0 


| ££/[—♦*■ J 1 


Si F(co) = J[f(t)], hallar la transformada de Fourier de f(t)senco 0 t 

Calcular J [ 1 1 1 cos 100 7it + U(t - 4)] 

Si J[f(t)] = H((o), Probar que : J[H(t)] = 2n F(-co) 

Determinar J[cos (at)] = H(ca) y graficas || H(co) || 

(l9) Si J[f(t)] = H(co), Probarque: F[F(t) cos at] = --[H(co-a) + H(co + a)] 

4 a 3 


Verificar que: F[e ' a * (1 + a 1 1 1)] = —r 1 . ^ 

(a* +co ) m 

Si H{t) = f 4 , -c < t < c, Halle su serie compleja de Fourier de H(t) y graficar su espectro 
y amplitud. 

Por el metodo de impulsos unitarios, calcular la serie compleja de Fourier de la funcion: 

2 


/(0 = 


7t 

- 7t <*t < - 

2 


4 it 

- 1 ,-< / < — 

it 2 2 

8 1 , It 

-6 . 

It 2 







y* >/»< < // . ' /»• 1 rt mania Diwreia 


KuS 




Demostrar quo si f(t) os una funcion periodic. 

J 

ST ^ 

— J /(/)[“ dt = c n + 2 ^ \c„ \ donde < son 

;/*l 


> '■ il con periodo i. c nonces 

ic entes eomplejos do Fourier 


de ia funcion f(t). 


Demostrar que si f(t) es una funcion periodica ) real con penodo ’I cntonces: 
/ ( / + r)f(t)dt - ^ J c n \ 2 c " , donde c„ son los coefieientes complejos de 


d, 


Fourier de f(t) y o) (] ~ 


2n 

/ 


© 

© 

© 


FI momenta enesimo m tl de una funcion f(l) csta del undo por m n 


f 


j 


t* f{i)dt para 


n 0.1,2,... demostrar que m fl ~ ( /) 


t\' fjO> 

dm 


d”F( 0) d”F(m) ] 


s0 y F((o) = j7 [f(t)J 


dm” dm” 

Si f(i) es una funcion imaginaria pura, esto es f(0 j 
que las partes real e imaginaria de F((o) 


para n ” 0,1.2.. donde 


g(i} donde g(t) es real, demostrar 
soil R{m)- I g(/)sen o)f dt , 


V ( o)) - J g(t) cos rot dt asi mismo, demostrar que R(o>) y X(o>) son funciones nnpar y 
par de cn. respectivamente, esto es : R(-co) -R((*>). X( -to) = X(co), F(-co) -F*(o>) 


,1 para | /1 < 1 

Hallar la integral de Fourier que representa la funcion / (/) = . , , 

0 para | ( > i 



Utilizar el resultado del ejercicio (27), para deducir 
(sug: hacer t = 0 en el resultado de (27)). 


sen co . tc 

- dm — — 

i co 2 
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